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Einfiihrung der reellen Zahlen

C-1 Einfiihrung der reellen Zahlen

Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere
ist Menschenwerk.

L. Kronecker
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Axiomensystem der reellen Zahlen &

Axiomensystem der reellen Zahlen R

(i) Axiome der Addition und Multiplikation
(ii) Axiome der Anordnung

(iii) Vollstandigkeitsaxiom

(iv) Archimedisches Axiom
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L Axiomensystem der reellen Zahlen &

(i) Axiome der Addition und Multiplikation
Siehe Korpereigenschaften von R

(i) Axiome der Anordnung
Das Zeichnen " <" heiBt "links von” auf dem Zahlenstrahl

a < b ist equivalent zu

a b
Va,b,ce R
1. Es gilt genau eine der Beziehungen: (Trichotomie)
a<b, a=b b<a
2.a<b und b<c = a<c (transitivitat)
3.a<b = at+c<b+c (Monotonie bzgl. +)
4 a<b und 0<c = a-c<b-c (Monotonie bzgl. -)
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Zahlen link von Null (< 0) heiBen negativ, rechts von Null (> 0) heiBen
positiv.

Definition C.1 ( "groBer”, "kleiner gleich”, " groBer gleich” )
»a>b <= b<a
»a<b < (a<b) V (a=bh)
»a>b <<= (a>b) V (a=0bh)

Definition C.2 (Bezeichnungen)

> [a,b]:={x€eR|a<x<b} abgeschlossen
> (a,b):={xeR|a<x<b} offen
> [a,b)={xeR|a<x<b} halboffen
> (a,b]:={xeR|a<x<b} halboffen
»RF:={xeR|x>0} Rf:={xeR|x>0}
» R :={xeR|x<0} Ry:={xecR|[x<0}

Mathematik fiir Informatiker 11
Einfiihrung der recllen Zahlen
L Axiomensystem der reellen Zahlen &

Betrag einer reellen Zahl
Definition C.3

|a|‘: a, a>0
. —a, a<o0

= |a>0 und |a|=0<=a=0
Satz C.4 (1.Dreiecksungleichung und 2.Dreiecksungleichung)
la+b| < |a| + |b]
[[a] —[b]] < |a+b|
(Vergleiche Normeigenschaften)

Bemerkung:
Durch Induktion nach n erhdlt man die verallgemeinerte

Dreiecksungleichung
n n
> 2 < lai
i=1 i=1
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Axiomensystem der reellen Zahlen &

(iii) Vollstandigkeitsaxiom

Definition C.5
Sei M C R. Eine reelee Zahl s mit x <'s, Vx € M heiBt obere Schranke

von M. Gibt es ein t € R mit x > t, Vx € M, so heiBt t untere Schranke

von M. Die Menge M heiBt dann entsprechend nach oben bzw. nach
unten beschrankt. Falls beides, so ist M beschrankt.

Definition C.6
m heiBt kleinstes Element oder Minimum von M (m = min M), wenn
m € M und m untere Schranke von M ist.

Analog definiert man Maximum.

Beispiel C.7
R* ist nicht nach oben beschrinkt, aber nach unten. 0 ist eine untere
Schranke. R* besitzt aber kein Minimum!
[a,b]  besitzt das Minimum a und das Maximum b.
(a,b) enthalt weder ein Minimum noch ein Maximum.
b — obere Schranke, a — untere Schranke.
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L Axiomensystem der reellen Zahlen &

Definition C.8 (Supremum, Infimum)

Essei MCRund M # ()
s€R  heiBt Supremumvon M (s =supM) <+
s ist kleinste obere Schranke von M.
teR heiBt Infimumvon M (t =inf M) <=
t ist groBte untere Schranke von M.

Alternativ:
s=supM <= (x<s,VxeM) und (Vs'<s3IxeM : s <x<s)
Analog fiir Infimum.

Das Vollstandigkeitsaxiom von R sagt:

Jede nicht leere, nach oben (unten) beschrinkte Menge besitzt ein
Supremum (Infimum).

Erweiterung

inf{0} = +o0 sup{0} = —c0

inf{R} = —0co  sup{R} = +¢
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Bemerkung:

Besitzt eine Menge ein Maximum, so ist dies gleichzeitig das Supremum.
Besitzt eine Menge ein Minimum, so ist dies gleichzeitig das Infimum.
Beispiel C.9

Sei M =10,1). Es folgt minM =0 =inf M, supM = 1.

M besitzt kein Maximum aber ein Minimum.

Definition C.10

V2 :=sup{x € R* | x* <2}
Bemerkung:
In Q gilt das Vollstandigkeitsaxiom nicht! Zum Beispiel hat die Menge

M = {x € Q* | x? < 2} kein Supremum in Q (es gibt keine gréBte
rationale Zahl kleiner als ﬁ)

“10-
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(iv) Archimedisches Axiom
Dieses wird oft auch als Axiom des Eudoxus bezeichnet.

Sind a und b zwei positive reelle Zahlen, so gibt es eine natiirliche Zahl
neN, so dass
na>b

C11-
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Zifferndarstellung reeller Zahlen

Gegeben Sei a € RT. Wir finden zy € Z, so dass
zn<a<z+1

Nun teilen wir das Intervall [z, zp + 1) in 10 gleichlange rechsoffene
Teilintervalle. Dann existiert ein z; € {0,1,..,9}, so dass

z+1
10

A <acat
Z Z(
T 10~ 0

Nun wird das Intervall [zo + 2, z0 + ZEL) in 10 gleichlange rechtsoffene

Teilintervalle zerlegt. Wie oben findet man eine ganze Zahl z;, so dass

zZ1 z zy n+1
a, 2 -~ a
S T T T T T,
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Definition C.11

hierfiir schreibt man kurz:
a=20.212...

und nennt die rechte Seite Dezimalbruchdarstellung der positiven reellen
Zahl a. Die Zahlen z; € {0,1,...,9},i = 1,2, ... heiBen Ziffern.

Im Falle a2 < 0 wendet man die obige Konstruktion auf —a an und erhalt

—a = 29.212.... Dafiir schreibt man a = —z.z12....
Beispiel C.12
Die Dezimalbruchdarstellung a = 35.704... bedeutet
7 0 4 7 0 5
4 < PR
S T T T TR TR TR e
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Beispiel C.13

—1/4 = —0.2500..., wobei alle weiteren Ziffern 0 sind. In diessem Fall
sagt man der Dezimalbruch sei endlich und schreibt einfach
—1/4=-0.25.

Beispiel C.14

In der Darstellung a = 0.727272... wiederhole sich standig die Ziffernfolge
72. Man sagt der Dezimalbruch sei periodisch und schreibt

a=0.72 oder a=0.(72)

Hieraus kann man a als Bruch ermitteln: 100a — a = 72.72 — 0.72 = 72.
Es folgt also a = 72/99 = 8/11.

Verallgemeinerung der Beispiele
Jede reelle Zahl a ist als Dezimalbruch darstellbar. Dieser ist genau dann
endlich oder periodisch, wenn die Zahl a rational ist.

“1a-
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g-adische Darstellung

Der Dezimalbruchdarstellung von a € R liegt die fortlaufende Teilung
eines Intervalls in 10 gleichlange Intervalle zugrunde.

Statt der Grundzahl g = 10 kann man auch jede andere natiirliche Zahl
&g > 2 zugrundelegen. Hierdurch erhalt man die g-adische Darstellung
von a die man z.B. in der Form a = 20.2122...\g schreibt, womit die
EinschlieBung

z+1

gQ

z Z 2z
B+ 2+ Z<a<znt 2y
g & g
gemeint ist. Hier sind z; € {0,1,..,g — 1}.

Speziell fiir g = 2 ergibt sich die binare Darstellung oder
Dualzahldarstellung, die in Computern intern verwendet wird.

Beispiel C.15
1/3 = 0.0101...[, = 0.01],.
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Rationale und irrationale Zahlen

Rationale und irrationale Zahlen

Aus der Definition der rationalen Zahl als Quotient zweier ganzer Zahlen
folgt unmittelbar der

Satz C.16
Zwischen zwei rationalen Zahlen a und b > a liegen unendlich viele
(voneinander verschiedene) rationale Zahlen.

Lemma C.17

Jede nicht leere Menge M natiirlicher Zahlen enthalt eine kleinste.

Satz C.18
Zwischen zwei reellen Zahlen a und b > a liegen unendlich viele rationale
Zahlen.
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L Rationale und irrationale Zahlen

Definition C.19
Hat eine Menge M C R die Eigenschaft:

Va,be M (b>a) JceM : a<c<b

so sagt man, M sei lberall dicht, oder die Zahlen von M liegen iiberall
dicht.

Die vorigen Satze C.16 und C.18 lassen sich also so formulieren:
Folgerung C.20

Die Mengen Q und R sind (iberall dicht.
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Irrationale Zahlen

Definition C.21
Eine reelle Zahl, die nicht rational ist, heiBt irrational (R \ Q).

Lemma C.22
Istac R\ Q und b€ Q, so folgt

a+b,a—beR\Q und
ab, a/b, b/ae R\Q, falls b#0

Satz C.23

Gibt es iiberhaupt eine irrationale Zahl, so liegen zwischen je zwei reellen
Zahlen a und b > a unendlich viele irrationale Zahlen. (D.h. R\ Q ist
iiberall dicht)

_18-
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Existenz von irrationalen Zahlen

Satz C.24

Es gibt keine rationale Losung der Gleichung x? = 2.

Folgerung C.25

Esseig € Nund k € N, k > 1. Ist g nicht k-te Potenz einer natiirlichen
Zahl, so hat die Gleichung x* = g keine rationale Lésung.

“10-
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Mengenvergleiche

Mengenvergleiche

Definition C.26 (nach Cantor)

Zwei Mengen A und B heiBen gleichmachtig, wenn es eine bijektive
Abbildung A — B gibt. Ferner sagt man, B habe eine gréBere
Machtigkeit als A, wenn zwar A zu einer Teilmenge von B gleichmachtig
ist, B aber zu keiner Teilmenge von A.

Definition C.27
Eine Menge A heiBt abzahlbar, wenn sie die gleiche Machtigkeit hat wie
die Menge der natiirlichen Zahlen.

Definition C.28
Die Anzahl der Elementen einer Menge M nennt man Kardinalzahl und
schreibt dafiir [M|. Als Symbol fiir die Kardinalzahl |N| wird Ro benutzt.

Lemma C.29
Die Menge 7. ist abzahlbar (|Z| = Ry).

20—



Mathematik fir Informatiker Il
Einfiihrung der reellen Zahlen

L Mengenvergleiche

Satz C.30

| Q] = No.

Folgerung C.31

Eine Vereinigung abzéhlbar vieler abzihlbarer Mengen ist abzéhlbar.
Satz C.32

Das Interval [0,1] ist nicht abzahlbar (iiberabzahlbar).

Folgerung C.33
Die Menge R ist nicht abzahlbar.

Folgerung C.34
Die Menge R \ Q ist nicht abzihlbar.
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Definition, Konvergenz

C-2 Folgen und ihre Grenzwerte

Definition, Konvergenz

Definition C.35 (Folge)

Eine Abbildung f : N € R, n € f(n) =: a, heiBt (reellwertige) Folge. Wir
nennen a, das n-te Glied der Folge und kiirzen die Folge mit

{an}nen, {an} oder einfach a, ab.

Bemerkung:

Viele der nachfolgenden Resultate (aber nicht alle) lassen sich
verallgemeinern auf Folgen mit anderen Wertebereichen, z.B. C,R".

Beispiel C.36
(a) konstante Folge a, = a,Vn e N

n
b bt 1.2,7
) {n+1}new CER RS

(c) Die Fibonacci-Folge ist rekursiv definiert durch a; = 1,a, =1 und
an=apn—1+an—2, Yn>3 Sieergibt: 1,1,2,3,5,8,13...

EpT
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Definition C.37 ((streng) monoton fallend /wachsend)

Eine reellwertige Folge {a,} heiBt monoton wachsend, wenn

apy1 > an, Vn € Nist. Gilt sogar any1 > a, Vn €N, so ist {a,} streng
monoton wachsend. Analog definiert man (streng) monoton fallend.
Definition C.38 (beschrankt)

{an} heiBt nach oben/unten beschrankt, wenn die Menge {a, | n € N}
nach oben/unten beschrinkt ist.

Bemerkung:

Sup,ey an und inf,c a, werden als Supremum/Infimum von {a, | n € N}
definiert.

T
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Definition, Konvergenz

Definition C.39 (¢ — Umgebung)

Sei a € R und € > 0 eine reelle Zahl. Dann nennen wir
U(a):={xeR| |x—al<e}={xecR|a-ec<x<a+e}

die e-Umgebung von a.

Definition C.40 (konvergente Folge)

Eine Folge {an} heiBt konvergent gegen a, wenn in jeder e-Umgebung
von a "fast alle” Folgenglieder liegen:

Ve>0 3dm(e) eN mit |x—a|<e Vn>ng(e)

Man schreibt lim,_.o a, = a oder a, — a fiir n — oo und nennt a den
Grenzwert (Limes) von {an}.

Eine reellwertige Folge heiBt divergent, wenn es keinen solchen Grenzwert
gibt.
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L Definition, Konvergenz

Definition C.41
Folgen, die gegen 0 konvergieren, heiBen Nullfolgen.

Beispiel C.42
(a) Die konstante Folge ist konvergent:
a,=a VYneN — lim a, =a
1 n—oo
(b) lim — =0. Denn:

n—oo N

Sei € > 0. Dann existiert nach dem Archimedischen Axiom ein
no(e) € Nmit — <e. Wegen 0 < = < —, Vn > ng ist also
no n no

% € U-(0), Vn > ng

(c) Die Folge {(—1)"}nen ist divergent.
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Definition, Konvergenz

Definition C.43 (uneigentliche Konvergenz, bestimmte

Divergenz)

Sei {an} eine Folge. Dann strebt a, gegen oo, ( lim a, = 00), falls fiir

n—so00

jedes r > 0 ein no(r) € N existiert mit a, > r,Vn > ng. In diesem Fall

spricht man auch von uneigentlicher Konvergenz oder bestimmter

Divergenz.

Analog definiert man lim a, = —oo, falls fiir jedes r < 0 ein ng(r) € N
o0

existiert mit a, < r,Vn > ng.

Beispiel C.44

lim n? = oo

n—oo

_26-
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Satz C.45 (Beschranktheit konvergenter Folgen)

Eine konvergente Folge ist beschréankt, d.h. sie ist sowohl nach oben als
auch nach unten beschrankt.

Satz C.46 (Eindeutigkeit des Grenzwerts)

Der Grenzwert einer konvergenten Folge ist eindeutig.
Satz C.47 (Konvergenzkriterien)

(i) Vergleichskrieterium: Seien {an}, {bn},{cn} reelle Folgen mit
an < b, <cp, VneN undlim,_.oo ap = b =lim,_ c,. Dann
konvergiert {b,} und es gilt lim,_.oc b, = b.

(ii) Cauchy-Kriterium: Eine reelle Zahlenfolge ist genau dann
konvergent, wenn sie eine Cauchy—Folge ist, d.h.

Ve >0 dno(e) EN : |a, —am| <e Vn,m > ng(e)

(i) Eine monoton wachsende, nach oben beschrinkte Folge konvergiert.
Eine monoton fallende, nach unten beschriankte Folge konvergiert.

Y
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Definition, Konvergenz

Beispiel C.48

{4} ist monoton fallend und von unten durch 0 beschrankt. Also ist
diese Folge nach C.47 (iii) konvergent.

Satz C.49 (Rechenregeln fiir Grenzwerte)

Seien {a,},{bn} reelle Folgen mit lim,_.o an = a, lim,_.oc by = b. Dann
gilt:

(a) Falls a, < b,, VneN,soista<hb.

(b) Falls an < by, VneN,soista<b (a<bistiA. falschl).

(c) limp—oc{ant b} =ath

(d) limp—oc{an- ba} = a- b (d.h. insbesondere lim,_.oc{c-an} =c-a).
(e) Ist b# 0, so existiert ng mit b, # 0, Vn > ng. Dann sind auch

L B konvergent und haben den Limes & bzw. 2.
{b" }nZnu ’{b" }nan & b b

(f) {lan|} konvergiert gegen |al.
(g) SeimeNunda, >0, VneN = lim {/a,= p/ lim a, = {/a.
00 00
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Beispiel C.50
(a) lim —7:17~ lim l:17~0:0
n—oo N n—oo N
(b)
. n . n 1
lim = lim [ —- =
n—oon+4+1 n—oo \ n 1+%
lim 1 1
lim1l. — =2 1. - _ =1
—. 1
" fm 14 tim = 1H0
n—oo | oo n
4 _ 02 5_2 L —
@ St -2 1 . 5-Zdg . 5-040_5

li = = - =
e TR P41 e 7t 1 L ate 74040 7
(d) lim ¢/n=1 (wird in der Ubung besprochen)

n—oo
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Landau-Symbole

Landau-Symbole

Definition C.51

Eine Folge A = {a,} ist "GroB-O" von B = {b,}, wenn der Quotient
{%} beschrankt ist. Die Folge A ist "Klein-o" von B, wenn {Z—"} eine
Nu?lfolge ist. Wir schreiben A = O(B) bzw. A = o(B). O und o nennt
man auch Landau-Symbole.

Beispiel C.52

(a) 2n® +3n+4 = O(n?)
(b) 2n? +3n+4 = o(n?)
Notation:

Im folgenden verkniipfen wir Folgen komponentenweise, so dass fiir
o€ {+,—,*} und ¢ € R eine Konstante:

AoB={asobptpen und c-A={c-ap}nen

Z30-
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Mehrdeutigkeit

Die Angabe A = O(B) ist nicht eindeutig. Fiir A= {n+ 2} sind z.B.:

A= O(r?),
A= 0(n),
A=0(3)

wahre Aussagen.Es gilt:
» Konstante Faktoren dndern nicht die Ordnung.
O(B)=0(c-B), VceR
» Terme niedriger Ordnung sind unwichtig:
z.B. haben {n? + 3n+ 4} und {n® + 17n} dieselbe Ordnung O(n?).

Ca1-
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Satz C.53 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Fiir reelle Zahlenfolgen A, B, C und eine Konstante c € R gilt:
(a) A= 0(A),B =0(A) = B=0(A)

(b) c-A= O(A)

B=0(A)AC=0(A) = B+ C=0(A)
() B—o(A)A C = o(A) = B+ C=o(A)

(d) A=0(A)AB'=0(B) = A-B =0O(A-B)

A=0(B), B=0(C) = A=0(C i
() A= o((B)), B= o((C)):?A _ o(C() ) > Transitivitat
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Nicht alle Folgen sind vergleichbar. Betrachte z.B. A= {a,}, B = {b,}

mit
[ n? (ngerade)
A=1n (n ungerade )

b= (n gerade )
"~ 1 n* (nungerade)

Fiir gerades n sieht man, dass A # O(B).
Fiir ungerades n sieht man, dass B # O(A)
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Landau-Symbole

Definition C.54
Wir sagen

O0(A)=0(B) & A=O0(B)undB=0(A)
0(A) < O(B) & A=O0(B)und B # O(A)

Hiufig verwendete Prototypen von Vergleichsfunktionen

0 Laufzeitverhalten
o(1) konstant

O(log, n),a>1 logarithmisch
O(n) linear
O(nlog,n),a>1 nlogn

0o(n?) quadratisch
o(n?) kubisch

o(n*) polynomial
O(a") exponentiell

Y
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Es gilt:
O(1) < O(log n) < O(n) < O(nlogn) < O(n?) < O(n®) <
< ... <0< L. <0 <O0BM)<...
n |1dn nld n n? n? 2"

10 | 332 3322 100 1000 1024
100 | 6.64 664.4 10000 10° 1.27-10%0
1000 | 9.97 9966  10°  10° = 10°*

10000 | 13.29 132877 10® 1012 =~ 10%010

Fiir groBe n sollte man daher nicht auf Fortschritte im Rechnerbau hoffen,
sondern nach Algorithmen suchen, die eine bessere Ordnung besitzen.

Case
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Definition, Konvergenz

C-3 Unendliche Reihen

Definition, Konvergenz
Definition C.55

Gegeben sei eine Folge {a, }, und es sei

n
Spi= E ER

v=0
Dann heiBt die Folge {s,}n>0 eine unendliche Reihe, in Zeichen

o
{sn} =2 a
v=0

und s, ihre n-te Partialsumme.

)
Die unendliche Reihe >~ a, heiBt konvergent, wenn die Folge {s,} der

V=0
Partialsummen konvergiert. Gilt lim s, = s, so schreibt man

n—oo

00

Sa=s

v=0
36 -
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Bemerkung:

1. Eine Reihe ist also nichts anderes als eine spezielle Folge, namlich
die Folge der Partialsummen.

oo
2. Der Ausdruck ) a, erlaubt zweierlei Interpretationen: erstens die
v=0

Folge {s,} = {Z a,,} der Partialsummen, zweitens, im Fall der
Konvergenz, den Wert der Reihe (= lim {sp}).

Beispiel C.56 (Geometrische Reihe)

Sei a, = q" firv =0,1,...; dann ist

n
1_ gt
sn:Zq":% fir g # 1

V=0

Fiir [q] < 1 gilt:
- 1
S
v=0 1-q
-
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l—Unznde:thzmen
Definition, Konvergen:
Beispiel C.57
(@)
S oo -
~ v(v+1)
(b)
1
IREY
v=0 '
Bemerkung:

Abznderung von endlich vielen Gliedern dndert nichts am
Konvergenzverhalten (da ab einer Stelle die neuen Partialsummen sich
von den alten nur um eine Konstante unterscheiden), im allgemeinen
aber den Wert der Reihe.

_aa-
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Satz C.58 -
Die ”harmonische Reihe” " % ist divergent.
v=1
Satz C.59
o0 oo oo 0
1. Sind )" a,, Y. b, konvergent, so sind Y (a, + b,) und > (ca,)
=0 v=0 V=0 v=0

v
mit ¢ € R konvergent, und es gilt

i(a,, +b,)= ia,, + ib,,,
V=0 V=0 V=0

o0 o
Z(cau) = CZ ay.
V=0 V=0

2. Das Monotoniekriterium (Satz C.47 (iii)) und das Cauchy-Kriterium
(SatzC.47 (ii)) gelten auch fiir Reihen.

Z30-
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Definition, Konvergenz

Bemerkung:

1. Aus dem Monotoniekriterium folgt: Sind die Glieder einer Folge {a, }
positiv und ist die Folge {s,} der Partialsummen beschrinkt, so
0
konvergiert Y a,; denn {s,} wichst streng monoton und lim{s,}
0

=

existiert.
Beispiel C.60
Fir o > 1 konvergiert

L
v

M8

1

v

2. Das Cauchy-Kriterium sagt aus: Aquivalent zur Konvergenz ist
Ve > 0 dng € N so dass Vn > ng Vk € N gilt ‘sn+k —sp| < g,

das heiBt nik

5.

v=n+1

<eg Vk € N.

Umgangssprachlich: SchluBstiicke (Reste) konvergenter Reihen
werden beliebig klein!

a0-
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Bemerkung:
Speziell folgt aus dem Cauchy-Kriterium: Ist Y a, konvergent, so gilt

Ve > 0 3ng € N so dass Vn > ng gilt |sn+1 - sn| <E€.
Wegen api1 = Sp+1 — s, folgt: {a,} muss gegen Null konvergieren.

Satz C.61 (Notwendige Konvergenzbedingung)

o
Ist Y a, konvergent, so ist lim {a,} = 0.
=0 v—00

Bemerkung:

Gilt also lim{a, } # 0, so kann die Reihe nicht konvergieren. Die
Umkehrung des Satzes ist falsch: > % divergiert, obwohl % — 0 fiir
v — oo (vergleiche Satz C.58).

Definition C.62

o0 o0
Eine Reihe Y a, heiBt absolut konvergent, wenn 3 |a,| konvergiert.

v=0 V=l
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L Unendliche Reihen

Definition, Konvergenz

Beispiel C.63

oo
1. 3 (—1)"L konvergiert, aber konvergiert nicht absolut.

v=1
o0
2. Fir |g] < 1ist ) g absolut konvergent. Die Werte sind aber im
=
allgemeinen unterschiedlich
oo

1 L1 1 2
»=2 > v 1-(-3) 3

v=0

NgE

Il
S}

v

Satz C.64

Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Bemerkung:
Die Umkehrung ist falsch, siehe Beispiel C.63(1).

_a-
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Konvergenzkriterien
Satz C.65

1. Es gilt das Majorantenkriterium: Ist |a,| < by fiir alle n > ng und

oo o0
konvergiert Y by, so konvergiert »_ a, absolut.
v=0 V=0

2. Es gilt das Minorantenkriterium: Ist a, > b, > 0 fiir alle n > ng und
oo 0
divergiert 3~ by, so divergiert Y a,.
v=0 =0

Bemerkung:

Die Reihe Y b, nennt man konvergente Majorante von Y a, im Fall (a),
divergente Minorante von ) a, im Fall (b).

Beispiel C.66
. 1 B : 1 1 X 1 9 .
1. "2::1 7 divergiert, da == > & und "2::1 + divergiert.

o )
2. 3 #hf ist konvergent, wegen ‘i;,"zil < ;17 und Satz C.64.
n=1

Caa-
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Konvergenzkriterien

Satz C.67 (Quotientenkriterium von d'Alambert)
Sei a, # 0 fiir alle n > ny. Dann gilt das Quotientenkriterium:

. ~
wl<a = Xa
P

1. 3g < 1 3ng (no > ny1), so dassVn > ng gilt

ist absolut konvergent.

2. 3ng (no > m), so dassVn > ng gilt

251 o i‘ :
= a, Ist
v=0

an

divergent.

Bemerkung:
Es geniigt nicht

st | 3ns
ist |-

An+1
an

= ;7 < 1fiir a, = 1, aber 3 1 divergiert.

| < 1; es muB ein solches (festes) g existieren. Etwa

Beispiel C.68
x n
> &5 konvergiert absolut fiir alle ¢ € R.

n=0
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L Konvergenzkriterien

Satz C.69 (Quotientenkriterium in Limes-Form)

an

a:‘{ = q. Dann gilt:

Sei a, # 0 fiir alle n > ny und existiere ferner lim
00
1. Ist g < 1, so konvergiert die Reihe absolut.
2. Ist g > 1, so divergiert die Reihe.
Satz C.70 (Wurzelkriterium von Cauchy)
Es gilt das Wurzelkriterium:
oo
1. 3¢ <1 3ng, so dassVn> ng gilt /|an| <q = Y a, ist
v=0
absolut konvergent.

o
2. Ist \/]an| > 1 fiir unendlich viele n, so ist Y a, divergent.
=0

Beispiel C.71

oo
Zl( "—11 )"2 konvergiert absolut.
n=
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Konvergenzkriterien

Satz C.72 (Wurzelkriterium in Limes-Form)

Wenn der Grenzwert lim {/[a,| = q existiert, so ist 5 ¢ a,
1. absolut konvergent fiir q < 1.
2. divergent fiir g > 1.

Ist lim \"/m =1, so ist keine Aussage mdglich.

Beispiel C.73

oo
3 (23" konvergiert absolut.
=0

3n+2

Definition C.74
Eine Reihe heiBt bedingt konvergent, wenn sie konvergiert aber nicht
absolut konvergiert.

_a6-
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Ein Kriterium fiir bedingte Konvergenz liefert

Satz C.75 (Leibniz-Kriterium)
Ist a, > 0 fiir alle n € N und fallt {a,} monoton gegen Null, so
konvergiert die Reihe Y (—1)"a,.

n>0

Beispiel C.76
n=1

w0
2y 0<ac<)
n=1

n
sind konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Bemerkung:

Die Bedingung lim{a,} = 0 ist notwendig, vergleiche Satz C.61.
Wichtig ist auch die Monotonie von {a,}: Zum Beispiel mit der Folge
1,0, %,0, %,0, ... erhilt man die (unbeschrénkten) Partialsummen
1,1,1+ %, 1+ %, ... der harmonischen Reihe.

_a7-
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Konvergenzkriterien

Umordnung, unbedingte Konvergenz

Bei endlichen Summen ist die Reihenfolge der Summanden beliebig, nicht
aber bei unendlichen Reihen:

Beispiel C.77
— 1 1 1 1 1 1 1
s=1 -3 +3 -3 +5 —§ *7 —§5 +.-.
1o 1 1 1 1
35 = +3 -7 +5 -5 +..
3s= 1 -1 +} -1 +% +1 +...

Dabei stehen in der Summe dieselben Summanden wie in der
Ausgangsreihe. Daher kénnte man erwarten, daB die Grenzwerte s und 37;
iibereinstimmen, was aber wegen s # 0 ersichtlich nicht der Fall ist.

Definition C.78
Eine Reihe heiBt unbedingt konvergent, wenn jede Umordnung zum
selben Wert konvergiert.
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L Konvergenzkriterien

Satz C.79

Genau die absolut konvergenten Reihen sind unbedingt konvergent.
Beispiel C.80
Der Riemannsche Umordnungssatzbesagt: Man kann bedingt konvergente

Reihen zu jedem beliebigen Wert s umordnen. Wir betrachten
3°(—=1)*"*1 und geben den Wert s = 1.5 vor:

5(1):1+%+%—§:1.5§
5(2)_1+%+% 5:5—3:11.031 11 137099
5(3):1+3+5—§+7+§+ﬁ+E+E:W:L5m

Mathematik fur Informatiker I
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Grenzwerte von Funktionen

C-4 Stetigkeit

Grenzwerte von Funktionen

Motivation:

In technischen Systemen erwartet man haufig, dass sich das Resultat nur
wenig dndert, wenn die EingabegroBen nur gering variiert werden.
Mathematisch kann man dies durch das Konzept der Stetigkeit
formalisieren.

Definition C.81 (Konvergenz gegen Grenzwert)

Sei f : R — R eine Funktion und £ € R. f(x) konvergiert fiir x — ¢
gegen den Grenzwert ), falls fiir jede (!) Folge {x,}nen mit x, # & fiir
alle n € N gilt:
lim x,=¢ = lim f(x,) =n.
n—o0

n—o0

In diesem Fall schreiben wir Iims f(x)=n.
x>
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Beispiel C.82
1. f(x) = x? hat fiir jedes ¢ € R einen Grenzwert.
. . 0 firx<0 .
2. Die Sprungfunktion f(x) = { 1 firx>0. hat in 0 (also an der

Sprungstelle) keinen Grenzwert.

Satz C.83 (Grenzwertsatze fiir Funktionen)

Wenn fiir die Funktionen f,g : R — R die Grenzwerte im Punkt £ € R
existieren, so gilt:
(a) Iimé(f(x) +g(x)) = IimE f(x)+ Iim§ g(x)

(b) lim (£(x) - g(x)) = lim £(x) - lim g(x)

lim

(c) I|mg W ’I;fg(x), falls I|m g(x)#0

(d) |Im§(C' f(x))=c- |Im£ f(x) fiir beliebige c € R
x— x—

(&) Jim bl =
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Stetigkeit reeller Funktionen

Definition C.84 (Stetigkeit)

Eine Funktion f : R — R heiBt stetig in £ € R, wenn dort Funktionswert
und Grenzwert iibereinstimmen, d.h. es ist:

tim £(x) = £(lim x) = ().

f heiBt stetig, wenn f in allen Punkten stetig ist.

Satz C.85 (e—0—Kriterium der Stetigkeit)
Fiir eine Funktion f sind dquivalent:
(i) fist stetigin & € R, d.h. f(£) = Iimg f(x).

(ii) Zu jedem € > 0 existiert ein §(€) > 0, so dass:
[x =& <d=|f(x)—f(&)] <e.
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Bemerkung:

1. Im Allgemeinen ist ¢ von ¢ und von £ abhangig.

2. Anschaulich bedeutet das e--Kriterium, daB es unter den
Funktionswerten in der N3he einer Stetigkeitsstelle keine AusreiBer
gibt; eine ganze 6-Umgebung von & wird unter f in einen e-Streifen
um f(&) abgebildet.

Hinreichend kleine Anderungen in den Argumenten einer stetigen
Funktion fiihren also nur zu (beliebig) kleinen Anderungen der
Funktionswerte.

Beispiel C.86
f(x) = x, f(x) = €, f(x) = e, f(x) =sinx und f(x) = cos x sind
stetig auf R.
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L Stetigkeit recller Funktionen

Bemerkung

1. Satz C.83 besagt, dass fiir in £ stetige Funktionen f, g : R — R
auch die Funktionen f(x) & g(x), f(x) - g(x), gig (falls g(&) #0)
sowie ¢ - f(x) stetig in £ sind. Ebenso ist die Betragsfunktion
f(x) = || stetig.

2. Die Komposition stetiger Funktionen ist ebenfalls stetig.

3. Die Grenzwert- und Stetigkeitsbegriffe sind sinngem&B auch auf
Funktionen f : D — R iibertragbar, deren Definitionsbereich D eine
echte Teilmenge von R ist. In diesem Fall liegen die betrachteten
Folgen {x,} in D.

Beispiel C.87

1. Polynome sind auf R stetig.
2. Rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich stetig.
3. cosh x und sinh x sind stetig auf R.
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L Stetigkeit reeller Funktionen

Satz C.88 (Eigenschaften stetiger Funktionen)

Sei f : [a, b] — R stetig. Dann gilt:

(a) Nulistellensatz: Ist f(a) - f(b) < 0, so existiert ein & € (a, b) mit
f(¢)=o0.

(b) Zwischenwertsatz: Zu jedem ¢ mit f(a) < c < f(b) existiert ein
&€ (a,b) mitf(§)=c.

(c) Stetigkeit der Umkehrfunktion: Ist f zusatzlich streng monoton
wachsend auf [a, b], so ist auch die Umkehrfunktion
f~1:[f(a), f(b)] — R stetig und streng monoton wachsend.

(d) Maximum-Minimum-Eigenschaft: Es existieren x1,x; € [a, b] mit
f(x) = m[a)z] f(x) und f(x) = m[inb] f(x).

x€|a, x€|a,

Beispiel C.89 (Stetigkeit von Umkehrfunktionen)

1. Essind f(x) = x» auf Ry und f(x) = Inx auf RY stetig.
2. Die Arcusfunktionen arcsin, arccos sind stetig auf ihrem
Definitionsbereich.
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Gleichmiifige Stetigkeit

GleichmaBige Stetigkeit

Nach dem e-d-Kriterium C.85 sind stetige Funktionen solche, deren
Funktionswert sich bei hinreichend kleinen Anderungen des Arguments
nur beliebig wenig dndert; allerdings hangt im Allgemeinen ¢ von e und
von & ab. In manchen Zusammenhingen ist es aber wichtig, dass d nur
von € und nicht von £ abhéngt, d.h. das man in einem ganzen Intervall zu
einem ¢ dasselbe d(¢) wahlen kann.

Definition C.90 (Gleichmé&Bige Stetigkeit)

Eine Funktion f : D — R heiBt gleichmaBig stetig auf D, wenn zu jedem
e > 0 ein §(e) > 0 existiert, so dass fiir alle x1,x € D gilt:

x1—x|<d = |f(x)—f(x) <e
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Beispiel C.91
f(x) = L ist nicht gleichmaBig stetig auf D = (0, 00), aber stetig.

Satz C.92
Jede auf einem abgeschlossenen Intervall [a, b] stetige Funktion ist auch
gleichmiBig stetig auf [a, b].

Bemerkung:

Der Definitionsbereich im obigen Beispiel ist kein abgeschlossenes
Intervall.
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Wichtige stetige Funktionen

Beispiel C.93 (Potenzfunktionen)

Potenzfunktionen besitzen die Struktur f : R — R mit f(x) = x" fiir ein
n € No. Fiir n = 0 definiert man x° = 1. Wie alle Polynomfunktionen
sind Potenzfunktionen stetig.

Es gelten folgende Rechenregeln:

(X -y)" = x". }’n, X" xM = X"+m, (Xn)m — xm,

Beispiel C.94 (Wurzelfunktionen)

Schrinkt man die Potenzfunktion f(x) = x" mit n € N auf R{ ein, so ist
sie dort nicht nur stetig, sondern auch streng monoton wachsend. Nach
Satz C.88 (c) existiert daher eine stetige streng monoton wachsende
Umbkehrfunktion: die n-te Wurzelfunktion g(x) = /x.

Mit x7 := /X, x5 1= /X7 sowie x5 1= 4 gelten die gleichen
Rechenregeln wie fiir die Potenzfunktionen.
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Beispiel C.95 (Exponentialfunktion)
Sei a > 0. Dann bezeichnet man mit f : R — R,
f(x) =a*

die Exponentialfunktion zur Basis a. Exponentialfunktionen sind stetig.
Es gilt die Funktionalgleichung

T =2
Besonders wichtig ist die Exponentialfunktion bei der die Eulersche Zahl
e als Basis dient. Man bezeichnet sie als

exp(x) = e*.
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Wichtige stetige Funktionen

Beispiel C.96 (Logarithmusfunktion)

Die Exponentialfunktion f(x) = a* mit a > 0 ist stetig, streng monoton
wachsend und bildet R bijektiv auf R* ab. lhre Umkehrfunktion

log, : Rt - R
bezeichnet man als Logarithmusfunktion zur Basis a.
Fiir a = e ergibt sich der natiirliche Logarithmus In.

Es gelten die Rechenregeln:

log,(x - y) = log, x +log,y,  log,(x") = plog, x.

60 -
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Beispiel C.97 (Trigonometrische Funktionen)

Die Koordinaten eines Punktes auf dem Einheitskreis werden in
Abhiangigkeit vom Winkel ¢ mit  x =cosy, y =sing bezeichnet.
Hierdurch wird die Sinusfunktion sin ¢ und die Cosinusfunktion cos ¢
definiert. Dabei misst man den Winkel ¢ im BogenmaB: die Lange des
entsprechenden Kreissegments im Einheitskreis.

Der Umfang des Einheitskreises betrdgt 2 - m, wobei 7 die Kreiszahl
T~ 3,14159. .. ist.

Es gilt:

(a) sinp+cosp=1

(b) sin(—¢p) = —sinp

(c) cos(—¢p) = cosyp

(d) sin(p + 27k) = sinp, cos(p + 2mk) = cos ¢ fiir alle k € Z
(2m-Periodizitat)

sin(a + 3) = sina - cos 8 + cosa - sin 3,

cos(a + ) = cosa - cos 8 — sina - sin 3.

(e
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Beispiel C.98 (Trigonometrische Funktionen (Forts.))

. . . - _ sing
Die Tangensfunktion tan ist definiert als tanp = s

Die Funktion ist stetig auf R \ {25 7|k € Z} und es gilt 7-Periodizitit:
tan(p + k) = tan o fiir alle k € Z.

Beispiel C.99 (Trigonometrische Umkehrfunktionen)

Wenn wir die trigonometrischen Funktionen auf ein Intervall einschrénken
auf dem sie streng monoton sind, so kénnen wir dort Umkehrfunktionen
definieren.
1. cos ist in [0, 7] streng monoton fallend mit Wertebereich [—1, 1]. Die
Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7] heiBt Arcus-Cosinus.
2. sin ist in [-3, 3] streng monoton wachsend mit Wertebereich
[~1,1]. Die Umkehrfunktion arcsin : [~1,1] — [-5, 5] heiBt
Arcus-Sinus.

3. tanist in (=7, %) streng monoton wachsend mit Wertebereich R.

Die Umkehrfunktion arctan : R — (=%, 5) heiBt Arcus-Tangens.
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C-5 Differenzierbarkeit

Motivation:

> Wird durch eine Funktion beschrieben, wie sich eine GroBe abhingig
von einer anderen verdndert, stellt sich die Frage: “Wie schnell”
dndert sich die abhangige GroBe?

Wenn die Funktion z.B. den Ort eines Punktes in Abhangikeit von
der Zeit bei einer Bewegung entlang einer Linie beschreibt, so ist
dies die Frage nach der Geschwindigkeit (zu jedem Zeitpunkt).
Betrachtet man eine Funktion nur in unmittelbarer Nihe einer
Stelle, dann méchte man sie dort durch eine einfachere Funktion
moglichst gut anndhern.

v

Diese und &hnliche Fragen beantwortet die Ableitung bzw. Differentiation.
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Definition C.100
Sei f : R — R eine Funktion und £ € R. f heiBt in & differenzierbar, falls

der Grenzwert p
i F) = ()
x—&  x—&

existiert und endlich ist.
Der Grenzwert heiBt dann die Ableitung bzw. Differentialquotient von
f(x) in & und wird mit £/(¢) oder 9(¢) bezeichnet.

Ist fin allen ¢ € R differenzierbar, so heiBt f differenzierbar.

Den Ubergang von f zu f' nennt man Differenzieren oder Ableiten.
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Differenzierbarkeit

Bemerkung:

(a) f(X) (&)

=: Ay heiBt Differenzenquotient. Dieser gibt die Steigung

der Sekante ZW|schen den Punkten (&, (£)) und (x, f(x)) des

Graphen von f an.

Fiir x — & (also Ax — 0) geht die Sekantensteigung in die

Tangentensteigung in (&, f(£)) tber.

(b) Die Gleichung der Tangente t an f in (&, f(§)) ist:
) = F(&) + F1(§) - (x = &)

(c) Wie bei der Stetigkeit iibertrage sich die Begriffe sinngemaB auf
Funktionen mit Definitionsbereich D C R.
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Beispiele C.101
1. f(x) = ax + b (Gerade mit Steigung a).

Fiir h # 0 ist
FE+h)— F(E) _

(6+b) _ah _

h

Daraus folgt Il1im0 w

(a(¢+h)+ b) —
h

h

=a; esist also f'(x) = a Vx € R.

2. f(x)=x", neN:
f)—f) _x"—& .1 n-2 n—1
~F "=~ +Ex"2 4 el
Daraus folgt
X_.5 f(Xi_f(f) enlygnly el p.gnt,

Also ist f/(x) = n-x""1 Vx € R.

66—
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Ableitungen elementarer Funktionen

fx)=x*mitacRund x>0 = f/(x)=ax*"!
fx)=e = fl(x)=e

fx)=Ihxmitx>0 = f(x)=1

f(x) =sinx = f/(x)=cosx

f(x)=cosx = f/(x)=—sinx

f(x)=tanx mit x # 5 + kn k€ Z

S F(x) =

c:os2

_67-
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Definition C.102
Die Funktion f heiBt in & € D linear approximierbar, wenn ein ¢ € R und
eine Funktion d : U.(0) — R existiert, so daB

f(§+ Ax) = (&) + cAx + §(Ax) mit

(m.a.W. §(Ax) = o(Ax)) gilt.
Satz C.103

f ist in & differenzierbar <= f ist in & linear approximierbar.

Satz C.104
Ist f in £ differenzierbar, so ist f in £ stetig.

Bemerkung:

Die Umkehrung ist falsch; vergleiche f(x) =

I(Ax)
Ax

lim
Ax—0

@)

I]-

Differenzierbarkeit ist also mehr als Stetigkeit. Der Graph ist nicht nur in
einem Zug zu zeichnen, er besitzt auch keine Ecken.
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Satz C.105 (Ableitungsregeln)

f,g seien in & € R differenzierbar. Dann gilt:
a) f =+ g istin & differenzierbar mit (f £ g)'(&) = '(§) £ g'(€);
b) c-f, c € R, istin & differenzierbar mit (c - f)'(£) = c - f'(€);
c) f-gistin& differenzierbar mit (Produktregel)

(f-g) (&) =f(&) - 8(&) + (&) - £'(8)-
d) Ist g(&) #0, so ist é ist in & differenzierbar mit (Quotientenregel)

Yy P80~ FO)-816)
(3)©= 20

[Kurzfassung von (c) und (d): (fg) = f'g + fg’, (é)’ = igg;zfg—,]

Mathematik fur Informatiker I
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Satz C.106 (Kettenregel)
Sindf:D —Rin&eDundg:f(D)— Rinf()ef(D)
differenzierbar, so ist h:= g o f in £ differenzierbar, und es gilt

H(€) = (g = f)(€) = &'(F(£) - F'(8)-

Bemerkung:

Fiir h =g o f heiBt g die duBere, f die innere Funktion.

h' = Ableitung der duBeren Funktion an der inneren Stelle mal Ableitung
der inneren Funktion.

Kurzfassung: W = (g’ o f) - f'.
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Satz C.107 (Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion)

Sei | C R ein Intervall und f : | — f(I) eine umkehrbare stetige Funktion
mit der Umkehrfunktion ¢ := f~1: f(I) — I.

Ist f in & € | differenzierbar mit f'(£) # 0, so ist ¢ inn = f(§) € (/)
differenzierbar, und es gilt

, -~ 1
#0) = ey

Kurzform: (f71) = 72—.

-
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Satze lber differenzierbare Funktionen

Satz C.108 (Satz von Rolle)
Sei f : [a, b] — R stetig mit f(a) = f(b) und auf (a, b) differenzierbar.
Dann existiert £ € (a, b) mit f'(¢) = 0.

Satz C.109 (Mittelwertsatz, Lagrange)
Sei f : [a, b] — R stetig und auf (a, b) differenzierbar. Dann existiert
& € (a, b) mit

o= =16

Bemerkung:

Anschaulich heiBt dies: In mindestens einem Punkt £ ist die Tangente
parallel zur Sekante von (a, f(a)) nach (b, f(b)).

Im Weg-Zeit-Diagramm: Zu mindestens einem Zeitpunkt erreicht man
genau die Durchschnittsgeschwindigkeit (Differenzierbarkeit
vorausgesetzt).
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Satz C.110 (Verallgemeinerter Mittelwertsatz, Cauchy)
Es seien f, g auf [a, b] stetig und auf (a, b) differenzierbar. Ferner sei

g'(x) # 0 fiir alle x € (a, b). Dann existiert £ € (a, b) mit
(&) _ f(b)—f(a)
g(§)  g(b)—gla)
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Satz C.111 (Regel von de I'Hospital)

(a) Esseien f,g auf (a, b) stetig differenzierbar mit & € (a, b),
(&) = g(&) =0 und g'(x) # 0 fiir alle x # &. Dann gilt:

) _ i £

m 3
x—€g(x) x—¢g'(x)

falls der rechte Grenzwert existiert.

(b) Es seien f, g stetig differenzierbar auf (a, b) \ £,
lim f(§) = lim g(&) = oo und g'(x) # 0 fiir alle x # &. Dann gilt:

) (%)
g0 e ge)

wenn der rechte Grenzwert existiert.

Mathematik fiir Informatiker 11
Differenzierbarkeit
LSiitze iber differenzierbare Funktionen

Beispiel C.112
bim = (87) = fm ¥ =3

cnx [ sow) o x

2 Jim x = (,=") = fim 4% 0.

3. Das Verfahren funktioniert natiirlich nur bei ,,unbestimmten
Ausdriicken" wie 3:

Zum Beispiel ist lim % =0, aber lim X =1.
x—0 € x—0 €
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Bemerkung:

Haufig ist vor der Anwendung der Regel von de I'Hospital eine
Umformung erforderlich:

f(x)-g(x)= % bzw. f(x) — g(x) = f(x) - g(x) - ( 1 1 )

8(x) m_%
Beispiel C.113
fim x-1n XL~ fim %:( 9"): fim MG +1) —In(x—1)
X0 x—1 xwoo 1 "0 xm00 I
0N mi e (mD—(x+1)
- (6 )7le[20 7%2 7X|er;o (x+1)-(x—-1) (=x%)
— (—x2
—im £,

x—oo X2 1
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Hohere Ableitungen

Definition C.114
Sei | C R ein offenes Intervall, f : | — R differenzierbar, das heiBt es
existiert die Funktion f': | — R.

» Ist ' auf | stetig, so nennt man f stetig differenzierbar.

» Ist f’ auf | differenzierbar, so nennt man f zweimal differenzierbar
und " := (')’ die zweite Ableitung von f auf /.

» Entsprechend erklart man n-malige Differenzierbarkeit und n-malige
stetige Differenzierbarkeit fiir n € N.

Man schreibt f© = £, f1) = £/ . £(n) = (=D

Mathematik fir Informatiker Il
Differenzierbarkeit

Hohere Ableitungen

Beispiel C.115

1. Fiir f(x) = eXist f'(x) = €,..., f()(x) = e fiir alle n. Es ist f
beliebig oft differenzierbar auf R.

2. Fiir f(x) = x3 ist f'(x) = 3x%, f"(x) = 6x, fO)(x) =6, f("(x) =0
fir alle n > 4. Also ist f beliebig oft differenzierbar auf R.

3. Fiir f: RY = R, f(x) =Inxist f'(x) = 1, f"(x) = —%,... Daher
ist f beliebig oft differenzierbar auf R*.

_78-
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

Motivation:

Die Kenntnis von Ableitungen ermdglicht verschiedene Aussagen tiber
den Graphen einer Funktion, so zu Monotonie, Extrema,
Kriimmungsverhalten und Wendepunkten.

Satz C.116 (Monotonie differenzierbarer Funktionen)
Fiir eine auf einem Intervall | differenzierbare Funktion f gilt
1. f/(x)>0(<0)Vx€l <= f ist monoton wachsend (fallend);
2. f'(x)=0Vxel <= fistaufl konstant;
3. f(x) >0 (<0)Vxel =
ist streng monoton wachsend (fallend).

Bemerkung:
Ist f streng monoton wachsend, so folgt nicht notwendig f’(x) > 0
(vergleiche f(x) = x3).
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Definition C.117

Eine auf D C R erklirte Funktion f hat in a € D ein globales (absolutes)
Maximum, wenn f(x) < f(a) Vx € D gilt.

a heiBt dann globale Maximalstelle, f(a) globales Maximum von f.

b € D heiBt lokale Maximalstelle, (f(b) lokales Maximum), falls ein

& > 0 existiert mit f(b) > f(x) Vx € (b— 6, b+ ).

Analog erklart man Minimalstellen, Minimum. Maxima und Minima

heiBen auch Extrema (entspr. Extremstellen).

Satz C.118 (Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema,
Fermat)

Ist f auf dem offenen Intervall | differenzierbar und hat in & € | ein
lokales Extremum, so ist f'(§) = 0.
(Eine Stelle & mit f'(£) = 0 heiBt auch stationarer Punkt).

a0 -
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Bemerkung:

1. Ist f differenzierbar und & Extremstelle von f, so ist die Tangente an
f in & waagerecht.

2. f(x) = |x| hat in £ = 0 ein globales Minimum, es ist aber keine
Tangente erklart.

3. Die Umkehrung von Satz C.118 ist falsch: £ = 0 ist stationarer
Punkt von f(x) = x> [f’(0) = 0], aber keine Extremstelle.

4. Extremstellen kénnen auBer in stationdren Punkten auch am Rand
des Intervalls liegen oder Stellen sein, in denen f nicht
differenzierbar ist.
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Geometrische Bedeutung der Ableitung

Satz C.119 (Hinreichende Bedingung fiir lokale Extrema)
Sei | offenes Intervall, £ € I, f : | — R n-mal stetig differenzierbar
(n>2).

Weiterhin gelte f'(¢) = f"(¢) = ... = f(""1)(€) = 0 und F("(€) # 0.
Dann gilt:

(a) Wenn n gerade ist, so liegt in ¢ ein lokales Extremum vor.

> st f(€) > 0, so ist es ein lokales Minimum.
> Ist f("(¢) < 0, so ist es ein lokales Maximum.

(b) Fiir ungerades n liegt kein Extremum vor.

Beispiel C.120
1. Fiir f(x) = x3 gilt: f/(x) = 3x%, f"(x) = 6x, f"'(x) = 6, also
’(0) = f”(0) = 0 und f"(0) = 6 # 0; d.h. im Punkt 0 liegt kein
Extremum vor.
2. Fiir f(x) = x* gilt: f/(x) = 4x3, f(x) = 12x2, f"(x) = 24x,
f(4) = 24, also f/(0) = f(0) = f(0) = 0 und f*)(0) > 0; d.h. im
Punkt 0 liegt ein lokales Minimum vor.
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Definition C.121 (Konvexitat, Konkavitat)
Eine Funktion f : | — R heiBt
> konvex in I, wenn fiir alle a,b € / und X € (0,1) gilt:

f(Aa+ (1 —A)b) < Af(a) + (1 — N)f(b).
> konkavin I, wenn fiir alle a, b € / und X € (0,1) gilt:
f(Aa+ (1 —A\)b) > Af(a) + (1 — N)f(b).
Gelten strenge Ungleichungen, so heiBt f in / streng konvex bzw. konkav.

Bemerkung:

Konvexe Funktionen verlaufen unterhalb ihrer Sekanten und weisen eine
Linkskrimmung auf;

konkave Funktionen verlaufen oberhalb ihrer Sekanten und weisen eine
Rechtskrimmung auf.
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Satz C.122

Sei f stetig differenzierbar in I. Dann gilt:

(a) fistin | konvex <= f’ ist monoton wachsend auf |
(b) f istin | konkav <= f’ ist monoton fallend auf |

Satz C.123
Sei f zweimal stetig differenzierbar in |. Dann gilt:
(a) > fistinl konvex <= f" >0 aufl.

> " >0aufl = f iststreng konvex in I.
(b) > fistinl konkav <= " <0 aufl

> f" <0aufl = f iststreng konkav in I.



Mathematik fir Informatiker 11
Differenzierbarkeit
L Geometrische Bedeutung der Ableitung

Bemerkung:
Das Vorzeichen von f” gibt also Auskiinfte iiber das
Kriimmungsverhalten des Graphen von y = f(x):

» Ist £/ > 0, so ist f" monoton wachsend; also wird f steiler oder
wechselt von Fallen zum Steigen. Es liegt also eine Linkskriimmung
vor.

> Ist f” <0, so liegt eine Rechtskriimmung vor.
Beispiel C.124

1. Typische konvexe Funktionen sind f(x) = x? und g(x) = e*.
2. Die Funktion h(x) = In(x) ist konkav.
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Definition C.125 (Wendepunkt)
Eine in ¢ differenzierbare Funktion f(x) hat einen Wendepunkt in &, falls
f'(x) in & ein lokales Extremum hat.

Bemerkung:
In einem Wendepunkt dndert sich das Kriimmungsverhalten:
> Hat f’(x) in £ ein lokales Maximum, so ist f" in einer Umgebung
links von £ monoton wachsend und rechts von £ monoton fallend;
wir haben einen Konvex-konkav-Wechsel.

» Hat f/(x) in £ ein lokales Minimum, so ist ’ in einer Umgebung
links von & monoton fallend und rechts von £ monoton wachsend;
wir haben einen Konkav-konvex-Wechsel.
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Satz C.126

Ist f auf | konvex (konkav) so ist jedes seiner lokalen Minima (Maxima)
auch globales Minimum (Maximum). Ist f sogar streng konvex oder
konkav so gibt es nur einen einizgen Minimalpunkt bzw. Minimalwert.

Bemerkung:

Satz C.126 gilt auch in der Ebene R? und ganz allgemeinen Riumen
beliebiger Dimension. Er ist von grundlegender Bedeutung in der
Optimierung.
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Der Satz von Taylor

Motivation:
Fiir eine differenzierbare Funktion f(x) stellt die Tangente

t(x) = F(&) + (x = F'(&)

eine lokale Approximation der Funktion im Punkt & durch ein Polynom
1. Grades dar.

Es stellt sich die Frage, ob es mdglich ist f(x) durch Polynome héheren
Grades (besser) zu approximieren, wenn f eine hohere
Differenzierbarkeitsordnung besitzt.
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Satz C.127 (Taylorsche Formel)

Sei | C R ein offenes Intervall, ,x € I, f : | — R sei (n+ 1)-mal stetig
differenzierbar. Dann besitzt f die folgende Taylorentwicklung um &:

f(x) = Ta(x,€) + Ra(x,€)

mit dem Taylorpolynom n-ten Grades
" (x— )¢
LCESEDY %f(k)(i)
k=0

und dem Restglied nach Lagrange

_ ¢\n+l
R, €) = G XA 1 - ).

Dabei ist ¥ eine von f,n, x,& abhidngige Zahl mit 0 < ¥ < 1 und
&+ 0(x — &) eine Stelle zwischen x und &.
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Der Satz von Taylor

Bemerkung:

1. Fiir n = 0 liefert die Taylorsche Formel den Mittelwertsatz C.109.

2. Man kann zeigen, dass T,(x, &) das einige Polynom vom Grad < n
ist, das die Approximationsgiite O((x — £)"*1) = o((x — £)") besitzt.
3. Neben der Restglieddarstellung von Lagrange gibt es weitere

Darstellungen des Restgliedes; z.B. die Darstellung nach Cauchy
1—9)(x — €)1
Ra(x.6) = %f”*”(& +0(x—¢)).
Satz C.128

Jede auf einem offenen Intervall | (n+ 1)-mal differenzierbare Funktion f
mit f(")(x) = 0 fiir alle x € I ist ein Polynom vom Grad < n.

—o0-
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Beispiel C.129

1. Sei f(x) = e*, £ = 0; dann ist f(")(0) = €° = 1 fiir alle n € N. Das
n-te Taylorpolynom von f in £ ist

Lk
To(x,0) =Y R
k=0 "'

Fiir das Restglied

b XM
Rn(x,0) =e m (0<9¥<1)
gilt fiir x| < ¢
IR < e 0
—_—
=€ (n+1)! n—oo
2. Sei f(x) = p(x) (Polynom vom Grad < n). Dann folgt R,(x,0) =0
fir alle x, also ist T,(x,0) = p(x) fiir alle x.

Zo1-
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Potenzreihen

Definition C.130

Es seien xp € R und {a,} eine reelle Zahlenfolge. Reihen der Gestalt

o
Z an(x — x0)"
n=0

heiBen Potenzreihen, xo ihr Entwicklungspunkt und a, ihre Koeffizienten.

Bemerkung:
Jede Potenzreihe konvergiert fiir x = xo mit dem Wert ag.
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Beispiel C.131
1. Die Potenzreihen
> n © 20 ) <2t
exp(x) = Z ) cosh(x) = Z e sinh(x) = Z [T
n=0 n=0 n=0

haben den Entwicklungspunkt xo = 0 und konvergieren fiir alle
x eR.

2. Die Potenzreihe
DA-x)"=> (1) x-1)"
n=0 n=0

hat den Enwicklungspunkt xo = 1. Sie konvergiert (geometrische
Reihe!) fiir |1 — x| < 1, also fiir 0 < x < 2 mit dem Wert

1 _1
(1)  x°
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Satz C.132
Zu jeder Potenzreihe Y an(x — x)" existiert eine Zahl r > 0 oder

n=0

r = 00, so daB die Reihe fiir alle x € R mit |x — xo| < r absolut
konvergiert und fiir alle x € R mit |x — xo| > r divergiert. Dabei heiBt
r =0, daB sie nur fiir x = xo konvergiert, r = oo heiBt, daB sie fiir alle
x € R konvergiert.

Mann nennt r den Konvergenzradius der Potenzreihe, das Intervall

(%o — r,xo + r) heiBt Konvergenzintervall (fiir r # co).

Fiir den Konvergenzradius gilt die Cauchy-Hadamardsche Formel

1

" lim(y/fa)’

wobei i =0 und % = oo gesetzt wird.

r

Bemerkung:

Uber die Konvergenz in den Randpunkten des Konvergenzintervalls, also
fiir |x — xo| = r, ist keine allgemeine Aussage mdglich.
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Taylorreihen

Definition C.133
Ist f auf D beliebig oft differenzierbar, so 3Bt sich die Taylorreihe

< (x =€)
T 9 =3 C e
k=0
von f beziiglich & hinschreiben.

Bemerkung:

1. Die Taylorreihe muB weder konvergieren noch (im Fall der
Konvergenz) die Summe f(x) haben.

2. Nach dem Satz iiber die taylorsche Formel C.127 konvergiert
T¢(x, &) genau dann gegen f(x), wenn lim Ry(x,&) = 0 ist.
n—o00

Zo5-
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Beispiel C.134

0
1. Fir f(x) =e*, £ =0ist eX = ) )f(—k, Fiir beliebiges & gilt
k=0

0 (YK
e =ef- Z % (Funktionalgleichung!).
k=0

2. Sei

-y

F(x) = e er x#0

0 firx=0

und € = 0. Es ist f(")(0) = 0 fiir alle n und
T2(x,0) = S5 YL 7K€) = 0 fiir alle n, also
Rnt1(x,0) = f(x) - 0 fiir n — oco.
Diese Funktion ist beliebig oft differenzierbar, 13Bt sich aber nicht als
eine Potenzreihe darstellen.
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Bemerkung:

1. Eine konvergente Potenzreihe
)= a9  x—¢<r
k=0

ist bereits die Taylorreihe von f beziiglich &.

2. Um eine Funktion als Reihe darzustellen, miissen nicht immer die
Ableitungen berechnet werden; man kann auch bekannte Reihen
umformen, um die Taylorreihe zu erhalten.
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Definition C.135

Eine Funktion f(x) heiBt am Punkt & reell analytisch falls sie dort
unendlich oft differenzierbar ist und ihre Taylorreihe T(x, &) fiir alle x aus
einer Umgebung von £ gegen f(x) konvergiert.

Bemerkung:

1. Fiir jedes & bildet die Menge dieser Funktionen einen Ring, d.h.
Summen, Differenzen und Produkte haben diesselbe Eigenschaft.

2. Die Verkettung (Verkniipfung) von zwei analytischen Funktionen ist
wieder eine analytische Funktion.

_og-
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C-6 Fixpunkt-lteration

Motivation:

Iterationsverfahren sind Verfahren der schrittweisen Annéherung. Sie
gehdren zu den wichtigsten Methoden in der Numerik zur Lésung von
nichtlinearen Gleichungen, z.B. Bisektionsverfahren.

Verfahren zur iterativen Lsung einer nichtlinearen Gleichung f(x) = 0
mit einer stetig differenzierbaren Funktion f : D — R, D C R, haben
meistens die Form

Xk+1 = (]5()(;(), k= O, 17 2, e (FP')

und heiBen Fixpunkt-Iterationen mit Verfahrensfunktion ¢.

“o9-
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Die Bezeichnung Fixpunkt-Iteration ist wie folgt begriindet:
Erzeugt die Iterationsvorschrift (FPI) eine konvergente Folge {xp}nen
und ist ¢ stetig, so folgt:

X g xe = g, 800 =9, ) = #0).

Das Verfahren konvergiert also und der Grenzwert x* hat die Eigenschaft
x* = ¢(x*) und ist damit ein Fixpunkt der Verfahrensfunktion ¢.

Wie gewinnt man die Verfahrensfunktion ¢?

Man formt die Gleichung f(x) = 0 in eine dquivalente Gleichung der
Form x = ¢(x) um. Dies kann auf vielfiltige Art geschehen und hat
groBen Einfluss auf das Konvergenzverhalten der Fixpunkt-Iteration.
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Definition C.136
Eine Abbildung ¢ : D — R heiBt Lipschitz-stetig auf D, falls es eine
Konstante L > 0 gibt, so dass:

Vx,y € D:|p(x) = d(y)| < L-|x =yl

L heiBt Lipschitz-Konstante.
Kann man L < 1 wabhlen, so heiBt die Abbildung ¢ kontrahierend und L
nennt man dann auch Kontraktionskonstante von ¢.

Bemerkung:

1. Jede Lipschitz-stetige Funktion ist gleichmaBig stetig auf D.

2. Man beachte, dass die Kontraktionseigenschaft nur durch eine
Abschitzung |p(x) — ¢(y)| < L-|x — y| mit L < 1 gesichert ist.
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Satz C.137
Falls eine Funktion ¢ stetig differenzierbar auf [a, b] ist, so besitzt sie die
Lipschitz-Konstante

L=sup{|¢'(§)l :a< €< b}

Beweis:
Nach dem Mittelwertsatz gilt:

[8(y) = ¢()] = 18" ()Y —x)| = 1¢" () ly — x| < L]y — x|
mit £ € (a, b).
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Satz C.138 (Banachscher Fixpunktsatz)

Es sei D C R abgeschlossen und ¢ : D — D eine kontrahierende
Abbildung von D in sich (d.h. $(D) C D) mit Kontraktionskonstante
L < 1. Dann gelten die folgenden Aussagen:

(a) Es gibt genau einen Fixpunkt x* von ¢ in D.

(b) Fiir jeden Startwert xo € D konvergiert die Fixpunkt-Iteration
xk+1 = (xk) gegen den Fixpunkt x*.

(c) Es gelten die Fehlerabschatzungen:

[xn —x*| <

[Xn = Xa—1| <

L Ln [
1-L T
(Die linke Ungleichung heiBt a posteriori und die rechte — a priori
Abschétzungen)
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Bemerkung:

» Die Bedingungen des Satzes C.138 sind hinreichend, aber nicht
notwendig fiir die Existenz und Eindeutigkeit eines Fixpunktes, sowie
fiir die Konvergenz der Fixpunkt-Iteration.

> Die Bedingung L < 1 des Satzes C.138 ist wesentlich. Denn die
Funktion

1
= — ii = {x>
d(x) erlJrXJr17 fir D={x>0}

ist zwar schwachkontrahierend (|¢(x) — ¢(y)| < |x — y|), es existiert
hier aber kein Fixpunkt.
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Newton-Verfahren

Motivation:

Das Konvergenzverhalten von Fixpunkt-Iterationen zur Lésung von
nichtlinearen Gleichungen héngt entscheidend von der Wahl der
Verfahrungsfunktion ¢ ab.

Eine geschickte Wahl von ¢ fiihrt auf das Newton-Verfahren. Dieses
beruht auf einer Taylorapproximation 1. Ordnung (Linearisierung) und
konvergiert schnell, falls es konvergiert.

Verfahren:

Wir suchen eine Nullstelle einer stetig differenzierbaren Funktion

f:R — R, d.h. eine Lésung der Gleichung f(x) = 0.

Das Newton-Verfahren besteht darin, bei einem Niherungswert xo den
Graphen von f durch die Tangente zu ersetzen und dessen Nullstelle als
neue Naherung x; zu benutzen. Dieses Vorgehen wird iteriert.
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Die Tangente an f im Punkt xp ist das Taylorpolynom 1-ter Ordnung
Ti(x) = f(x0) + (x — x0)f'(x0)-

Der Schnittpunkt mit der x-Achse ist in x; mit
0= f(x0) + f'(x0)(x1 — x0), also in

_ f(x0)
X1 = Xo f’(xn)'
Als allgemeine lterationsvorschrift haben wir dann:
f(xn)
oot = 50— .
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Beispiel C.139

Wir wollen die Nullstelle von f(x) = x 4 €* bestimmen und wiahlen den
Startwert xo = 0 (es ist f'(x) =1+ e*):

v % | fow) | f(x)
0 0 1 2
1 —-0.5 0.1065306 | 1.6065307
2 | —0.5663110 0.0013045 | 1.5676155
3
4

—0.5671432 0.0000002 | 1.5671434
—0.5671433 | 0.000000028

Also hat f(x) = x + e* eine Nullstelle bei x4 = —0.5671433. Man
beachte die Genauigkeit f(xs) = 0.000000028.
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Bemerkung:

Das Verfahren konvergiert nicht immer, im allgemeinen konvergiert es
erst, wenn der Startwert xo “hinreichend nahe” bei der Nullstelle liegt
(lokale Konvergenz).

Einen wichtigen Fall, in dem Konvergenz auftritt, enthilt der folgende
Satz:
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Satz C.140 (Konvergenz des Newton-Verfahrens)

Es sei f : [a, b] — R eine zweimal stetig differenzierbare konvexe
Funktion mit f(a) < 0 und f(b) > 0. Dann gilt:

(a) Die Funktion f hat genau eine Nullstelle ¢ € (a, b).
(b) Ist xo € [a, b] beliebig mit f(xo) > 0, so ist die Folge

f(xn)
Xn+1 = Xp — m," cN,

wohldefiniert und konvergiert monoton fallend gegen §.

© Ist (&) > C > 0 und "(x) < K fiir alle x € (£, b), so hat man fiir
n € N die Abschatzung:

K
[Xnt1 = Xa| < |€ = Xa| < 5= X0 — Xn-1]?
2C
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Bemerkung:

1. Analoge Aussagen gelten auch, falls f konkav ist oder f(a) > 0 und
f(b) < 0 gilt.

2. Die Fehlerabschitzung unter (c) besagt, dass beim
Newton-Verfahren quadratische Konvergenz vorliegt. Ist etwa
% =~ 1 und stimmen x,_1 und x, auf k Dezimalen {iberein, so ist
die Naherung x,41 auf 2k Dezimalen genau und bei jeder Iteration
verdoppelt sich die Zahl der giiltigen Stellen.
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Implizites Differenzieren

Motivation:
Bisweilen sind Funktionen implizit gegeben, z.B. kann eine Funktion:

vy (=1,1) = (0,2) mit x — y(x)

durch die Gleichung x? + y? = 1 implizit gegeben sein.

Dies ist dann zu interpretieren als:

»lst x € (—1,1), so ist y(x) € (0,2) jene eindeutig existierende Zahl, fiir
die x? + y(x)? =1 gilt.<

Explizit ausgedriickt ist das:
y(x) = V1 —x2fiir x € (—1,1).

Diese explizite Beziehung ist aber manchmal nur schwierig oder gar nicht
aus der impliziten Schreibweise herleitbar oder schwierig zu differenzieren,
0.a.

In einem solchen Fall ist der folgende Satz hilfreich:
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Satz C.141 (Implizites Differenzieren)

Seien I, J C R offene beschrénkte Intervalle und y : | — J eine
differenzierbare Funktion. Wenn h : | x J — R eine Funktion ist, so dass:

(i) h stetig ist;
(i) h(x,y(x)) =0 fiir alle x € I;
(iii) die partiellen Ableitungen von h nach x und y (bezeichnet mit hy
bzw. hy) existieren ;

und auBerdem xo € 1, so dass hy(xo, y(x0)) # 0, dann gilt fiir die
Ableitung von y an der Stelle xo die Beziehung:

(%0, y(%0))

Y00) = = ey o))

LEine partielle Ableitung einer Funktion in zwei Variablen x und y nach x erhilt
man, indem man y als Konstante betrachtet und wie gewohnt ableitet. (Analog fiir die
partielle Ableitung nach y.)
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C-7 Integrierbare Funktionen f : R — R

Das bestimmte Integral
Motivation:
Eine weitere zentrale Frage der Analysis ist die nach dem Inhalt der
Fliche, die zwischen der x-Achse, dem Graphen einer Funktion
f : [a, b] — R (abgeschlossenes, beschrénktes Intervall) und den
vertikalen Begrenzungsgeraden x = a und x = b liegt.

Definition C.142

Sei [a,b] C R.
(a) Unter einer Zerlegung Z von [a, b] versteht man eine geordnete
Menge von endlich vielen Punkten xg, x1, ..., X, mit

a=xg<x3<...<X,=b.

(b) Man nennt 7(2) := max{x, — x,—1 : 1 < v < n} die Spanne
(beziehungsweise Feinheit) von Z.

(c) Eine Zerlegung Z; ist eine feinere Zerlegung als (bzw. Verfeinerung
von) 2, (2, C 24), falls Z; durch Hinzunahme weiterer Knoten zu
Z, entsteht.
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Definition C.143 (Riemann-Summe)

(a) Summen der Form

n

RH(Z) = (&) (5 — xm1) mit & € [x_1,]

v=1

heiBen Riemann-Summen einer Funktion f zur Zerlegung Z.

(b)

n

Ur(2) = (

v=1

nf ’ £(€)) - (% — x-1)

i
€ Xy —1,%

heiBt Untersumme von f zur Zerlegung Z.
(c)
n

0:(2)=>_( sup £(&)(x —x-1)

=1 EEDw-1.%

heiBt Obersumme von f zur Zerlegung Z.
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Bemerkung:

1. Fiir fixierte Zerlegungen Z ist Ur(Z) < Re(Z) < Of(Z).

2. Verfeinerungen vergréBern Untersummen und verkleinern
Obersummen:
ZCzZ = Uf(Zl) > U;(ZQ) und Of(Zl) < Of(Zg),

3. Fiir beliebige Zerlegungen Z und Z’ eines Intervalls ist stets
Ur(Z) < O¢(2'); insbesondere ist die Menge der Obersummen
(Untersummen) nach unten (oben) beschrankt.
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Definition C.144 (Riemann-Integral)

» Wegen der letzten Eigenschaft existieren die Grenzwerte

b
/ f(x)dx = sup Ur(Z)  Riemannsches Unterintegral
fl Z Zerlegungvon|a,b]

b
/a f(x)dx := ZZer/equljrgvon[a,b] Of(Z) Riemannsches Oberintegral

» f(x) heiBt (Riemann-)integrierbar iiber [a, b], wenn Ober- und
Unterintegral libereinstimmen.

Dann heiBt
b b b
/ f(x) dx ::/ f(x)dx:/ f(x) dx
a a a
das Riemann-Integral von f(x) iiber [a, b].
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Beispiel C.145
1. Sei f(x) = ¢ = const auf [a, b].
Dann ist

n

Ur(Z2) = O¢(2) = Zc(xu —xy_1) =c(b—a)

v=1

fir jede Zerlegung Z, d.h.

b
/ f(x)dx = c(b— a).
2. Es sei

[0, xeQn[o,1]
"(X)*{l, x€1[0,1]\Q

Fiir jede Zerlegung Z ist Us(Z) =0 und Of(Z2) = 1.
Somit ist f(x) nicht Riemann-integrierbar.

Dirichletsche Sprungfunktion.
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Definition C.146 (Flachenberechnung)

Ist f : [a, b] — R eine nichtnegative, Riemann-integrierbare Funktion, so

wird die Zahl b
/ f(x) dx

als Fliche zwischen der Kurve f(x) und der x-Achse zwischen den
Geraden x = a und x = b bezeichnet.

Bemerkung:

1. Ist f negativ, so kann man die Fliche durch f: |f(x)|dx definieren.
2. Ist b < a, so definiert man [” (x) dx = — [ F(x) dx.
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Satz C.147 (Monotonie des Riemann-Integrals)

Sind f und g auf [a, b] Riemann-integrierbare Funktionen mit
f(x) < g(x) fiir alle x € [a, b], so ist

/ab f(x)dx < /abg(x) dx.

Bemerkung:
Als Folgerungen aus der Monotonie erhalten wir:

L ‘ JEF(x) dx‘ < J21F(x)] dx,

2. Wenn f(x) > 0 auf [a, b], dann ist f: f(x)dx > 0.

~110-

Mathematik fir Informatiker 11
L Integrierbare Funktionen f : R — R
Das bestimmte Integral

Satz C.148 (Rechenregeln fiir das Riemann-Integral)
Es seien f,g Riemann-integrierbar auf [a, b]. Dann gilt:
1. f + g ist Riemann-integrierbar auf [a, b] und

b b b
/ (f+g)(x)dx = / f(x) dx +/ g(x) dx.
a a a
2. af ist Riemann-integrierbar auf [a, b] fiir alle o € R und

/ab(af)(x)dx: a/ab f(x) dx.

3. Gilt a< c < b, soist f Riemann-integrierbar auf [a, c| und auf
[c, b], und es ist

/abt"(x)dx:/aC f(x)dX+/be(x)dx.
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Satz C.149 (Riemannsches Kriterium)
Ist f : [a, b] — R beschrankt, so sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) f ist integrierbar iiber [a, b].
(ii) Fiir jedes e > 0 existiert eine Zerlegung Z von [a, b] derart, dass gilt:

Of(2) = Us(2) <e.

Satz C.150 (Integrierbarkeit monotoner Funktionen)

Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Wenn f auf [a, b] monoton ist, so ist f
integrierbar auf [a, b].

Satz C.151 (Integrierbarkeit stetiger Funktionen)

Sei f : [a, b] — R beschrinkt. Wenn f auf [a, b| stetig ist, so ist f
integrierbar auf [a, b].
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Satz C.152

Sei f integrierbar auf [a, b], f([a, b]) C [c,d] und h: [c,d] — R stetig.
Dann ist die Verkettung ho f integrierbar auf [a, b).

Bemerkung:

Der Beweis ist kompliziert. Es geniigt nicht, daB h integrierbar auf [c, d]
ist. Wir betrachten etwa die auf [0, 1] integrierbaren Funktionen

1 ofiy B P o
g firx=2€1[0,1], 2 gekiirzt.

F0) = {o fiir x € R\QN[0,1]

0 firx=0
h(x) = X
() {1 fiir x € (0,1].

Aber die Verkettung ist nicht Riemann-integrierbar

B 1 firxeQnlo,1]
(hof)(x) = {o fiir x € R\QN [0, 1]
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Aus Satz C.152 folgt
Satz C.153

Es seien f, g integrierbar auf [a, b]. Dann ist
f - g integrierbar auf [a, b].
Satz C.154 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)

Sei f : [a, b] — R stetig und g : [a, b] — R Riemann-integrierbar mit
g(x) >0 fiir alle x € [a, b]. Dann existiert & € [a, b] mit

b b
[ et ax=r(©) [ atx)a.
Mit g =1 folgt

/bf(x)dxz(b—a)f(g) mita<¢&<b.

a
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Das unbestimmte Integral und die Stammfunktion

Definition C.155
Man nennt eine auf einem Intervall / differenzierbare Funktion F eine
Stammfunktion von f, wenn F'(x) = f(x) fiir alle x € / gilt.

Bemerkung:
Ist F(x) eine Stammfunktion von f(x), so ist auch F(x) + C mit einer
beliebigen Konstante C eine Stammfunktion von f(x).

Satz C.156
Sind F und G Stammfunktionen von f, so ist F(x) = G(x) + C (C € R)
fiir alle x € 1.
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Satz C.157
Sei f integrierbar auf [a, b]. Dann ist F : [a, b] — R erklért durch

F(x) = /Xf(t)dt (a<x<b).

stetig auf [a, b].
Ist f zusatzlich in xo € [a, b] stetig, so ist F in xo differenzierbar mit

F'(x0) = f(x0)-

Ist f auf [a, b] stetig, so ist F Stammfunktion von f auf [a, b].
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Satz C.158 (Fundamentalsatz der Differential- und
Integralrechnung)

Sei f integrierbar auf [a, b] und F eine Stammfunktion von f auf [a, b].
Dann ist

b b
/ () o = F(b) — F(a) = F(x)|-

Bemerkung:
Integrierbarkeit erweist sich in gewisser Weise als Umkehrung der
Differentiation:
’
f:[a, b] — R stetig — (/f) =f

und

F : [a, b] — R differenzierbar, F’ € R([a, b]) = /F' =F.
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Definition C.159 (Unbestimmtes Integral)

Eine Stammfunktion F von f wird auch als das unbestimmte Integral von
f bezeichnet und man schreibt

F:/f oder F(X):/f(x)dx-

Es ist jedoch nur bis auf eine additive Konstante bestimmt! (Vergleiche
Satz C.156.)

Bemerkung:

Nicht jede integrierbare Funktion besitzt eine Stammfunktion und die
Existenz einer Stammfunktion F von f sichert nicht die Integrierbarkeit
von f.
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Unbekannte Integrale berechnet man durch (z.T. trickreiche)
Umformungen in bekannte Integrale. Hierzu gibt es zwei Grundtechniken:

Satz C.160 (Substitutionsregel)

Sei D C R, f: D — R stetig, g : [a, b] — D stetig differenzierbar. Dann
gilt

/bf( (1) ’(t)drf/gmf( )d
, e '

Satz C.161 (Partielle Integration)
Es seien f, g : [a, b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

[ 1800 = gl - [ Feostoan
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Bemerkung zur Substitutionsregel:
Es gibt prinzipiell zwei Mglichkeiten, diesen Satz anzuwenden:

1.) Der Integrand ist von der Form f(g(t)) g’(t) oder IaBt sich auf diese
Form bringen. Zum Beispiel ist

tant = % =—f(g(r) &'(t)

mit f(x) = 1,g(t) = cost,g’(t) = —sint.

2.) Zur Berechnung von [ f(x) dx substituieren wir x = g(t) mit einer
geeigneten, umkehrbaren Funktion g(t); dann ist & = g/(t),
dx = g'(t) dt und es entsteht das Integral

/f(g(t)) -g'(t)dt = H(t) +c,
wobei H eine Stammfunktion von h:= f o g ist.
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Bemerkung zur Substitutionsregel (Forts.):
Riicksubstitution t = g~*(x) liefert

/f(x) dx = H(g (x)) +c.

Beispielsweise zur Berechnung von f; \/llfxf dxfir0<a<l1

substituieren wir x := g(t) = sint (dann ist t = arcsinx = g ~(x)),
dx = cos t dt und erhalten

2 1 2 g () ,
/0 Wi dx = /0 f(x)dx = /g—l(n) f(g(t)) - &'(t) dt

arcsina ¢
= / ——— costdt
o | cos t|

(wegen 0 < x < a<1list0<t=arcsinx < 7, also cost > 0 und somit)

arcsin a
= / 1dt = arcsin a.
Jo
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Uneigentliche Integrale

Motivation:
Es treten haufig Integrale auf, bei denen

» der Integrand nicht beschrankt ist.
1
Beispiel: [ L dx
o VX
» das Integrationsintervall kein abgeschlossenes, beschranktes Intervall
ist. - R -
Beispiel: [ f(x)dx, [ f(x)dx, [ f(x)dx
a —o0 “%

Solche Integrale werden uneigentlich genannt.
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Definition C.162 (Uneigentliche Integrationsgrenzen)

Es sei f : [a,00) — R iiber jedem Intervall [a, R] mit a < R < 0o
integrierbar. Man setzt

/:0 f(x)dx = Rlijwoo/aR f(x) dx,

falls der Grenzwert existiert.

Man nennt dann das Integral konvergent und f auf [a, 00) uneigentlich
integrierbar.

Analog erklart man Integrale fjm f(x) dx fiir f: (—o0,a] — R.
SchlieBlich setzt man

/°° f(x)dx = /:)of(x)dx+/:of(x)dx fir f:R —R.
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Definition C.163 (Konvergenz)

Seqi f : (a, b] — R iiber jedem Teilintervall [a+¢,b] mit 0 <e < b—a
integrierbar und in a nicht definiert.

Falls lim [, f(x) dx existiert, heibt |, f(x) dx konvergent und man

setzt . b
/ f(x) dx := lim / f(x) dx.
a =0 Jate

Eine analoge Definition gilt, falls f : [a, b) — R in b nicht definiert, aber
auf inneren Approximationen integrierbar ist:

/ab f(x)dx := Elm/f* f(x) dx.

SchlieBlich setzt man
b c a
/ f(x) dx := / f(x) dx+/ f(x)dx fiir f:(a,b) — R.
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Interpolation von n!

Definition C.164
Die Gammafunktion I : R™ — R ist erklart durch

rx)= / ettt
0

Satz C.165
1. Es gilt die Funktionalgleichung der Gamma-Funktion

Mx+1)=xM(x) (xeR").

2.1(1)=1.
3. I(n+1) = n! fiir n € No.
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Anwendungen der Integralrechnung

Bogenlinge

Satz C.166
Der Graph y = f(x) einer stetig differenzierbaren Funktion f : [a, b] — R
hat die Lange

L:/b\/1+f’(x)2dx.

Beispiel C.167
Kreisbogen y = v/1 — x2.
X2
Es gilt und somit  (y')? = =

Damit gilt fiir den Kreisbogen

(= [ V14 (y)2dx = [ \lﬁdx: [ %:arcsina o
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Definition C.168

Eine ebene Kurve (Kurve in R?) wird beschrieben durch zwei stetige
(differenzierbare) Funktionen x(t), y(t) (a < t < b). Der Punkt

P(¢) = (;g;) a<t<b

verindert sich stetig mit t (Zeit) und durchléuft eine Kurve. Man nennt
das System der beiden Gleichungen

x=x(t), y=y(t)
eine Parameterdarstellung der Kurve, t den Parameter und [a, b] das

Parameterintervall. Die Kurve wird mit wachsendem t in positiver
Richtung durchlaufen.
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Beispiel C.169

1. Die Parameterdarstellung x = rcost, y = rsint fir 0 <t <27
beschreibt einen Kreis mit Radius r.
2. Die Parameterdarstellung x = acost, y = bsint fiir 0 <t <27
2
beschreibt eine Ellipse §; +%=1

Satz C.170
Die Linge eines Kurvenbogens mit stetig differenzierbarer
Parameterdarstellung x = x(t), y = y(t) fiir a<t < b betragt

b
L= [+ o) e
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Beispiel C.171
Fiir den Kreisumfang gilt

2 2
L:/ (—rsint)? + (rcost)? dt:/ rdt =2nr.
0 0

Bemerkung:
Man kann eine Kurve auch beschreiben durch einen Zeiger, der um den
Nullpunkt gedreht wird und dessen Lange r sich mit dem Winkel ¢
verdndert:

r=r(p) (a<e<p)

heiBt dann die Polardarstellung der Kurve. Fiir die Linge erhalt man

oh /j \/ (@)’ + (%)Zd%
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Beispiel C.172
1. Fiir den Kreis (konstanter Radius) gilt r(¢) = r fiir 0 < ¢ < 27 und
damit

27
L:/ Vi dp =27,
0

2. Esist r(¢) = ap fir a> 0 und 0 < ¢ < oo die Polardarstellung
einer Spirale Nach einem Umlauf (0 < ¢ < 27) betragt die Linge

271 27
L:/ \/(aw)2+a2dnp:a/ V?+1de
0 0

27 27
- §(¢\/1 T2 ‘0 + arsinmp}o )
= 2(nV/1+ 472 + arsinhin)
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Sektorflachen
Wir wollen den Flacheninhalt berechnen, den ein Fahrstrahl von 0 nach
c(t) fiir eine Funktion c : [a, b] — R? iiberstreicht.
Dazu approximieren wir die Flache durch Dreiecksflachen:
Sei Z={ty=a<t <...<t,=b} eine Zerlegung von [a, b].
Die Flache des durch die Eckpunkte

0,c(ti) = ( ;’ ) c(tiv) = ( ;:i ) festgelegten Dreiecks betrégt

1
5 havier = xicyil,
womit die Gesamtflache aller durch die Zerlegung entstandenen Dreiecke

n—1

1
AZ) =3 > (ayien — xi1yi)
pry

ist (geeignete Orientierung vorausgesetzt, damit die Betrige entfallen
kénnen).
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Definition C.173 (Orientierter Flacheninhalt)

Der Fahrstrahl an der Kurve c : [a, b] — R? iiberstreicht den orientierten
Fldcheninhalt F(c), wenn es zu jedem ¢ > 0 ein 6 > 0 gibt, so dass fiir
jede Zerlegung Z von [a, b] mit n(Z) < § gilt:

|A(Z) — F(c)| <e.

Satz C.174 (Sektorformel von Leibnitz)

Sei c : [a, b] — R? eine stetig differenzierbare Kurve. Dann iiberstreicht

der Ortsvektor c(t) = < ;Eg ) im Zeitintervall [a, b] die Fliche

b
F(e) = %/ (3 — &y)dt.
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Beispiel C.175

Der Fahrstrahl an den orientierten Kreisbogen

X =rcost
y=rsint te[0,¢]

iiberstreicht die orientierte Flache

2

1 (¢ 1 (¢ r
—/ (Xj/—)ky)dt:—/ rcost-rcost+rsint-rsintdt = —op.
2 J 2 2

Fiir ¢ = 2 ergibt sich 7r? (die Kreisfliche).
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Flachenberechnung

Aus dem Integral erhalt man die Fliche unter einer Funktion f bei
positivem Integranden.

b
Fe / 1£(x)] dx.
a
Analog erklirt man die Flache zwischen zwei Graphen:

Satz C.176
Sind f, g : [a, b] — R stetig, dann betrigt der Inhalt der von den Kurven
y =f(x), y = g(x), x = a,x = b berandeten Fliche

F :/ [F(x) — g(x)| dx.
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Rotationskdrper
Satz C.177

Ein durch Drehung des Graphen y = f(x) (f stetig, a < x < b) um die
x-Achse erzeugter Rotationskorper hat das Volumen

b
V= 71'/ £(x)? dx.
a

Beispiel C.178

Aus dem Graphen von f(x) = cx (¢ € R) entsteht durch Drehung um die
x-Achse der Kegel mit Radius r = ch. Es folgt

h
v :7T/ Axdx = T2 = Zi2p
o 3 3

mit r = ch.
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Beispiel C.179

Aus dem Graphen von f(x) = v/r? — x? entsteht durch Drehung um die
x-Achse die Halbkugel mit Radius r. Es gilt fiir deren Volumen

V:W/O’rzfxzdx:ﬂ(ﬁxf%)

Bekanntlich ist Viuge = §7r° =2V.
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Satz C.180

Die Mantelfliche des aus y = f(x) entstehenden Rotationskérpers ist

b
M:27r/ F(x)\/14 f'(x)? dx.

Beispiel C.181
Aus dem Graphen von f(x) = v/r? — x? entsteht durch Drehung um die
x-Achse die Halbkugel vom Radius r. Fiir deren Mantelfliche gilt

2

M:27T/ V(2 = x2) 1+r2X
A _

dx = 271'/ V2 dx =212,
0

x2
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Mehrfachintegrale

Motivation

Funktionen konnen von mehreren Variablen abhéngen, wie zum Beispiel
fx,y)=x*+y?—1.

Lassen sich fiir solche Funktionen Begriffe wie das Integral sinnvoll
definieren?

Wir beschranken uns hier auf Funktionen f : D — R mit einem
rechteckigen Definitionsbereich D := [a1, b1] X [a2, bo] C R?.

Unser Ziel ist die Berechnung des Volumens unterhalb des Graphen von f.

Definition C.182 (Zerlegung)

(@) Z = {(x0;x1,---,Xn), (Y0, 1, - -, ¥m)i} heiBt Zerlegung von
D = [a1, b1] x [a2, by], falls

31:X0<X1<...<X,,:b1
=yp<n<..<yn=b

(b) Man nennt n(Z) := max{|x; — xi_1|, |y; — yj—1|} die Feinheit von Z.
1
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Definition C.183

Sei Z eine Zerlegung.

(a) Die Mengen Qjj := [, Xi+1] X [vi, yi+1] heiBen Teilquader der
Zerlegung und | Q| == |xi — Xit1| - |yi — yi+1| bezeichne den
Flacheninhalt von von Qj.

(b) Summen der Form

Ur(2) = Z( inf  f(x,y)-|Qyl

X.Y)EQij

i

04(2) = Z sup  f(x,y) - |Qyl

g oyEQi;

heiBen Riemannsche Unter- bzw. Obersumme von f zur Zerlegung
Z. Fiir beliebige Punkte (&, 11i7) € Qj; heiBt

Re(2) = F(&. 1y) - 1@yl
i

eine Riemannsche Summe von f zur Zerlegung Z.
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Bemerkung:
Aanlog zu den entsprechenden Aussagen fiir eindimensionale
Riemannintegrale gilt:

1. Uf(Z) < Rf(Z) < Of(Z).
2. Die Hinzunahme weiterer Zerlegungspunkte x; oder y; vergroBert
Untersummen und verkleinert Obersummen.

3. Fiir beliebige Zerlegungen Z und Z’ ist stets Ur(Z) < O(Z');

Definition C.184

Existieren die Grenzwerte

[ [rcndeay= s quiz)

Z ZerlegungvonD

//D flx.y)dxdy = ZZer/;grLEgvonD{Of(Z)}

so heiBen sie Riemannsches Unter- bzw. Oberintegral.
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Definition C.185
Eine Funktion f(x, y) heiBt (Riemann)integrierbar iiber D, falls Unter-
und Oberintegral iibereinstimmen.

//Df(x,y)dxdy:://Ef(x,y)dxdy://Dif(x,y)dxdy

heiBt dann das (Riemann-)Integral von f(x,y) iiber D.

Satz C.186 (Eigenschaften des Mehrfachintegrals)
Seien f und g integrierbare Funktionen. Es gelten folgende Aussagen:
(a) Linearitat

//D(af+ﬂg)dxdy:a//Dfdxderﬂ//ngxdy.
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Satz C.187 (Eigenschaften des Mehrfachintegrals (Forts.))
(b) Monotonie Gilt f(x,y) < g(x,y) fiir alle (x,y) € D, so folgt

//Df(x,y)dxdyS//Dg(x,y)dxdy.

(c) Nichtnegativitat Wenn f(x,y) > 0 fiir alle (x,y) € D, dann gilt

//Df(x,y)dxdy >0.

(d) Zusammensetzung von Integrationsbereichen Sind Dy, D,, D
Rechtecke mit D = Dy U D, und |Dy N D,| = 0, so ist f(x,y) genau
dann iiber D integrierbar, wenn f(x, y) iiber D1 und D, integrierbar
ist. Es gilt dann:

//Df(x,y)dxdy://D]f(x,y)dxdy+//Dzf(x,y)dxdy.
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Satz C.188 (Riemannsches Kriterium)

f ist genau dann iiber D integrierbar, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine
Zerlegung Z von D existiert, so dass:

Of(Z) - Uf(Z) <e

Satz C.189 (Satz von Fubini)
Sei D := [ay, b1] X [a2, bo] ein Rechteck. Wenn f : D — R integrierbar ist
und die Integrale

by by
F(x) ::/ f(x,y)dy und G(y) ::/ f(x,y)dx

2 1

fiir alle x € [a1, b1] sowie y € [ap, by] existieren, so gilt:

//Df(x,y)dxdy:/:]F(x)dx:/:zG(y)dy
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Bemerkung
Der Satz von Fubini erméglicht die Berechnung von Doppelintegralen auf
die Integration von Funktionen einer Variablen zuriickzufiihren.

Verallgemeinerung
Ist g(x) > c eine stetige Funktion auf [a, b], so gilt fiir das Gebiet

D={(x,y):x€e[abl,c<y<g(x)}

b rg(x)
[ [ renscar= [ [ oy
D a c
Bemerkung

Die vorangegangenen Betrachtungen lassen sich direkt auf
Mehrfachintegrale in drei oder mehr Variablen verallgemeinern.
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C-8 Zusammenfassung

NcQcRcC

v

Die reellen Zahlen R bilden einen geordneten Korper, der beziiglich
der Supremums und Infimumsbildung abgeschlossen ist. Daraus
folgt, dass R vollstandig ist, d.h. jede Cauchyfolge von reellen
Zahlen einen Grenzwert in R besitzt.

v

Die rationalen Zahlen @ C R sind nicht vollstindig, die komplexen
Zahlen C D R sind nicht mehr vollstandig geordnet.

\/

Die rationlen Zahlen Q sind abzihlbar, d.h. gleichmachtig zu ihrer
Untermenge N C Q. Die reellen Zahlen in jedem offenen Interval
(a, b) mit a < b sind bereits iiberabzihlbar.

Jede rationale Zahl hat eine endliche oder periodische Dezimal- und
Binardarstellung.

v

v

Sowohl die rationalen Q wie die irrationalen Zahlen R \ Q liegen
dicht in R.
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Konvergenz von Folgen, Satz C.47

» Eine Folge konvergiert genau dann wenn sie eine Cauchy Folge ist.

» Eine monoton wachsende Folge konvergiert wenn sie nach oben
beschrankt ist, sonst heisst sie uneigentlich konvergent gegen oco.

> Liegt eine Folge zwischen zwei konvergierenden Folgen mit
demselben Grenzwert ¢ so konvergiert sie auch gegen c.

Erweiterung
Jede beschréankte Folge hat eine konvergente Teilfolge. Man nennt R
deshalb folgenkompakt.
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Konvergenz von Reihen

v

Konvergenz der Reihe < Partialsummen der Reihenglieder a,
konvergieren als Folge.

v

Absolute Konvergenz < Reihe der |a,| konvergiert < jede beliebiege
Umordnung konvergiert zu selbem Grenzwert.

v

Majorantenkriterium:
Absolute Konvergenz folgt aus |a,| < ¢, fiir konvergente Folge c,.

v

Quotientenkriterium:

Absolute Konvergenz folgt aus 13|

Jan—1]

< g fiir fast alle nund g < 1.

v

Wourzelkriterium:
1 .
Absolute Konvergenz folgt aus |an|» < q fiir fast alle n und g < 1.

v

Leibniz Kriterium:
Bedingte Konvergenz folgt aus apa,—1 < 0 und |a,| monotone
Nullfolge.

156 -



Mathematik fir Informatiker Il

Zusammenfassung

Grenzwerte von Funktionen

> Grenzwert ¢ = lim,_, f(x) wenn sie durch die Setzung f(xo) = ¢
dort stetig wird. (Sie muss ohnehin fiir alle x nahe z definiert sein).

» Monoton wachsende Funktionen f(x) heben immer einen Grenzwert
¢ = limy_ f(x), der uneigentlich heisst wenn ¢ = 400 ist.

> Besonders wichtig sind fiir y = f(x) die Genzwerte der
Differentialquotienten

00— F@) By s d

X =z

y
dx

welche bei Existenz die Ableitung von f an der Stelle z ergeben.
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Kombination von Grenzwerten

> Haben zwei Folgen oder Funktionen an derselben Stelle die
Grenzwerte a und b so haben die Summen, Differenzen, Produkte
und Quotienten der Folgen bzw Funktionen die Grenzwerte a + b,
a— b, axbund a/b. Die Grenzwertbildung ist also ein
Ringhomomorphismus.

v

Hierbei gelten fiir endliches ¢ > 0 folgende 'uneigentliche’ Regeln
+00 + ¢ = %00, £00* ¢ = £00, ¢/oo =0, und ¢/0 = +oo

Im letzten Falle muss die Konvergenz des Nenners monoton sein.

v

Wiahrend die Ausdriicke oo — oo und 0 * co unbestimmt bleiben
kénnen co/oo und 0/0 gegebenenfalls mit der Regel von de
I'Hopital, d.h. durch eventuell wiederholtes simultanes Differenzieren
von Zahler und Nenner ausgewertet werden.
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Vererbung von Funktionseigenschaften

> Stetigkeit und (wiederholte) Differenzierbarkeit von Funktionen auf
einem vorgebenene offenen Intervall (a, b) vererben sich auf deren
Summen, Differenzen und Produkte und Quotienten, vorrausgesetzt
die Nennerfunktion hat dort keine Nullstellen. Dasselbe gilt fiir
bistimmte Riemann-Integrierbarkeit in geschlossenen Intervallen
[a, b]. Alle diese Mengen bilden reelle Vektorrdume unendlicher
Dimension.

v

Differrentiation und unbestimmte Intergration, bei der die obere
Grenze variabel ist, sind bis auf eine additive konstante zueinander
inverse Operatoren. Sie sind beide linear, d.h.
Vektorraumhomomorphismen. Die Differentiation und Integration
von Produkten erfolgt mit Hilfe der Produktregel bzw Partieller
Integration.
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Mittelwertsatze

» Stetige Funktion:
Jeder Funktionswert zwischen f(a) und f(b) wird an einer Stelle ¢
zwischen a und b angenommen, so dass

(f(a) = f(c))(f(b) = f(c)) <0 und (a—c)(b—c)<0

v

Differenzierbare Funktion(en):

Die Funktionsdifferenz f(b) — f(a) zwischen a und b ist gleich b — a
mal der Ableitung f'(c) an einer Zwischenstelle ¢ € (a, b).

Qoutient der Funktionsdifferenzen f(b) — f(a) und g(b) — g(a) ist
gleich dem Quotient der Ableitungen f/(c) und g’(c) an einer
Zischenstelle ¢ € (a, b).

v

Integrierbare Funktion:
Das bestimmte Integral von f zwischen a und b ist gleich b — a mal
der Funktion f(c) an einer Zwischenstelle ¢ € (a, b).
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Zusammengesetzte Funktionen
> Vorrausgesetzt z = g(y) ist auf allen Werten y = f(x) fiir
a < x < b definiert, so erhilt man die Komposition
z=h(x) = g(f(x)) = l[go fl(x) # [fogl(x) M
Sind g und f beide stetig oder beide sogar differenzierbar, so gilt
dies auch fiir h. Im zweiten Falle ergibt sich die Ableitung nach der
Kettenregel zu

v

_dz_dedy

H _ 9 _ —f ’
()= G = Z 5= e

> Ist g stetig und f Riemann-interierbar, so gilt letzteres auch fiir h(x).
> Gibt es eine Funktion g, so dass h(x) = [g o f](x) = x fiir alle

x € [a, b], dann heisst x = g(y) die Inverse-oder Umkehrfunktion
von f. Sie existiert auf Intervallen [a, b], in denen f streng monton
ist, und hat im differenzierbaren Falle die Ableitung
dx dy 1
/ = — = - =
g0 = dy dx  f'(x)
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