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Mathematik f•ur Informatik er III

Teil D
Di�erentialgleichungenmit Numerik

Vorl•au�ge Gliederung
1. Numerik im •Uberblick
2. Gleitkommadarstellung und -arithmetik
3. L•osung(nicht-)linearer Gleichungssysteme
4. Gew•ohnliche Di�erentialgleichungen (=ODE)
5. Euler Verfahrenf•ur Systemevon ODEs
6. Interpolation mit Polynomenund Splines
7. Quadraturen= NumerischeIntegration
8. Randwertproblemeund SchwingendeSeite

I •Ubungzu 1-3 abzugeben am 8.11
I •Ubungzu 4-6 abzugeben am 22.11.
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Numerik im •Uberblick { Was ist, was will 'Numerik'

D - 1 Numerikim •Uberblick{ Wasist, waswill 'Numerik'

Ausgangsdilemma
Die Modellierungnatur- oder sozialwissenschaftlicherZusammenh•ange
bzw 'Systeme'f•uhrt zu mathematischen'Gleichungen',die nur in ganz
einfachenF•allen per Hand oder sonstwie 'exakt' gel•ost werdenk•onnen.
Zum Beispielk•onnenschonbei der unbestimmtenIntegrationMaple und
Mathematica nur in speziellenAusnahmef•alleneineL•osungals Formel
angeben.
Es l•asstsichsogar zeigen,dasseinesolche'symbolische'L•osungim
Regelfallgarnicht existiert.
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Numerik im •Uberblick { Was ist, was will 'Numerik'

PraktischerAusweg
Die mathematischenGleichungenwerdenin Computerprogramme
umgesetztund, wennessichdabei um Di�erentialgleichungenhandelt
'diskretisiert'.
Die resultierendenSystemelinearer oder nichtlinearer algebraischer
Gleichungenwerdendannann•aherungsweise•uber dem Raster(=Screen)
der Gleitkommazahlengel•ost
Die Ergebnissewerdenausgedrucktoder bessergraphischdargstellt.
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Numerik im •Uberblick { Was ist, was will 'Numerik'

Stufendes'WissenschaftlichenRechnens'
(i) Modellierung ( desAnwendungssystems)

(ii) Diskretisierung ( von Di�erentialgleichungen)

(iii) Dateneingabe ( f•ur aktuelleSituation )

(iv) L•osung ( durch Gleitkomma-Algorithmen )

(v) Datenausgabe ( in geeigneterForm )

Eventuellk•onnen(iii) - (v) auch innerhalbeinerWiederholungsanweisung
(Schleife,Schlaufe)ausgef•uhrt werden(z.B. wenndie Ausgabe zur
EchtzeitsteuerungeinesSystemdient).
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Numerik im •Uberblick { Was ist, was will 'Numerik'

Numerische Grundaufgaben und ihre L•osbarkeit

NumerischeGrundaufgaben und ihre L•osbarkeit
Lineare algebraischeGleichungssysteme
Im Prinzip v•ollig im Gri�. Variablenzahljeweilsdurch Speichergr•osseund
Prozessorzahl und -geschwindigkeit beschr•ankt.

Nichtlineare algebraischeGleichungssysteme
Lokal, d.h. bei vorhandenerguter Anfangsn•aherung:wie linearer Fall.
Global:beliebigschwierigund eventuellunl•osbar.

Anfangswertaufgaben f•ur ODEs
Im Prinzip v•ollig im Gri� unabh•angigvon Linearit •at.

Randwertaufgaben f•ur ODEs
Standarddiskretisierungf•uhrt auf lineare bzw nichtlineare algebraische
Gleichungenund ist entsprechendl•osbar.

Partielle Di�erentialgleichungenPDE
Nur im elliptischenFall schnelll•osbar, allesandereist Forschungsgebiet
und st•osst jeweilsan die GrenzenvorhandenerRechnerkapazit•aten.
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Numerik im •Uberblick { Was ist, was will 'Numerik'

Numerische Grundaufgaben und ihre L•osbarkeit

Warnung
Alles wird beliebigviel schwierigerwenn

I einigeVariablenganzzahligseinm•ussen

und / oder
I die L•osunggegebenenUngleichungengen•ugenmuss

wie in der Optimierung•ublich.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

D - 2 Gleitkommadarstellungund -arithmetik

Ein Systemvon Gleitkommazahlenwird de�niert durch:

I Basis(oder Radix) b (= •ublicherweise2)
I Mantissenl•angel
I Minimaler Exponent emin

I MaximalerExponent emax

Teilmengeder reellenZahlenR mit Darstellung

x =
�
� 1

� s
0:m1 m2 � � � ml| {z }

Mantisse m

be �
�
� 1

� s�
m1be� 1+ m2be� 2+ m3be� 3+ : : :+ ml be� l �

Vorzeichenbits, Mantissem, Exponente

s 2
�

0; 1
	

mi 2 f 0; 1; : : : ; b � 1g e 2 f emin; emin + 1; : : : ; emaxg

{ 10 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Bin•ardarstellung,d.h. Basisb = 2
ist die am h•au�gsten verwendeteBasisvon Gleitkommazahlen
Auch b = 10 wird zuweilenin Hardware verwendet.

Arten von Gleitkommazahlen
I normalisierte Gleitpunktzahl :

m1 > 0 =)
1
b

� m �
�
�x b� e

�
� < 1

x = � 0:m1 m2 m3 � � � ml � be with m1 > 0 =) eindeutigeDarstellung

I unnormalisiert : m1 = 0 zugelassen=) keineEindeutigkeit
I denormalisiert : m1 = 0; e = emin

Vorsicht:
Rechnenmit denormalisiertenZahlenf•uhrt zu verst•arkten
Rundungse�ekten.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Betragsm•assigkleinstenormalisierteZahl TINY

TINY = 0:1 � bemin = bemin � 1

Betragsm•assiggr•o�te normalisierteZahl HUGE

HUGE= 0:(b � 1)(b � 1)(b � 1) : : : (b � 1) : : : bemax = bemax(1 � b� l )

Epsilon(relativeMaschinengenauigkeit) "
ist die kleinsteZahl " f•ur die 1 + " in Gleitkommaarithmetik nicht 1
ergibt, d.h. " � b� l

Merke:
I Mantissenl•angel bestimmt die Rechengenauigkeit.
I Exponentenbereichemax � emin bestimmt denWertebereich.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

BeispielD.1 (Gleitpunktzahlsystemmit Basis2 und
Mantissenl•ange3)

PSfragreplacements

x = 0:m1 m2 m3 2e Exponentenbereich � 1 � e � 1
Normalisierte positive Zahlen: m1 = 1 ; m2 2 f 0; 1g 3 m3

Denormalisierte positive Zahlen: m1 = 0 ; e = � 1 ; m2 2 f 0; 1g 3 m3

v5 = v3 � v4

0

denormalisiert TINY= 1
4 ; HUGE= 7

4 ; EPSILON= 1
8

1

e � 1� 1� 1� 1� 1� 1� 1� 1
m1

m2

m3

1
16

1
8

3
16

1
4

5
16

3
8

7
16

1
2

5
8

3
4

7
8 1 5

4
3
2

7
4

0000

000000 00
000000 00

0

0000
111111111111

111111 11
111111 11

1111

-1
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

BeispielD.2 (EinfachegenaueGleitkommazahlenim Salford
Fortran 95 Compiler)
b = 2; l = 24, emin = � 125, emax = 128

HUGE � 2128 =
�
210

� 12:8
�

�
103

� 12:8
� 1038

TINY � 2� 125� 1 =
�
210

� � 12:6
� (103)� 12:6 � 10� 38

Epsilon � 2� 24 =
�
210

� � 2:4
�

�
103

� � 2:4
� 10� 7

FolgerungD.3
Bei Verwendungder GleitkommazahlendesSalford Fortran 95 Compilers
in Standardgenauigkeit wird mit etwa sieben signi�k anten
Dezimalstellen gerechnet.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Gleitpunktop erationen

Gleitpunktoperationen

Bemerkenswert

( 1.0 / 8.0 ) * 8.0 = 1.0

( 1.0 / 5.0 ) * 5.0 6= 1.0

Konsequenz
Gleitpunktoperationenst•orennormalealgebraischeRechenregeln,
insbesondereDistributivit•at:

Im Allgemeinengilt (a + b) � c 6= a � c + b � c:

Man musssichalso•uber die Reihenfolgeder Anwendungvon
OperationenGedanken machen.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Gleitpunktop erationen

Allgemeing•ultiger Standard: ANSI - IEEE754

(ANSI ! AmericanNational Standards Institute und IEEE! Institute of
Electricaland ElectronicsEgineering.)

Grundideen:
(i) Alle Zwischenergebnissewerdenzur n•achstenGleitpunktzahl

gerundet.

(ii) The show must go on. Auch bei Fehlernwird weiter gerechnet.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Zu Grundidee(i) { Rundungvon Zwischenergebnissen
Auch wennx und y im Gleitpunktbereichliegen,gilt diesim Allgemeinen
nicht f•ur dasErgebnisx � y, wobei � 2 f� ; + ; �; =g. Dann wird x � y
zun•achstmit erh•ohter Genauigkeit berechnetund anschlie�endzur
n•achstliegendenGleitpunktzahlgerundet.

Rundungsarten

r (x � y) nachunten gerundet
(gr•o�te untereSchranke im Gleitpunktbereich)

�( x � y) nachoben gerundet
(kleinsteobereSchranke im Gleitpunktbereich)

Verh•altnis der Rundungnachoben und unten
Falls e gemeinsamerExponent von �( x � y) und r (x � y) ist, danngilt

�( x � y) � r (x � y) � 2� l 2e � 2� l 2 � jx � yj; dajx � yj � 1
22e

q q
0:m � 2e 0: ~m � 2e

{ 17 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Bezeichnetman alsomit � (x � y) 2 fr (x � y); �( x � y)g die
Gleitpunktzahl,die am n•achstenzu x � y liegt, so gilt

j� (x � y) � x � yj � 1
2 j�( x � y) � r (x � y)j � 2� l jx � yj � eps� jx � yj

wobei eps= 2� l die relativeMaschinengenauigkeit ist.

Alternative Schreibweise:


 (x � y) = (x � y) � (1 + "); wobei j" j � eps:


 (x � y) bezeichnetdasin Gleitpunktarithmetik erzielteErgebnisf•ur
x � y.

Konsequenzf•ur relativenFehler:
�
�
�
�

 (x � y) � (x � y)

x � y

�
�
�
� � j" j � eps
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Warnung:
Rundungsfehlerentstehenin (fast) jedereinzelnenOperation und
p
anzen sich fort.

Algorithmen (z.B. zur Matrixfaktorisierung)m•ussendeswegenauf ihre
Stabilit•at, d.h. die Verst•arkungoder Abd•ampfungvon Rundungsfehlern,
untersuchtwerden.

BeispielD.4
GaussscheElimination ohnePivotierungist extreminstabil.

Gaussmit Pivotierungist dagegenrecht stabil.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Frage
Was passiert,wennx � y au�erhalb desWertebereichs[-HUGE, HUGE]
liegt, d.h. entwederr (x � y) oder �( x � y) nicht existiert?

BeispielD.5 (Programm)
REALu,s,t
s = TINY(u)**2 ! ergibt 0
t = HUGE(u)*8 ! ergibt INF, signalisiert OVERFLOW
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (ii) { Fortsetzung der Berechnung trotz Fehlers

Zu Grundidee(ii) { Fortsetzungder Berechnungtrotz Fehlers

Mit INF und -INF kann (soweit esgeht) normal weiter gerechnetwerden,
ohnedasssich je wiedernormaleZahlenergeben.

(Einige)Rechenregeln
x + INF == INF f•ur alle x 6= -INF
x * INF == sign(x) * INF f•ur x 6= 0
x / 0 == sign(x) * INF f•ur x 6= 0

wobei sign(x) dasVorzeichenvon x liefert.

Unde�nierte Operationenwie 0/0 , INF/INF , INF-INF und 0*INF
ergeben densehrspeziellenWert NaN� Not a Number.

Da ein NaNnicht mit sichselbstoder etwasanderemverglichenwerden
kann, gilt

x 6= x .EQUIV. .TRUE.

genaudannwennx ein NaNist.
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Gleitkommadarstellung und -arithmetik

Zu Grundidee (ii) { Fortsetzung der Berechnung trotz Fehlers

Infektionsprinzip:
Wenn immer ein NaNals Argument oder Operator einerOperation
auftritt sind die ErgebnissewiederumNaNs.
Auf dieseWeisewird der gesamteBerechnungszweig als ung•ultig
ausgewiesen.
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

D - 3 SummationnumerischerReihen

Fehlerfortp
anzung

Erinnerung:


 (x � y) = x � y � (1+ ") mit � eps� " � eps wobei � 2 f + ; � ; � ; =g

PrinzipHo�nung f•ur komplexeBerechnungen
Da Auf- oder Abrundenmehr oder minderzuf•allig auftreten hebt sich
derenWirkung (ho�entlich) im Gro�en und Ganzenauf.
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

PositivesBeispiel:GeometrischeReihe:

s =
nX

i =0

x i =
1 � xn+1

1 � x
falls x 6= 1 :

EinfachgenauesAuswertungsprogrammin Fortran 95
INTEGERi,n
REAL(KIND=1)x,y,s
REAL(KIND=2)check
s = 0 ! Partialsumme
y = 1 !jeweilsPotenzvon x
DOi = 0, n

s = s+y ; y = y*x
ENDDO
check = x ; eps = EPSILON(x)
check = (1-check**(n+1)) /( 1-c heck)
WRITE(*,*) s,check,s/check -1, n*eps
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

Programmergibt f•ur n = 100und x = 2:0=3:0

s check s/check - 1 n * eps
3:0000002 3:00000019 2 � 10� 8 1:2 � 10� 5

Beobachtungen

I Gleitpunktwert von x ist o�enbar gr•o�er als 2
3 (durch Rundung),da

beideSummengr•o�er als

1 +
2
3

+
�

2
3

� 2

+ � � � +
�

2
3

� n

= 3

 

1 �
�

2
3

� n+1
!

| {z }
� 1

� 3

I Der beobachteterelativeFehlerzwischeneinfachund doppelt
genauerL•osungist lediglich2 � 10� 8, d.h. von der Gr•o�enordnung
der Maschinengenauigkeit, obwohl wir 100 Operationendurchgef•uhrt
haben. Die Rundungenscheinensichpartiell aufgehoben zu haben.

I EineexakteAbsch•atzung f•ur den worst case(d.h. schlimmsterFall)
ergibt den Wert (1 + eps)100 � 100� eps als relativenFehler.Das
l•asstsichwie folgt herleiten. { 25 {
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

TheoretischeSchranke desFehlersim obigenProgramm

F•ur yi +1 = 
 (yi � x) als berechneterWert von y im i -ten Schritt gilt:

y0 = 1
y1 = x
y2 = 
 (y1 � x) = x2(1 + " 2)
y3 = 
 (y2 � x) = x3(1 + " 2)(1 + " 3) = x3(1 + ~" 3)2 wobeij~" 3j � eps
y4 = 
 (y3 � x) = x4(1 + ~" 2)2(1 + " 4) = x4(1 + ~" 4)3

...
yi = x i (1 + ~" i ) i � 1

...
yn = xn(1 + ~" n)n� 1
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

Entsprechenderh•alt man f•ur die Partialsummensi +1 = 
 (si + yi ) als
berechneteWerte von 1 + x : : : + x i +1

s1 = 
 (y0 + y1) = 
 (1 + x) = (1 + x)(1 + " n+1 )

s2 = 
 (s1 + y2) = 
 (s1 + y2)(1 + " n+2 )

=
�
(1 + x)(1 + " n+1 ) + x2(1 + " 2)

�
(1 + " n+2 )

= (1 + x + x2)(1 + ~" n+2 )2 f•ur j~" n+2 j � eps

sn = (1 + x + x2 + � � � + xn)(1 + ~" 2n)n � s(1 + ")n

so dassfalls eps � 1
n ( ) n � eps � 1

j(sn=s � 1)j = j(1 + ")nj� 1 = 1+ n�"+
n � (n � 1)

2
"2 : : :� 1 � n�j" j � n � eps

Ergebnis:Worst caseerror - Absch•atzung:

jsn=s � 1j � n � eps
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

NegativesBeispiel(d.h. PrinzipHo�nung versagt):
HarmonischeReihe

1X

i =1

1
i

=

8
>>>>><

>>>>>:

1 (mathematisch,in exakterArithmetik)

15:403 auf Griewank's Laptop, in einfacherGenauigkeit
(f•ur alle hinreichendgro�en Summations-Schranken

= Zahl der Terme)

Frage:
Was passiert?

Antwort:
Die Summationbleibt irgendwann liegen, da die zus•atzlichenTermeim
Vergleichzur berechnetenTeilsummezu klein werden.
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

Erkl•arung:
BetrachtekleinenSummandeny und gro�en Summanden
x = 0:m1m2 : : : ml � 2e so dassx = x + 2� l+ e die n•achstgr•o�ere
Gleitpunktzahlzu x ist und x = x � 2� l+ e ist die n•achstkleinere
Gleitpunktzahlzu x.

PSfragreplacements

2e� 1 x

2� l+ e 2� l+ e

2ex x

Konsequenz:
Falls jyj < 1

2 2� l+ e = 2� l � 1+ e gilt immer 
 (x + y) = x.

EinehinreichendeBedingungist: jyj � jxj � eps.
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

Am Beispielder harmonischenReihegilt nach(n � 1) Termen:

x =
n� 1X

i =1

1
i

&
Z n

1

1
z

dz = ln(n):

Also bleibt die Summationliegen(d.h. die Partialsummenwachsennicht
mehr weiter) wenn

jyj =
1
n

� ln(n) � eps

wasauf jedenFall gilt wenn

n &
1

eps � ln(n)

{ 30 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

BeispielD.6 (Programm,dasdie harmonischeReihesummiert,
bis die Partialsummenkonstantbleiben:)

REAL(KIND=1)salt,sneu,one
salt = -1 ; sneu = 0 ; one = 1.0 ; n = 1
DOWHILE(sneu 6= salt)

salt = sneu
sneu = sneu+one/n
n = n+1

ENDDO
WRITE(*,*) sneu,n

Ergebnisauf Griewank'sLaptop

sneu = 15:403: : :
n = 2097152� 2 � 106

Laufzeit � 1
6 Sekunde

D.h. obigerSchleifenk•orper wird in etwa 107 mal pro Sekundenausgef•uhrt
(entspricht ca. 10 Mega
ops, d.h. 10 Millionen Operationen/Sekunde.)
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Summation numerischer Reihen

Fehlerfortp
anzung

Vergleichzur theoretischenHerleitung

n = 2097152 ergibt ln(n) � n � EPSILON(x) = 3:6

Frage:
Was passiertbei Ausf•uhrungdesobigenProgramms,wennstatt mit
einfacherGenauigkeit (d.h. KIND=1) nun mit doppelt genauen
Gleitkommazahlen(d.h. KIND=2) gerechnetwird?

Antwort:
Das Programml•auft ewig, da eps� 1 und damit dannauchn um Faktor
253=224 � 229 � 1

2109 gewachsenist.

In Sekunden:

1
6

�
1
2

� 109 s =
108

36� 103 h = 25� 104 h = 25:000Stunden � 1000 Tage:
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Summation numerischer Reihen

Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

Rundungsfehlerabsch•atzungbei Riemann
Verallgemeinerungder harmonischenReihe:

RiemannscheZetafunktion

� (x) =
1X

k=1

1
kx f•ur x > 1

Konvergenzbeweismittels Integralschranke

PSfragreplacements 1X

k=1

1
kx � 1 +

1Z

1

dy
yx = 1 +

y � x+1

1 � x

�
�
�
�

1

1

= 1 �
1

1 � x
=

x
x � 1

1

k � x
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Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

� � n(x) = � (x) � � n(x) =
1X

k� 1

k � x �
nX

k=1

k � x

=
1X

k= n+1

k � x �
Z 1

n
k � xdk =

k1� x

1 � x

�
�
�
�

1

k= n
=

1
k1� x(1 � x)

�
�
�
�

1

k= n

= 0 �
1

nx� 1(1 � x)
=

1
nx� 1(x � 1)

� tol

) n � x� 1

s
1

tol (x � 1)
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Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

Partialsummen:

� n(x) =
nP

k=1

1
kx wachsenmonotonmit n und sind nachoben durch x

x� 1

beschr•ankt, haben alsoeineneindeutigenGrenzwert � (x).

PraktischeNotwendigkeit: Diskretisierung
Hier, wie h•au�g in numerischerMathematik mussmathematisches
Problemdurch Ausf•uhrungendlichvielerOperationenauf endlichvielen
Variablenann•aherungsweisegel•ost werden.Hier einfachAnn•aherungvon
� (x) durch � n(x). Der entsprechendeAbbruchfehlerj� (x) � � n(x)j kann
hier einfachmit Hilfe einerIntegralschranke abgesch•atzt werden.
Unabh•angigvom in der NumerischenAnalysisbetrachteten
Diskretisierungsfehlerist der Rundungsfehlerzu ber•ucksichtigen.
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Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

Rundungsfehlerabsch•atzung
F•ur bi > 0



��

: : :
���

b1 + b2
�

+ b3
�

+ b4
�

: : : + bn+1
�

+ bn
�

=
�
: : :

���
b1 + b2

��
1 + "1

�
+ b3

��
1 + "2

�
+ b4

��
1 + "3

�
: : : + bn

��
1 + "n� 1

�

= b1
�
1 + ~" 1

� n� 2
+ b2

�
1 + ~" 1

� n� 1
+ b3

�
1 + ~" 2

� n� 2
+ : : : + bn

�
1 + ~" n� 1

� 1

=)
�
� 


�
b1 + : : : + bn

�
�

�
b1 + b2 + : : : + bn

� �
�

� b1

h�
1 + eps

� n� 1
� 1

i
+ b2

h�
1 + eps

� n� 1
� 1

i
+ : : : + bn

�
1 + eps

�

�
��

b1 + b2
�
(n � 1) + (n � 2)b3 + (n � 3)b4 + : : : + bn

�
eps

Mit anderenWorten:
Der an der j + 1-ten StelleeingebrachteSummandwird (n � j ) -mal in
denOperationenvon einerRundungbetro�en und tr•agt entsprechendzur
Gesamtfehlerschranke bei.
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Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

Schlussfolgerung:
Um Rundungsfehlerzu minimierensolltenSummenm•oglichstvom
kleinstenzum gr•o�ten Summandengebildetwerden.Bei konvergenten
(ho�entlich monoton fallenden)Reihensollte von hinten, d.h. r•uckw•arts
summiertwerden.

BeispielD.7 (� (2) auf G's Laptopin einfacherGenauigkeit:)

� (2) =
1X

k=1

1
k2 �

8
>>>><

>>>>:

� 2=6 = 1:6449340: : : exakt

1:6447253 vorw•arts bis. liegenbleiben n = 4097

1:6446900 r•uckw•arts vom gleichen n = 4097

1:6449339 r•uckw•arts mit n = 223 = 8388608

Bemerkung:
Durch R•uckw•artssummationk•onnendeutlich mehr Summandender Form
1=k � x mit n > 4097ihren Beitrag zur Gesamtsummeleisten.Mehr
Summandenzu benutztenbedeutetaber, denDiskretisierungsfehlerzu
verringernund damit denexaktenWert � (x) besserzu approximieren.
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Rundungsfehlerabsch•atzung bei Riemann

Absch•atzungdesRundungsfehlers

Vorw•arts:

eps
nX

k=1

1
k2 (n� k) = eps

nX

k=1

� � n
k2

�
�

1
k

�
� eps

�
n

� 2

6
� ln(n)

�
� eps�n�

� 2

6

R•uckw•arts:

eps
nX

k=1

1
k2 k = eps

nX

k=1

1
k

� eps � ln(n)

Vergleich:

eps � n �
� 2

6
� eps � ln(n)
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Konvergenzbeschleunigung(1. Stufe nach Wijngaard)

Konvergenzbeschleunigung(1. StufenachWijngaard)
Beobachtungbei Riemann:

� (x) = 1 +
1
2x + � � � +

1
100x +

1
101x +

1
102x + � � �

| {z }
sp•atere Terme •andern sich nur langsam

Idee:
Erstegrobe Ann•aherungmit bk =

1
kx

a1 = b1 + b2 � 2 + b4 � 4 + � � � + (b2i ) � 2i > � = b1 + b2 + b3 + b4 : : :

Reiheder 2i b2i konvergiertviel schnellerals
P

bk . Die Korrektur erfolgt
durch transformierte Terme

aj =
1X

i =1

�
bj 2i

�
2i :
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Konvergenzbeschleunigung(1. Stufe nach Wijngaard)

SatzD.8
Satz: F•ur bk = k � x oder anderemonotonkonvergierendeReihengilt im
Grenzwert

1X

k=1

bk =
1X

j =1

(� 1)j � 1 aj :

Bemerkung
Bemerkung:Die neueReiheist alternierend,wobei aj � bj , d.h. die
einzelnenTermegehennicht schnellergegenNull als die der
Ursprungsreihe.
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Konvergenzbeschleunigung(1. Stufe nach Wijngaard)

IdeedesBeweises:

Betrachte,wie oft bk in aj auftritt

Vorz j nk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
+ 1 1 2 � 4 � � � 8 � � � �
� 2 � 1 � 2 � � � 4 � � � �
+ 3 � � 1 � � 2 � � � � � 4
� 4 � � � 1 � � � 2 � � � �
+ 5 � � � � 1 � � � � 2 � �
� 6 � � � � � 1 � � � � � 2
+ 7 � � � � � � 1 � � 2 � �
P

mit Vorzeichen
1 1 1 1 1 1 1 : : : : : : : : :

Bemerkung
Bei Riemannk•onnendie ai = ai (x) sogar explizit berechnetwerden.
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Schlussfolgerungenaus dem Summationsbeispiel

SchlussfolgerungenausdemSummationsbeispiel

I Die Behandlungmathematischerund andererModellierungsprobleme
bedingt dasAuftreten von Abbruchs-� Diskretisierungsfehlernsowie
Rundungsfehlern.Beidesolltenabgesch•atzt und m•oglichstminimiert
werden.

I Gleitpunktarithmetik ist wederkommutativ noch assoziativ,
distributiv usw.
Spezielle Konsequenz: Betragsm•a�ig fallendeReihenvon hinten
summieren!

I Es ist erstaunlicheinfach,an die Grenzender Gleitpunkt- und
Ganzzahlarithmetik zu sto�en.

I Viele Jobs(� Programme,Daten) laufenentwederim Sekunden-
oder Stundenbereich.Beobachtungder Abarbeitung im
Minutenbereichist relativ selten.

I Mathematischendlichist nicht gleichrechentechnischendlich.
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D - 4 L•osung(nicht-)linearer Gleichungssysteme
Methodenzur L•osungdeslinearen ProblemesAx = b mit
dim(x) = dim(b) = n

I CramerscheRegelxi = (� 1)i det(Ai )=det(A) f•ur i = 1::n
( In Ai wird die i � te Spaltevon A durch b ersetzt)

I Gauss-Elimination� P A = LU Faktorisierung
( P Permutation, L unterhalbund U oberhalbdreiecksf•ormig )

I Schmidt-Ortogonalisierung� A = QR Faktorisierung
( Q orthogonal,R oberhalbdreiecksf•ormig )

I Fixpunkt Iteration x  x � M F(x) mit F(x) � Ax � b
( M 2 Rn� n angen•aherteInverseso dassM A � I )

Hinweise:
I F•ur (eindeutige)L•osbarkeit ist •uberall det(A) 6= 0 vorrauszusetzen.
I L•oseLUx = b bzw QRx = b durch Substitution/Transponierung.
I Die letzte Methode l•asstsichauchauf nichtlinearesF(x) anwenden.
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Linearisierungdes'Freistoss'Beispieles
Das nichtlineare Systemvon 3 Gleichungenin 3 Unbekannten

F1(x1; x2; x3) = x1 � x2 � 4:9 � x2
1 � 2 = 0

F2(x1; x2; x3) = 10� ln(1 + 0:1 � x3 � x1) � 25 = 0
F3(x1; x2; x3) = (x2 � 9:8 � x1) � ( 1

x3
+ 0:1 � x1) + 1p

3
= 0

hat die Jacobimatrix

F0(x) �
@
@x

F(x) �
�

@Fi

@xj

� i =1 ;2;3

j =1 ;2;3

�

2

6
6
4

x2 � 9:8 � x1 x1 0
x3

1+0 :1� x1� x3
0 x1

1+0 :1� x1� x3

z(x) 1
x3

+ 0:1 � x1 � x2� 9:8� x1
x2

3

3

7
7
5

mit z(x) � � 9:8 � ( 1
x3

+ x1
10) + 1

10(x2 � 9:8 � x1) = x2
10 � 9:8

�
1
x3

+ 1
5x1

�
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Linearisierung durch Jacobimatrix

LinearisierungdurchJacobimatrix
Falls f•ur F : Rn ! Rn die n2 Komponentender Jacobimatrix

F0(x) �
@
@x

F(x) �
�

@Fi

@xj

� i =1 ;::: ;n

j =1 ;:::; n

bez•uglich jederder Variablenx1; : : : ; xn Lipschitz-stetigsind, so l•asstsich
ausdemHauptsatzder Di�erential- und Integralrechnungherleiten,dass
f•ur jedenSchritt s 2 Rn gilt

kF(x + s) � [ F(x) + F0(x) s ] k � 
 ksk2

Hierbei ist F0(x)s ein Matrix-Vektor Produkt und k � k ist eineVektor-
bzw. Matrixnorm (sieheAbschnitt B-3) mit

kF0(x) � F0(y)k � 
 kx � yk

Fx (s) � F(x) + F0(x) s ist als Funktion desvariablenVektors s die
Linearisierung( verallgemeinerteTangente) von F an der Stellex.
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Newton's Methode im Vektorfall

Newton'sMethode im Vektorfall

Setzt man die LinearisierungFx (s) = F(x) + F0(x)s zu null so erh•alt
man daslineare Gleichungssystem

As = b mit A = F0(x) und b = � F(x)

Die L•osungl•asstsichausdr•ucken als

s = A� 1b = � F0(x) � 1F(x)

und heisstNewtonschritt.
WiederholteBerechnungvon s und anschliessendeInkrementierung
x  x + s ergibt Newton'sMethode

x(k+1) � x(k) + s(k) mit F0(x(k) ) s(k) = � F(x(k) ) f•ur k = 0; 1; : : :

Hierbei z•ahlt der hochgestellteIndex(k) die Iterationen.
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Newton's Methode im Vektorfall

Warnung:

I Das Verfahrenmussabgebrochenwerdenwenndet(F0(x(k) )) null
oder sehrklein ist.

I Im letzterenFalle werdendie Schritte s(k) typischerweisesehrgross
und f•uhrenh•au�g zu Argumentenx(k+1) wo F garnicht mehr
ausgewertet werdenkann.

I Zur VermeidungdiesesProblemswird s(k) manchmalmit einem
D•ampfungsfaktor � (k) < 1 multipliziert, der dannSchrittweite
genanntwird. Wir iterierenalsoe�ektiv

x(k+1) = x(k) � � (k)F0(x(k) )� 1F(x(k) )

Die Bestimmungeinesgeeigneten� (k) heisstauchStrahlsuche(engl:
Line Search).
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Lokale Konvergenz von Newton

LokaleKonvergenzvon Newton
SatzD.9 (Satz von Kantorovich)
Seidie Vektorfunktion F : Rn ! Rn einmaldi�erenzierbar und besitze
ihre JacobimatrixF0(x) 2 Rn� n die Lipschitzkonstante
 .
Weiterhin seix(0) ein Punkt an dem F0(x(0) ) regul•ar ist und somit eine
InverseF0(x(0) )� 1 existiert. Mit k � k als induzierteMatrix-Norm folgt
dannaus






 F0(x(0) )� 1








2 




 F(x(0) )






 �

1
2


dassNewton'sMethode zu einerL•osungx(� ) mit F(x(� ) ) = 0 konvergiert.
Die Konvergenzgeschwindigkeit ist quadratischin demSinnedassf•ur eine
Konstantec und alle k gilt






 x(k+1) � x(� )






 � c






 x(k) � x(� )








2

Bemerkung:
Je nichtlinearer ein Problemumsogr•osserist 
 und destost•arker ist
damit die Bedingungan x(0) . Wird praktisch nie •uberpr•uft !!!!
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D - 5 Gew•ohnlicheDi�erentialgleichungen(ODE)

(nach Hartmann, Mathematik f•ur Informatiker)

De�nition D.10 (Gew•ohnlicheDi�erentialgleichungen(ODE))
EineGleichung,in der neben der unabh•angigenVariablenx und einer
gesuchtenFunktion y = y(x) auchderenAbleitungen dny

dxn = y(n) (x) bis
zur Ordnungn auftreten, heisstGew•ohnliche Di�erentialgleichung
n-ter Ordnung (ODE) .

Sind ausserdemein x0 ausdem De�nitionsbereichvon y(x) und
zugeh•origeWerte y(x0); y(1) (x0); : : : ; y(n� 1)(x0) gegeben, so spricht man
von einemAnfangswertproblem.
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Separable Di�erentialgleichungen

SeparableDi�erentialgleichungen

De�nition D.11 (SeparableDi�erentialgleichung)
EineDi�erentialgleichungF(x; y; y0) = 0 ersterOrdnungheisst
separabel, wennsiesich in der Form

y0 = f (x) g(y)

darstellenl•asst,wobei f : I � ! R, g : J � ! R stetigeFunktionenauf
den IntervallenI � R, J � R sind.

SatzD.12 (L•osbarkeit: AnfangswertproblemseparablerODE)
EineseparableDi�erentialgleichungersterOrdnungmit der
Anfangsbedingungy(x0) = y0 f•ur x0 2 I , y0 2 J, hat im Intervall J eine
eindeutigeL•osungy(x) : I � ! J, falls

g(y) 6= 0 8y 2 J:
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Separable Di�erentialgleichungen

Seien

G(y) :=
Z y

y0

1
g(y)

dy; F(x) :=
Z x

x0

f (x)dx

die Stammfunktionenvon 1
g(y) bzw. f (x).

Dabei wurdenf•ur Integrationsvariableund Obergrenzeder Integration
dasgleicheSymbol verwendet.

Auf J ist G0(y) = 1
g(y) 6= 0 (VoraussetzungSatz D.12), daherist G

strengmonotonund besitzt eineUmkehrfunktionG� 1.

Dann ist aber
y(x) := G� 1(F(x))

die L•osungdesAnfangswertproblemsy0 = f (x) g(y), y(x0) = y0.
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Separable Di�erentialgleichungen

Probe:
G(y(x)) = F(x) =) G0(y(x)) y0(x) = F0(x) = 1

g(y(x)) y0(x) = f (x)

=) y0(x) = f (x) g(y(x))

Anfangswert : y(x0) = y0

F(x0) = 0 =) y(x0) = G� 1(F(x0)) = G� 1(0)

G(y0) = 0 =) G� 1(0) = y0

=) G� 1(0) = y0 = y(x0)

SatzD.13
Das Anfangswertproblemy0(x) = f (x) g(y), mit Funktionenf : I � ! R,
g : J � ! R, und demAnfangswert y(x0) = y0 2 J, hat die eindeutige
L•osungy, die man erh•alt, wennman die folgendeGleichungnachy
au
 •ost: Z y

y0

1
g(y)

dy =
Z x

x0

f (x)dx
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Lineare Di�erentialgleichungen erster Ordnung

Lineare Di�erentialgleichungenersterOrdnung

De�nition D.14 (Lineare Di�erentialgleichung)
Di�erentialgleichungen,bei denendie Funktion y = y(x) und ihre
Ableitungennur in linearem Zusammenhangauftreten heissenLineare
Di�erentialgleichungen .

Lineare Di�erentialgleichungenerster Ordnung haben die Form

y0+ a(x)y = f (x):

Ist die Funktion f (x) � 0 auf der rechtenSeite identischNull, so heisst
die Gleichunghomogen, sonstinhomogen.

Die Funktion F(x) auf der rechtenSeiteheisstQuellfunktion .
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Lineare Di�erentialgleichungen erster Ordnung

SatzD.15 (L•osunghomogenerlinearer ODE)
Ist a(x) auf dem Intervall I stetig, so lautet die vollst•andigeL•osungder
linearen Di�erentialgleichungy0+ a(x) y = 0

y(x) = c � e� A(x)

wobei c 2 R und A(x) eineStammfunktionvon a(x) ist.

SatzD.16 (L•osunginhomogenerlinearer ODE)
Die inhomogenlineare Di�erentialgleichungy0+ a(x) y = f (x),
f ; a : I � ! R stetig, x0 2 I , besitzt die vollst•andigeL•osung

y =
� Z x

x0

f (t ) eA(t )dt + c
�

� e� A(x)

wobei c 2 R und A(x) eineStammfunktionvon a(x) ist.
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Lineare Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung

Lineare Di�erentialgleichungenn-ter Ordnung

De�nition D.17 (Lineare ODE n-ter Ordnung)
EineDi�erentialgleichungder Form

y(n) + a1(x) y(n� 1) + � � � + an� 1(x) y0+ an(x) y = f (x)

heisstlineare Di�erentialgleichung n-ter Ordnung.

Dabei sind die Funktionenf ; ai : I � ! R auf demIntervall stetig.
Die ai heissenKoe�zientenfunktionen, f heisstQuellfunktion.

Ist f = 0, so heisstdie Gleichunghomogen, sonstinhomogen.
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Lineare Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung

SatzD.18 (Existenzund Eindeutigkeit der L•osung)
Sei

y(n) + a1(x) y(n� 1) + � � � + an� 1(x) y0+ an(x) y = f (x)

einelineare Di�erentialgleichungn-ter Ordnungmit ai ; f : I � ! R und
x0 2 I .

Dann gibt eszu den Anfangswerten

y(x0) = b0; y0(x0) = b1; : : : y(n� 1)(x0) = bn� 1

genaueineL•osungy = y(x) diesesAnfangswertproblems.

DieseL•osungexistiert auf demganzenIntervall I .
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Lineare Di�erentialgleichungen n-ter Ordnung

SatzD.19 (L•osungsstrukturlinearer ODE n-ter Ordnung)
Die MengeH der L•osungeny : I � ! R der homogenenlinearen
Di�erentialgleichungy (n) + a1(x) y(n� 1) + � � � + an� 1(x) y0+ an(x) y = 0
mit ai : I � ! R bildet einenreellenVektorraum der Dimensionn.

EineBasisdesL•osungsraumesH nennt man Fundamentalsystem.

JedeL•osungy der inhomogenenGleichung
y(n) + a1(x) y(n� 1) + � � � + an� 1(x) y0+ an(x) y = f (x) mit f : I � ! R
hat die Form

y = ys + yh

wobei xh 2 H eineL•osungder homogenenund ys einespezielleL•osung
der inhomogenenDi�erentialgleichungist.

{ 57 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Gew•ohnliche Di�erentialgleichungen (ODE)

Lineare Di�erentialgleichungen mit konstanten Koe�zienten

Lineare Di�erentialgleichungenmit konstantenKoe�zienten
F•ur inhomogenelineare Di�erentialgleichungenn-ter Ordnung(siehe
De�nition D.17) existiert kein allgemeinesL•osungsverfahren.

F•ur den Fall konstanterKoe�zientenfunktionen ai (x) 2 R kann jedoch
ein Fundamentalsystemangegeben werden:

L•osungdeshomogenenSystems

y(n) + a1 y(n� 1) + � � � + an� 1 y0+ an y = 0

L•osungsansatz: Exponentialfunktion y(x) = e� x und damit

y(x) = e� x ; y0(x) = � e� x ; y00(x) = � 2 e� x ; : : : ; y(n) (x) = � n e� x

Einsetzenin die Di�erentialgleichungliefert

� n e� x + a1� n� 1 e� x + � � � + an� 1� e� x + an e� x =

(� n + a1� n� 1 + � � � + an� 1� + an) e� x = 0
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De�nition D.20 (CharakteristischesPolynom)
Das Polynom

p(� ) := � n + a1� n� 1 + � � � + an� 1� + an

heisstcharakteristischesPolynomder homogenenlinearen
Di�erentialgleichungn-ter Ordnungmit konstantenKoe�zienten

y(n) + a1 y(n� 1) + � � � + an� 1 y0+ an y = 0:

Fortsetzung:L•osungdeshomogenenSystems
Aus denNullstellen� i ; i = 1 : : : n mit p(� i ) = 0 descharakteristischen
Polynomskann ein Fundamentalsystemf•ur die homogene
Di�erentialgleichungn-ter Ordnungkonstruiert werden.

Dazu ist eineFallunterscheidungnachder Vielfachheitder Nullstellen� i

n•otig:
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� 2 R ist einfacheNullstelle
Dann ist e� x eineL•osungder Di�erentialgleichung.

� = � + i� 2 C ist einfachekomplexeNullstelle
e� x cos� x und e� x sin� x sindL•osungender Di�erentialgleichung.

� 2 R ist k-fachereelleNullstelle

x i e� x ; i = 0; : : : ; k � 1

sind k linear unabh•angigeL•osungen.

� = � + i� 2 C ist k-fachekomplexeNullstelle

x i e� x cos� x; x i e� x sin� x; i = 0; : : : ; k � 1

sind die 2k linear unabh•angigeL•osungsfunktionen.

BeispielD.21
SieheHartmann, Mathematik f•ur Informatiker, S.352�.
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D - 6 EulerVerfahrenf•ur Systemevon ODEs

Systemevon ODEsund ihre numerischeL•osung
In vielenAnwendungenwird der ZustandeinesSystemszum Zeitpunkt t
durch einenVektor

x(t ) = [x1(t ); x2(t ); : : : ; xn(t )]> mit n > 0
beschrieben. Die •Anderungsgeschwindigkeit _x � dx(t )=dt desZustandes
nachder Zeit ergibt sichh•au�g als Funktion F(x(t )) mit F : Rn ! Rn

eben diesesZustandes.Also erhaltenwir dasSystemgew•ohnlicher
Di�erentialgleichungen

_x(t ) = F(x(t )) kurz _x = F(x)
Das Systemheisstautonom,da die Zeit t auf der rechtenSeitenicht
explizit, sondernnur mittelbar •uber x = x(t ) vorkommt. Diesesist keine
Einschr•ankungda ein nichtautonomesSystem_x(t ) = F(t ; x(t )) sich
autonomumschreiben l•asst indemman t als nullte Zustandskomponente
x0(t ) hinzuf•ugt und somit f•ur �x � (x0; x1; : : : ; xn)T erh•alt

d
dt

�x �
�

_x0

_x

�
=

�
_t
_x

�
=

�
1

F(�x)

�
� F(x)
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Systemevon ODEs und ihre numerischeL•osung

Auch ODEsh•ohereOrdnungenlassensich in Systemevon ODEserster
Ordnungumschreiben, indemman z.B. die ersteAbleitung y0 als neue
abh•angigeVariable v � y0 de�niert und danny00durch v0 ersetzt.So
wird zum BeispielauseinernichtautonomenDi�erentialgleichungzweiter
Ordnung

y00 = f (t ; y; y0)

dasautonomeSystemersterOrdnungin dendrei Variableny0 � t ,
y1 � y und y2 � y0

2

4
y0

0
y0

1
y0

2

3

5 =

2

4
1
y2

f (y0; y1; y2)

3

5

EntsprechendlassensichAnfangsbedingungenumschreiben.

Die Umformulierungals System1.Ordnunger•o�net die M•oglichkeit
numerischeStandardmethodenund Software f•ur die L•osungautonomer
SystemeersterOrdnungmit Anfangsbedingungenzur Anwendungzu
bringen.
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SatzD.22 (Existenzund Eindeutigkeit der L•osung)
SeiF : D � Rn � ! Rn in einemo�enem GebietD lokal Lipschitz-stetig.
Dann existiert f•ur jedenPunkt yo 2 D ein Intervall (a; b) 3 0 und eine
eindeutigeL•osungy(t ) 2 D der ODE _y = F(y) f•ur a < t < b mit
y(0) = y0.

Bemerkung:

(i) F•ur die ExistenzeinerL•osungist die Stetigkeit von F hinreichend.
Vorraussetzungvon Lipschitz - Stetigkeit ist f•ur die Eindeutigkeit
der L•osungund die KonvergenznumerischerVerfahrenerforderlich.

(ii) Das Intervall (a; b) kann so grossgew•ahlt werden,dassy(b) den
Randvon D erreicht.

{ 63 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Euler Verfahren f•ur Systemevon ODEs

Eulers Methode und andere explizite ODE-L•oser

EulersMethode und andereexpliziteODE-L•oser

Die meistenODEshaben keinegeschlossendarstellbare L•osung.

Die L•osungkann aber durch numerischeMethodenmit (mehr oder
weniger)beliebigerGenauigkeit approximiert werden.
NumerischeApproximationensind auchalles,waszur Berechnungder
mathematischenStandardfunktionenex , sinx etc. zur Verf•ugungsteht,
da dieseFunktionenals L•osungvon ODEsde�niert sind.

Die einfachstenumerischeMethode zur L•osungvon ODEsist das
Explizite (Vorw•arts) EulerschePolygonzugverfahren.
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Explizite(Vorw•arts) Euler-Methode
Seiy(t ) die exakteL•osungvon _y(t ) = f (t ; y(t )) mit y(0) = y0.

th 2h 3h tk= k �h T

y

y(k�h)

y(T )

exakterWert

yk

yn = yt =h

im k-ten Schritt
berechneterWert

_y(k�h) = f (tk;yk)
� Anstiegder Tangen-

te _y(t ) der L•osung
y(t ) in tk

y(0) = y0

Gesuchtwird alsoyk � y(tk ) f•ur k = 0; : : : ; T
h mit tk = k � h:

yk+1 � yk + h f (tk ; yk ) � y(tk+1 )
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Eulers Methode und andere explizite ODE-L•oser

BeispielD.23 (Autonomelineare ODE)

_y = � y mit � 2 R und y0 = 1

Anwendungvon EulersMethode:

y1 = y0 + h � y0 = (1 + h � )y0

y2 = y1 + h � y1 = (1 + h � )y1 = (1 + h � )2y0
...

yk = (1 + � h)k y0 = (1 + � h)k

...
yn = (1 + � h)ny0 = (1 + � h)

T
h

Vergleichmit exakterL•osung:
y(t ) = exp(� t ) ergibt am EndpunktT

y(T ) = e� T � lim
h! 0

(1 + � h)
T
h = lim

n!1

�
1 + �

T
n

� n
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Erl•auterung
Die angen•aherteL•osungyT =h konvergiertgegendie exakteL•osungy(T )
der ODE wenndie Schrittweite h = T =n gegenNull geht. Dasbedeutet
aber dassdie Anzahlder Eulerschritteund damit der
Berechnungsaufwand gegen1 gehen.

Frage:
Kann der ApproximationsfehlerkyT =h � y(T )k als Funktion der
Schrittweite h = T =n dargestellt und somit zur Bestimmungeiner
vern•unftigen Schrittzahl n genutzt werden?

Antwort: JA!
Im vorliegendenspeziellenFall gilt

lim
h! 0

�
yT =h

y(T )
� 1

�
1
h

= � 1
2T � 2

und somit erf•ullt der Fehler

yT =h � y(T ) = h(� 1
2T � 2) + O(h2)
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Beweis.

lim
h! 0

e� � T (1 + � h)T =h � 1
h

= lim
h! 0

e� � T d
dh eT =h ln(1+ � h)

= lim
h! 0

e� � T (1 + � h)T �=� h
�

�
T
h2 ln(1 + � h) +

T �
h(1 + � h)

�

= lim
h! 0

1
2h

T
�
� �

�
(1 + � h)

+
�

(1 + � h)
+

� 2h
(1 + � h)2

�

= � 1
2T � 2
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FolgerungD.24 (Approximationsfehlerder Euler-Methode)
F•ur alle Lipschitz-stetigenProbleme(d.h. die rechteSeiteF(t ; y; _y) der
ODE ist Lipschitz-stetig)liefert dasEuler-Verfahreneinenumerische
L•osungmit

yT =h � y(T ) = c(T ) h + O(h2):

Deshalbnennt man dieseMethode auch

VerfahrenersterOrdnung:
Die Verdopplungder Approximationsgenauigkeit durch Halbierungder
Schrittweite h verdoppelt den Berechnungsaufwand.
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Frage:
Gibt esVerfahrender Fehlerordnungp so dass

kyn � y(T )k = c(T )hp + O(hp+1 )

gilt und damit die Halbierungder Schrittweite h zu einerReduktiondes
Fehlersum denFaktor ( 1

2 )p f•uhrt ?

Anwort: JA!

p = 2 Mittelpunkt - Regeloder Heun'schesVerfahren

p = 4 Runge-Kutta4. Ordnung

p = 5 Runge-Kutta-Fehlberg
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Runge-KuttaVerfahrender Ordnung2 und 4

Mittelpunkt-Regel

I tk+1 =2 = tk + 0:5hk ; tk+1 = tk + hk

I yk+1 =2 = yk + 0:5hk f (tk ; yk )
I yk+1 = yk + hk f (tk+1 =2; yk+1 =2)

Runge-Kutta4 (Standardwahl)

I tk+1 =2 = tk + 0:5hk ; tk+1 = tk + hk

I yk+1 =4 = yk + 0:5hk f (tk ; yk )
I yk+1 =2 = yk + 0:5hk f (tk+1 =2; yk+1 =4)
I yk+3 =4 = yk + hk f (tk+1 =2; yk+1 =2)
I yk+1 = yk +

hk
6

�
f (tk ; yk ) + 2f (tk+1 =2; yk+1 =4) + 2f (tk+1 =2; yk+1 =2) + f (tk+1 ; yk+3 =4)

�
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Visualisierungder Verfahrensordnung
F•ur einenbeliebigennumerischenIntegrator folgt ausder
vorrausgesetztenBeziehung

kyT =h � y(T )k = c(T )hp + O(hp+1 ) � c(T )hp

durch Logarithmierung,dass

� log
�
kyT =h � y(T )k

�
� p(� log(h)) � log(c(T ))

Die linke Seiteist ein Ma� der korrekt berechnetenDezimalstellenin der
L•osung.Sie ist nun ann•aherungsweiseeinea�ne Funktion von � log(h)
alsoeineGerade,derenSteigunggeradedie Ordnungp der Methode ist.

Um die OrdnungeinesVerfahrenszu pr•ufen kann man die Schrittweite
zum Beispielwie hk = T =2k f•ur k = 1; 2 : : : variierenund die
entsprechendenFehler� log

�
kyT =hk

� y(T )k
�

•uber denAbzissenwerten
� log(hk ) = k log(2) � log(T ) auftragen.
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Visualisierungder Verfahrensordnung
Euler Mittelpunkt-Regel Runge-Kutta4.Ordnung

 0

 5

 10

 15

 20

 25

 30

 0  2  4  6  8  10  12

Euler
Midpoint

RK-4
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Frage:
Wie kann die Schrittweite in Hinblick auf dengesch•atzten Fehlergew•ahlt
werden?

Antwort:
Durch Vergleichder Ergebnissef•ur verschiedeneSchrittweiten h oder
verschiedenerMethoden.

BeispielD.25 (Mittelpunkt - Regel)

yn = y(T ) + c(T ) h2 + O(h3)

y2n = y(T ) + c(T ) 1
4h2 + O(h3)

=) yn � y2n = c(T ) 3
4h2 + O(h3)

=) c(T ) � 4
3

yn � y2n

h2 � ~c(T )

=) ky2n � y(T )k � 4
3ky2n � ynk

ist eineFehlerabsch•atzung f•ur die Mittelpunktregel.
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FolgerungD.26 (EinfacheSchrittweitensteuerung)
Wenn die numerischeL•osungmit einerabsolutenGenauigkeit von � > 0
gew•unschtwird, dannw•ahlt man bei der Mittelpunktsregel

h = 2
p

� =~c(T )

Allgemeineremp�ehlt sich f•ur ein Verfahrender Ordnungp

h = p
p

� =~c(T )

Hierbei ist die Fehlerkonstante~c(T ) STARK vom Verfahrenabh•angig.
Nimmt man dennoch an, dassf•ur Euler,Mittelpunkt und Runge-Kutta4
die c = c(T ) •ahnlichgrosssind, so ergeben sichRechenaufw•andevon

1 � c=� ; 2 �
p

c=� ; 4 � 4
p

c=�

Auswertungender rechtenSeite.Bei gr•osserergeforderter Genauigkeit,
alsokleinerem� sind Verfahrenh•ohererOrdnungzu bevorzugen,
vorrausgesetztdie rechteSeiteder ODE ist p mal di�erenzierbar.
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NumerischeIntegrationvon Systemen
Runge-KuttaMethodensind direkt auf Systeme

_y(t ) = f (y(t )) 2 Rn bzw _y(t ) = f (t ; y(t )) 2 Rn

anwendbar. W•ahrenddie unabh•angigeVariable t und die entsprechenden
Schrittweiten h Skalare bleiben, sind alle anderenGr•ossenjetzt Vektoren
der L•angen.

Die EulerRekursion
yk+1 = yk + hk F(tk ; yk ) 2 Rn

erfordert alsodash-fachedesRichtungsvektors F(t k ; yk ) 2 Rn zu dem
alten Zustandsvektor yk zu addieren,um denneuenZustandsvektor
yk+1 2 Rn zu erhalten.Es ist davonauszugehen,dassdiese
Vektormultiplikation und -addition vom Aufwand her gegen•uber der
Auswertung der RechtenSeiteF(t ; y) vernachl•assigbar ist.
Die Konvergenzordnungenbleiben erhalten,wobei der Abstandzwischen
der ann•ahendenund der genauenL•osungjetzt als eineVektornnorm
kyT =h � y(T )k der Di�erenz zwischenyT =h und y(T ) zu bestimmenist.
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LinearesBeispielf•ur Euler
Das autonomeSystemlinearer Di�erentialgleichungen

�
_x(t )
_y(t )

�
=

�
� y(t )
x(t )

�
mit

�
x(0)
y(0)

�
=

�
1
0

�

hat die analytischeL•osung[x(t ); y(t )] = [cos(t ); sin(t )]. Die Anwendung
der Eulermethode mit Schrittweite h ergibt
�

xn+1

yn+1

�
=

�
xn

yn

�
+ h

�
� yn

xn

�
=

�
xn � hyn

yn + hxn

�
=

�
1 � h
h 1

� �
xn

yn

�

= �
�

cos(� ) � sin(� )
sin(� ) cos(� )

� �
xn

yn

�
= � n

�
cos(n� ) � sin(n� )
sin(n� ) cos(n� )

� �
x1

y1

�

wobei � �
p

1 + h2 und � = arcsin(h=
p

1 + h2) .
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Langzeitverhaltenvon ODE { L•osungen

BemerkungzumLangzeitverhalten
H•au�g ist von Interesse(z.B. in der Klimavorhersage),wie sichL•osungen
y(t ) der ODE _y = F(y) f•ur sehrgrosset qualitativ verhalten,und zwar
unabh•angigvom Anfangswert y(t0) = y0.
D.h. man will wissen,ob dasdynamischeSystemsicheinschwingt,einen
Gleichgewichtszutanderreicht,zuf•alliges(d.h. chaotisches)Verhalteno.•a.
zeigt.

Im folgendenmachenwir Aussagenf•ur autonomeSystemeder
Zustandsraumdimensionn, die entspechendauchf•ur nichtautonome
Systemeder Dimensionn � 1 gelten.
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(I) Fallsn = 1 mussund sonst(n > 1) kanneinerder beiden
folgendenF•alleeintreten:

(a) y(t ) strebt einemstation•arenGrenzwert y1 = lim
t !1

y(t ) zu

Beispiel: _y = � (y � a); a 2 R; � < 0; y0 beliebig

t

y

y1

y(t ) = c e� t + a; c < 0

y(t ) = c e� t + a; c > 0
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(b) y(t ) explodiert (blow up)

lim
t ! t �

ky(t )k = 1 f•ur endlicheZeit t � (kritische Zeit)

Beispiel: _y = y2 mit y(0) = y0 > 0

=)
dy
y2 = dt =)

Z
1
y2 dy =

Z
dt =) �

1
y

= t + c =) y(t ) = �
1

t + c

AW: y0 =
� 1
c

> 0

=) c =
� 1
y0

< 0

=) y(t ) =
1

1
y0

� t

t

y

t �

y(t ) = 1
1

y0
� t
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(II) AsymptotischperiodischeL•osung
Falls die Zustandsdimensionn = 2 ist muss,ansonstenkann y(t ) sich
asymptotischeinerperiodischenL•osungy� (t ) n•ahern,f•ur die gilt

y� (t + T ) = y� (t )

f•ur alle t > 0 und festePeriode T .

Beispiel: sieheobigesLinearesBeispielf•ur Euler

(III) ChaotischesVerhalten
Falls Dimensionn > 2 (einschliesslichn = 2 im nichtautonomenFall)
kann die L•osungy(t ) der ODE sichchaotischverhalten,d.h. auchnach
sehrlangerZeit l•asstsichkeineperiodischeoder station•are Struktur
erkennen.

Beispiel: Lorenz- Attraktor ( •Ubung2)
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D - 7 Interpolation mit Polynomenund Splines

Interpolation mit Polynomen(Whd. 1.Semester)
SatzD.27 (Lagrange- Interpolation)
SeiR = R oder ein andererK•orper. Dann gilt:

(i) Es existiert zu jederFamilie von Wertepaaren (xi ; yi ) 2 R � R f•ur
i = 0; 1; : : : ; n mit unterschiedlichen\Abzissenwerten" xi 6= xj f•ur
i 6= j ein InterpolationspolynomP(x) vom Grad� n, so da�

P(xi ) = yi f•ur i = 0; 1; : : : ; n:

(ii) DiesesPolynomist eindeutigund l•a�t sichdarstellenals

P(x) =
nX

i =0

yi
(x � x0) : : : (x � xi � 1)(x � xi +1 ) : : : (x � xn)

(xi � x0) : : : (xi � xi � 1)(xi � xi +1 ) : : : (xi � xn)
| {z }

� Pi (x)

(iii) Insbesonderefolgt ausyi = 0 f•ur i = 0; : : : ; n, dassalle
Koe�zienten ci in P(x) = c0 + c1x + c2x2 + : : : verschwinden,d.h.
esgilt ci = 0 f•ur i = 0; : : : ; n:
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Beispiel{ Lagrangepolynom

xi 0 1 2 3

yi -1 2 1 0

P(x) = � 1 �
(x � 1)(x � 2)(x � 3)
(0 � 1)(0 � 2)(0 � 3)

+ 2 �
(x � 0)(x � 2)(x � 3)
(1 � 0)(1 � 2)(1 � 3)

+ 1 �
(x � 0)(x � 1)(x � 3)
(2 � 0)(2 � 1)(2 � 3)

+ 0 �
(x � 0)(x � 1)(x � 2)
(3 � 0)(3 � 1)(3 � 2)

P(x) =
2
3

x3 � 4 x2 +
19
3

x � 1

1 2 3

1

2

� 1 �

�

�

�
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Warnung:
Interpolationspolynomeh•ohererOrdnungk•onnenzwischenden
vorgegebenenDatenpunktensehrstark oszillieren, deshalbwendetman in
der Numerik lieber ausPolynomenniedererOrdnungzusammengesetzte
Funktionsmodellean. =) CubicSplines,Finite Elemente.

8

4

-4

6

2

x

8620

10

-2

0
4

PSfragreplacements

Lagrange- Polynom

KubischerSpline
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Interpolation durch kubische Splines

Interpolation durchkubischeSplines

Gegeben:
gemesseneDatenpaare (xi ; yi ), i = 0; : : : ; n.

Gesucht:
manipulierbare Funktion P(x) mit P(xi ) = yi , i = 0; : : : ; n.

Ansatz
De�niere die interpolierendeFunktion P : [x0; xn] ! R in jedem
Teilintervall [xi � 1; xi ] als kubischesPolynomPi , so dassf•ur xi � 1 � x � xi

gilt:

P(x) = Pi (x) = ai (x � xi � 1)3 + bi (x � xi � 1)2 + ci (x � xi � 1) + di ;

wobei die 4n Koe�zienten (ai ; bi ; ci ; di ) f•ur i = 1; : : : ; n zu bestimmen
sind.
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Interpolation durch kubische Splines

EigenschaftenkubischerPolynome
Pi hat 4 freie Parameterund die Ableitungen

P
0

i (x) = 3ai (x � xi � 1)2 + 2bi (x � xi � 1) + ci

P
00

i (x) = 6ai (x � xi � 1) + 2bi

P
000

i (x) = 6ai

P
0000

i (x) = 0

F•ur die Bestimmungder 4n Koe�zienten (ai ; bi ; ci ; di ),i = 1; : : : ; n, des
gesuchtenkubischenSplinesP(x) sind genausovieleGleichungenn•otig.
Diesewerdenausvier verschiedenenBedingungen,die die
interpolierendenPolynomeerf•ullen m•ussen,hergeleitet.

{ 86 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Interpolation mit Polynomen und Splines

Interpolation durch kubische Splines

Interpolationsbedingung

Pi (xi ) = Pi +1 (xi ) = yi ; i = 1; : : : ; n � 1

P1(x0) = y0

Pn(xn) = yn

Mit � xi = xi � xi � 1 folgt ausder Interpolationsbedingungf•ur i = 1; : : : ; n

di = yi � 1 = Pi (xi � 1)

ai � x3
i + bi � x2

i + ci � xi + di = yi = Pi (xi ) :

Das sind n mal 2 lineare Gleichungenin jeweils4 Unbekannten.
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Interpolation durch kubische Splines

Steigungsbedingung

P
0

i (xi ) = P
0

i +1 (xi ); i = 1; : : : ; n � 1

Darausfolgendie n � 1 weiterenBedingungen:

3ai � x2
i + 2bi � xi + ci = ci +1 ; i = 1; : : : ; n � 1

Es bleiben noch n + 1 FreiheitsgradenachErf•ullung der bisher
gefundenen3n � 1 linearen Gleichungen.

Kr•ummungsbedingung

P
00

i (x) = P
00

i +1 (x); i = 1; : : : ; n

Darausfolgenn � 1 weitereBedingungender Form

6ai � xi + 2bi = 2bi +1 ; i = 1; : : : ; n:
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Interpolation durch kubische Splines

Insgesamthat man nun 4n � 2 lineare Gleichungenin 4n Unbekannten,
die fehlenden2 Gleichungenwerdendurch spezielleForderungenan P1

und Pn im Anfangspunktx0 bzw. Endpunktxn erhalten.Diesebeiden
BedingungenunterscheidenauchverschiedeneTypen kubischerSplines:

Nat•urlicherkubischerSpline

P
00

(x0) = P
00

1 (x0) = 0 = P
00

n (xn) = P
00

(xn)

Im Falle nat•urlicherSplinessind die letzten fehlendenGleichungenalso

b0 = 0 und 3an� xn + bn = 0

PeriodischerkubischerSpline
P1(x0) = Pn(xn); P

0

1(x0) = P
0

n(xn); P
00

1 (x0) = P
00

n (xn):
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Interpolation durch kubische Splines

Berechnungder Koe�zienten bei nat•urlichenSplines
Gesamtbilanz
Man erh•alt ein sehrstrukturierteslinearesGleichungssystemvon 4n
Gleichungenin ebensovielenUnbekannten.

Reduktionauf ein linearesSystemin (n � 1) Variablen
zi = P

00

i +1 (xi ) = 2bi +1 f•ur i = 1; : : : ; n � 1

z0 = P
00

1 (x0) = 0

zn = P
00

n (xn) = 0

LemmaD.28
Aus (yi � 1; yi ; zi � 1; zi ) ergeben sichdie Koe�zienten (ai ; bi ; ci ; di ) von Pi

als

di = yi � 1 bi = zi � 1=2

ai = zi � zi � 1

6� xi
ci = yi � yi � 1

� xi
� 1

6 (zi + 2zi � 1) � xi
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Interpolation durch kubische Splines

Struktur desreduziertenSystemsbei nat•urlichenSplines
Mit

� i = 2(� xi + � xi +1 ) und � i = � xi

sowie

ri = 6
�

yi +1 � yi

� xi +1
�

yi � yi � 1

� xi

�

ist zur Bestimmungder zi , i = 1; : : : ; n � 1, dasfolgende
diagonaldominantesymmetrischetridiagonalelineare Gleichungssystem
zu l•osen:

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 � 2

� 2 � 2 � 3

� 3 � 3 � 4
. . .

. . .
. . .

� n� 2 � n� 2 � n� 1

� n� 1 � n� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

z1

z2

z3
...

zn� 2

zn� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

r1

r2

r3
...

rn� 2

rn� 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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D - 8 NumerischeIntegration{ Quadratur

Gr•undef•ur numerischeIntegration

I Funktionenohnegeschlossendarstellbare Stammfunktion
I Stammfunktionnur durch sehrkomplizierteFormel darstellbar

BeispieleD.29 (FunktionenohnegeschlossenesIntegral)

I
R

e� x2
dx Gau�'scheGlockenkurve

I
Rp

1 � k2sin2t dt ElliptischesIntegral
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Interpolatorische Quadraturformeln

InterpolatorischeQuadraturformeln
Um eineN•aherungdesbestimmtenIntegrals

Z b

a
f (x)dx

zu berechnen,wird dasIntegrationsintervall[a; b] in n 2 II gleichgrosse
Teilintervalle[x0; x1]; : : : ; [xn� 1; xn] der L•angehn = b� a

n unterteilt. Dabei
gilt xi = a + i � hn und insbesonderex0 = a und xn = b. Mit fi = f (xi )
wird der Funktionswert an der i -ten St•utzstellebezeichnet.

Riemann'scheSummen
Z b

a
f (x) �

nX

i =1

f (xi )hn =
nX

i =1

fi hn

FehlertermRiemann'scheSummen
�
�
�
�
�

Z b

a
f (x) �

nX

i =1

fi hn

�
�
�
�
�

�
b � a

2
� hn � max

x2 [a;b]
jf

0
(x)j
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Interpolatorische Quadraturformeln

SummierteTrapezregel

Tn = hn

"
1
2 (f0 + fn) +

n� 1X

i =1

fi

#

ApproximationsfehlersummierteTrapezregel
�
�
�
�
�

Z b

a
f (x)dx � Tn

�
�
�
�
�

�
b � a

12
� h2

n � max
x2 [a;b]

jf
00
(x)j
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Interpolatorische Quadraturformeln

Kepler'scheFassregel
Ansatz:QuadratischerSplineg(x) durch die Punkte
(a; f (a)),( a+ b

2 ; f ( a+ b
2 )), und (b; f (b))

g(x) = cx2 + dx + e

Durch geeigneteUmformung desAnsatzeserh•alt man eine
Berechnungsvorschrift ohne die Koe�zienten c; d und e desSplinesg(x):

S0 =
b � a

6

�
f (a) + 4f ( a+ b

2 ) + f (b)
�
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Interpolatorische Quadraturformeln

Simpson'scheRegel(SummierteKepler'scheFassregel)
Anwendungder Fassregelauf die Teilintervalleder L•angehn = b� a

n , n
gerade,ergibt die Simpson'scheRegel:

Sn =
hn

3

2

6
4f0 + fn + 2

n
2 � 1X

i =1

f2i + 4
n=2X

i =1

f2i � 1

3

7
5

ApproximationsfehlersummierteSimpson'scheRegel
�
�
�
�
�

Z b

a
f (x)dx � Sn

�
�
�
�
�

�
b � a
180

� h4
n � max

x2 [a;b]
jf (4) (x)j
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Quadratur mit Extrapolation { Romberg's Verfahren

Quadraturmit Extrapolation { Romberg'sVerfahren
F•ur hinreichendoft di�erenzierbare Integrandenf (x) beschreibtdie
Euler-MaclaurinscheSummenformel denFehlerder summierten
TrapezregelTn als Polynomin geradenPotenzender Schrittweite hn:

Tn =
Z b

a
f (x)dx +

NX

k=1

� 2k h2k
n + O(h2N+2

n )

Die dabei auftretendenKoe�zienten � 2k sind von hn unabh•angige
Konstanten.
Damit k•onnenFehlertermevon Quadraturformeln durch sog.
Extrapolation zur Grenze/zumLimit eliminiert werden,in der Werte einer
Quadraturformel bei unterschiedlichenSchrittweiten hn, n = n1; n2; : : : ,
kombiniert werden.

Bei geschickterWahl der Extrapolation erreichtman eineAufhebungvon
FehlertermenkleinerOrdnung,so dasder extrapolierte Wert einedeutlich
genauereApproximation desgesuchtenIntegralwertesist.
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Quadratur mit Extrapolation { Romberg's Verfahren

RombergVerfahren
Zuerst wird f•ur n = 1 die Trapezregelauf demgesamten
Integrationsintervall[a; b] ausgewertet. Der erhalteneWert T1 (d.h.
Schrittweite h1 = b � a) wird als ersterEintrag R0

0 in die ersteZeile der
Tabelle eingetragen.
Mit halbierterSchrittweite h2 = h1=2 wird T2 = R0

1 berechnetund in die
ersteSpalteder zweiten Zeile direkt unter R0

0 notiert:

k n = 2k R0
k

0 1 R0
0

1 2 R0
1 R1

1

Darausberechnetman den extrapoliertenWert R1
1 mittels

R1
1 =

4R0
1 � R0

0

3
= S2;

wasaber genauSimpsonsRegelf•ur n = 2 ergibt.
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Quadratur mit Extrapolation { Romberg's Verfahren

RombergVerfahren(Fortsetzung)
DiesesVorgehenkann in einerneuenZeileder Tabelle fortgef•uhrt werden.

Die k-te Zeile erh•alt man dabei, indemzun•achstdie Trapezregelmit
erneuthalbierterSchrittweite hn = h2k (d.h. n = 2k ) ausgef•uhrt wird und
T2k als R0

k in die ersteSpalteeingetragenwird.

In dendarau�olgendenk Extrapolationsschrittenwerdenjeweilsdie
Werte Rj

k der k-ten Zeile f•ur j = 1; : : : ; k ausdem links stehendenWert
Rj � 1

k und dem links dar•uber stehendenWert Rj � 1
k� 1 berechnet:

Rj
k =

4j Rj � 1
k � Rj � 1

k� 1

4j � 1
= Rj � 1

k +
1

4j � 1

�
Rj � 1

k � Rj � 1
k� 1

�
j = 1; : : : ; k

Insgesamtergibt sichdamit dasfolgendeTableau:
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RombergVerfahren(Fortsetzung)

k n = 2k R0
k = Tn R1

k R2
k . . .

0 1 R0
0 = T1

1 2 R0
1 = T2 R1

1

2 4 R0
2 = T4 R1

2 R2
2

3 8 R0
3 = T8 R1

3 R2
3 R3

3

4 16 R0
4 = T16 R1

4 R2
4 R3

4 R4
4

...
...

...
...

. . .

Als Abbruchbedingung eignetsichdie Di�erenz zwischenden beiden
zuletzt berechnetenDiagonalelementendesSchemas.
Falls mit einervorgegebenenGr•osse� die Bedingung

jRk
k � Rk� 1

k� 1 j � �

erf•ullt ist, dann wird dasVerfahrenbeendetund Rk
k als N•aherungdes

Integrals
Rb

a f (x)dx betrachtet. { 100 {
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Quadratur mit Extrapolation { Romberg's Verfahren

ApproximationsfehlerRomberg-Verfahren
F•ur f 2 C2k+2 ([a; b]) gilt:

�
�
�
�
�
Rk

k �
Z b

a
f (x)dx

�
�
�
�
�

� (b � a)h2
1h2

2 : : : h2
2k � 2k+2 max

x2 [a;b]
jf (2k+2) j

wobei � 2k+2 wiederumeineKonstanteist.

Bemerkung
Die auftretendenKonstanten� i ergeben sichals

� i =
Bi

i !
;

wobei die Bi die so genanntenBernoulli - Zahlensind. Dieseberechnen
sich rekursivaus

Bi = (� 1)i � 1

"
2i � 1

2(2i + 1)
+ (2i )!

i � 1X

k=1

Bk

(2i � 2k + 1)!(2k)!

#

:
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Teil E
Lineare undnichtlineare Optimierung

Vorl•au�ge Gliederung
1. Lineare Ausgleichsprobleme
2. Grundklassenvon Optimierungsproblemen
3. Lineare Optimierungsprobleme(LP) mit Dualit•at
4. GemischteProgrammemit Ganzzahligkeitsbedingung
5. Nichtlineare Optimierungsproblememit Komplexit•at
6. Nichtlineare Ausgleichsprobleme
7. Klassenvon Optimierungsverfahren
8. Unrestringiertenichtlineare Optimierung
9. Restringiertenichtlineare Optimierunmg
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(Nicht)linea re Ausgleichsprobleme

(Nicht)lineare Ausgleichsprobleme

Wir betrachtenzun•achstein System

A x = b; A 2 Rm� n; b 2 Rm

von m linearen Gleichungenin n � m Variablen.Wennm > n nennt man
dasSystem•uberbestimmt, da eswenigerfreie Variablenxi f•ur i = 1 : : : n
gibt als Bedingungen,die an siegestelltwerden.Wenn m = n spricht
man vom wohlbestimmtenoder quadratischenFall. DieseUnterscheidung
macht eigentlichnur dannSinn, wennman folgendeAnnahmemacht.

Vollrang-Vorraussetzung
Die Matrix A 2 Rm� n hat vollenSpaltenrangn = min(n; m), d.h. sie
erf•ullt die •aquivalentenBedingungen,dassihre n Spaltenlinear
unabh•angigsind und man m � n Zeilenentfernenkann, so dassdie
verbleibendequadratischeMatrix einenichtverschwindendeDeterminante
hat.

{ 104 {



Mathematik f•ur Informatik er III

Grundlagen der Optimierung

(Nicht)linea re Ausgleichsprobleme

Fehlerminimierung

Beobachtung
Im Falle m > n = rang(A) ist f•ur fast alle rechtenSeitenb 2 Rm das
Systemvon GleichungenAx = b nicht exakt erf•ullbar.

Konsequenz
Man versuchtdeshalbx so zu w•ahlen,dassalle Komponentendes
Fehlervektors

F � A x � b = (Fi ) i =1 ::: m

so klein wie m•oglich sind, d.h. man versuchteinenAusgleich zwischen
den m eigentlichals GleichungengedachtenBedingungenzu scha�en.
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(Nicht)linea re Ausgleichsprobleme

Normwahl

Zur Messungder Gr•o�e von F w•ahlt man h•au�g eineder Vektornormen
ausAbschnitt B.3

kFkp = kAx � bkp mit p 2 f 1; 2; 1g

Hier bedeutetkFk1 die Summeder Komponentenbetr•agejFi j und kFk1

ihr Maximum. Die MinimierungdieserbeidenNormen f•uhrt auf lineare
Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsnebenbedingungen.
Diesewerdensp•ater betrachtet und sind im allgemeinenschwererzu l•osen
als dasGau�scheProblemder kleinstenQuadrate(engl.: leastsquares),
dassichergibt, wennman die EuklidischeNorm kFk2 minimiert.
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(Nicht)linea re Ausgleichsprobleme

Methode der kleinstenQuadrate

SatzE.1 (Kleinste- Quadrate- L•osung)
F•ur jedeslineare GleichungssystemAx = b mit A 2 Rm� n, b 2 Rm und
rang(A) = n existiert ein eindeutigerVektor x� 2 Rn, so dass

kAx� � bk2 = min
x2 Rn

kAx � bk2

DieseAusgleichsl•osungerf•ullt dasquadratische,regul•are
Gleichungssystem

A> A x� = A> b 2 Rn;

welchesals Normalengleichungssystembezeichnetwird.

Bemerkung
Wenn die Vollrangvorraussetzungverletzt ist, existiert eineunendliche
Mengevon Vektoren, die sowohl dasMinimerungsprobleml•osenals auch
die entsprechendeNormalengleichungerf•ullen.
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

Allgemeinelineare Funktionenapproximation

Betrachteein Systemvon n vorgegebenenAnsatzfunktionen

uj (x) : [a; b] ! R f•ur j = 1 : : : n

mit demgemeinsamenDe�nitionsbereich[a; b].
Weiterhin betrachtem � n unterschiedlicheSt•utzstellenxi 2 [a; b] und
entsprechendeDaten yi 2 R f•ur i = 1; : : : ; m.
Gesuchtsind nun n Koe�zienten zj , so dassdie Linearkombination

u(x) �
nX

j =1

zj uj (x)

die sog.mittlere Abweichung � 2 m•oglichstklein werdenl•asst:

� 2 �

"
mX

i =1

(u(xi ) � yi )2

# 1
2

:
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

L•osungder Gau�schenAusgleichsaufgabe
Aus denVektoren

aj = (uj (x1); uj (x2); : : : ; uj (xm))>

bildenwir die Matrix A = [a1; : : : ; an] und mit

y = (y1; y2; : : : ; ym)> und z = (z1; z2; : : : ; zn)>

ist zur L•osungder Ausgleichsaufgabe dasFunktional

kF(z)k2 = kAz � yk2

zu minimieren.
Das heisstaber nichts anderes,als eineL•osungz� des(•uberbestimmten)
GleichungssystemsAz = y mit kleinstenFehlerquadratenzu �nden.
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

Gau�scheAusgleichspolynome

Spezialfall:Gau�scheAusgleichspolynome
W•ahlt man als Ansatzfunktionenuj (x) = x j � 1, so ergibt sichdas
Polynom

u(x) =
nX

j =1

zj x j � 1

Die Vollrangbedingungrang(A) = n ist f•ur paarweiseverschiedene
St•utzstellenxj erf•ullt, da die erstenn Zeilenvon A die folgende
VandermondscheDeterminantehaben:

det

2

6
6
6
4

1 x1 : : : xn� 1
1

1 x2 : : : xn� 1
2

...
...

...
1 xn : : : xn� 1

n

3

7
7
7
5

=
nY

k=2

k� 1Y

j =1

(xk � xj ) 6= 0:
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

Zur Berechnungder L•osungmit kleinstenFehler-Quadratenmu� die
NormalgleichungA> A z = A> y gel•ost werden.

LemmaE.2
Die NormalenmatrixA> A 2 R n� n ist symmetrischund positiv
semi-de�nit.

Unter der Vollrangvorraussetzungist A> A sogar positiv de�nit.

Bemerkung:
Wegender positivenDe�nitheit der Matrix A> A kann man dasNormal-
gleichungssystemmit dem sogenanntenCholesky- Verfahrenl•osen.
Diesesist einepivotierungsfreieVersiondesGau�schenVerfahrens,das
die Symmetrieder Matrix ausnutztund dadurchden
Berechnungsaufwand halbiert auf n3=6 Multiplikationengefolgt von
Additionen/Subtraktionen.
Allerdingskostet die Berechnungvon AT A ausA bereitsm n2

Operationen,wasdurch die QR Zerlegungvermiedenwerdenkann.
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

QR - Faktorisierung
Wendetman dasin Abschnitt B.7 behandelteGram-SchmidtOrthogo-
nalisierungsverfahrenauf die n Spaltenvektoren aj von A an so ergibt sich
darauseineFolgevon ebensovielenorthonormalenVektoren qj .
Ausserdemexistiert nachKonstruktion der qj die Darstellung

aj =
jX

k=1

qk rkj f•ur j = 1; : : : ; n

wobei die diagonalenElementerjj f•ur j = 1; : : : n alle positiv sind. Fasst
man nun die qj als Spaltenzu einerorthogonalenMatrix
Q = [q1; q2; : : : ; qn] 2 Rm� n zusammenund erg•anzt die Koe�zienten rkj

durch Nullen zu eineroberhalbdreiecksf•ormigenMatrix R 2 Rn� n, so hat
man f•ur A die Faktorisierung

A = Q R mit QT Q = I 2 Rn� n
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

VereinfachteNormalengleichung

Aus der Orthogonalit•at ergibt sichunmittelbar

AT A = (QR)T (QR) = RT QT QR = RT R

und die Normalengleichungreduziertsich erst zu

RT Rx� = RT QT b

und letztlich zu
Rx� = QT b

wassehrbillig l•osbar ist.
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

Zur Berechnungder QR Zerlegung
I Es l•asstsich leicht pr•ufen, dassdie Zerlegungvon A 2 Rm� n in das

Produkt einerorthogonalenMatrix Q und einerDreiecksmatrixR
mit positivenDiagonalelementeneindeutigist.

I Es gibt ausserdemGram-SchmidtVerfahrenandereMethoden,mit
denendie QR Zerlegungberechnetwerdenkann. Zum Beispiel
k•onnte man R ausder CholeskyFaktorisierungvon AT A gewinnen
und dannQ = AR� 1 setzen.

I Als e�ektiv und gegen•uber Rundungsfehlernsehrstabil gilt die
sukkzessiveReduktionvon A mit Hilfe sogenannterelementarer
Re
ektoren oder Householdermatrizen.

Hinweis
F•ur die kleinenAufgaben in •Ubung3.1 kann dasGram-Schmidtsche
Orthogonalisierungsverfahrenangewandt oder noch einfacherdie
Normalengleichungexplizit gebildetund mittels Gau�scherElimination
ohnePivotierunggel•ost werden.
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Allgemeine lineare Funktionenapproximation

Bemerkung
Wesentlichf•ur die Anwendbarkeit der linearen Gau�schen
Ausgleichsrechnungist, da� f•ur die zu bestimmendenGr•o�en einelineare
Beziehunggegeben ist, z. B. y(x) = a + bx.

Ist die gegebeneBeziehung(etwa ausphysikalischenGr•unden)
nichtlinear, so kann man versuchen,ausihr einelineare Beziehungf•ur
unter Umst•andenandereGr•o�en zu gewinnen,ausdenensich dann
nachtr•aglich die eigentlichgesuchtenGr•o�en bestimmenlassen.

BeispielE.3

y(x) =
a

1 + bx
=)

1
a

+
b
a

x =
1

y(x)
= ~y = ~a + ~bx
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E- 2 Lineare Optimierung

I lineare Optimierungsprobleme
I Polyeder
I Simplex-Algorithmus
I Dualit•at
I kombinatorischeganzzahligelineare Optimierungsprobleme
I Branch& Bound
I Schnittebenenverfahren
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Einf•uhrendesBeispiel: Barkeeper

Einf•uhrendesBeispiel:Barkeeper

Cocktails:

I Daiquiri (45 ml wei�er Rum, 30 ml Cointreau,30 ml Zitronensaft,
15 ml Zuckersirup,Eis), 5.50 Euro

I Kamikaze(30 ml Wodka, 30 ml Cointreau,30 ml Zitronensaft,
1 Schu� Limonensirup,Eis), 4.50 Euro

I Long IslandIce Tea (20 ml Wodka, 20 ml wei�er Rum, 20 ml Gin,
20 ml Cointreau,4 TL Zitronensaft,4 TL Orangensaft,1/8 l Cola,
1 Orangenscheibe, Eis), 7.00 Euro

VorhandeneSpirituosen:5 l wei�er Rum, 6 l Cointreau,4 l Wodka und
3 l Gin

WelcheCocktails mu� der Barkeeper mixen,um m•oglichstviel Geld
einzunehmen?
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Einf•uhrendesBeispiel: Barkeeper

Variablen:
x1: AnzahlDaiquiris
x2: AnzahlKamikazes
x3: AnzahlLong IslandIce Teas

Zielfunktion: Maximieredie Einnahmen:

max5:50x1 + 4:50x2 + 7:00x3

Nebenbedingungen:

Wei�er Rum: 45x1 + 20x3 � 5000
Cointreau: 30x1 + 30x2 + 20x3 � 6000
Gin: 20x3 � 3000
Wodka: 30x2 + 20x3 � 4000
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Einf•uhrendesBeispiel: Barkeeper

Optimierungsproblem:

max

0

@
5:50
4:50
7:00

1

A

T

x

0

B
B
@

45 20
30 30 20

20
30 20

1

C
C
A x �

0

B
B
@

5000
6000
3000
4000

1

C
C
A

Schreibweise: � bei Vektoren u; v 2 Rn

u � v :( ) 8i = 1; : : : ; n : ui � vi

(� ; <; > analog)
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Einf•uhrendesBeispiel: Barkeeper

L•osungmit MATLAB:

>> A = [ [ 45, 0, 20 ]; [30, 30, 20 ]; [ 0, 0, 20 ]; [ 0, 30, 20 ] ]

A =
45 0 20
30 30 20
0 0 20
0 30 20

>> b = [ 5000, 6000, 3000, 4000 ]

b =
5000 6000 3000 4000

>> c = [- 5.5, -4.5, -7 ]

c =
-5.5000 -4.5000 -7.0000

>> x = linprog( c, A, b )
Optimization terminated.

x =
44.4444
33.3333

150.0000
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Lineare Optimierungsprobleme

Lineare Optimierungsprobleme

De�nition E.4

Optimierungsproblememit linearer Zielfunktion und linearen (Gleichungs-
und Ungleichungs-)Nebenbedingungennennt man Lineare
Optimierungsp robleme, Lineare Programme, LPs.

AllgemeinsteForm:

maxcT x + dT y Zielfunktion
Ax + By � a � -Ungleichungen
Cx + Dy � b � -Ungleichungen
Ex + Fy = g Gleichungen

x � 0 vorzeichenbeschr•ankte Variablen
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Lineare Optimierungsprobleme

WeiteresBeispiel:
Tschebysche�scheApproximationsaufgabe

•UberbestimmteslinearesGleichungssystemAx = b, A 2 Rm� n, m > n

L•osungmit kleinstemFehler:

min
x

kAx � bk1

in der Norm kAx � bk1 = max
i =1 ;::: ;m

�
�
�
�
�
�

nX

j =1

aij xj � bi

�
�
�
�
�
�

(siehelineare Ausgleichsproblemein 1)
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Lineare Optimierungsprobleme

Umformulierung:zus•atzlicheVariable � 2 R

min
x;�

�
�
�
�
�
�
�

nX

j =1

aij xj � bi

�
�
�
�
�
�

� �

Au
 •osungder Betr•ageergibt ein LP:

min
x;�

�
nX

j =1

aij xj � bi � �

nX

j =1

aij xj � bi � � �
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Transformationen

Transformationen

1. min-Problemewerdenzu max-Problemen,indemman die
Zielfunktion mit � 1 multipliziert:

mincT x ( ) max� cT x

2. � -Ungleichungenwerdenzu � -Ungleichungen,indemman siemit
� 1 multipliziert:

Ax � b ( ) � Ax � � b

3. Gleichungenkann man durch Paare von Ungleichungenersetzen:

Ax = b ( )
�

Ax � b
Ax � b

�
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Transformationen

Transformationen(Fortsetzung)
4. Ungleichungenkann man durch Einf•uhrungvon Schlupfvariablenzu

Gleichungenmachen:

Ax � b ( )
�

Ax + s = b
s � 0

�

5. Vorzeichenunbeschr•ankte Variablenkann man in Paare von
vorzeichenbeschr•anktenVariablenaufsplitten:

x = y � z; y � 0; z � 0

6. Die Vorzeichenbeschr•ankungenkann man (formal) zu den anderen
Ungleichungenhinzunehmen:

�
Ax � b
x � 0

�
( )

�
A

� �

�
x �

�
b
0

�
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Transformationen

FolgerungE.5

Man kann jedesallgemeineLP in der Standardform

maxcT x
Ax = b
x � 0

oder in der Form
maxcT x
Ax � b

schreiben.

BemerkungE.6

Nat•urlich kann man auchNebenbedingungenund Variablenskalieren.
Das ist wichtig bei der numerischenBehandlung.
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Transformationen

Wir betrachtenim folgendenlineare Programmeder (allgemeinen)Form

maxcT x
Ax � b

(P)

mit A 2 Rm� n, b 2 Rm, c 2 Rn, x 2 Rn.
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GeometrischeUntersuchung

GeometrischeUntersuchung
Die Nebenbedingungensind lineare Ungleichungen� T x � � (� 6= 0)
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Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ

Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ

Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ

Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ�Œ

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•�•

PSfragreplacements

x

x0

x � x0

0

'
� � T x > �

� T x = �

� T x < �

Auf der Seitevon � :

0 < cos' = < �; x � x0 > = � T (x � x0) = � T x � � T x0 = � T x � �

Auf der Seitevon � � : � T x < �

f x : � T x = � g ist eineHyperebene.

f x : � T x � � g (oder � ) ist ein Halbraum.
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Das SystemAx � b bestehtausdenUngleichungen

� T
1 x :=

nX

j =1

a1j xj � b1

...

� T
mx :=

nX

j =1

amj xj � bm

A =

0

B
@

� T
1
...

� T
m

1

C
A
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à

b�b�b

c�c�c

de

f�f

g�g

h�h

i�i

j�j�j

k�k

l�l

m�m n�n

o�o

pq rs t�t

u�u

vw

x�x�x

y�y�y

z�z

z�z

{�{

{�{ |

|

}

} ~�~

•�•

€

€•

•

‚

‚ƒ

ƒ

„�„

…�…

†‡ ˆ�ˆ

‰�‰

Š�Š

‹�‹

Œ�Œ

•�•

Ž�Ž

Ž�Ž

•�•

•�•

•�•�•

‘�‘

’�’�’

“�“

”�”

•�•

–�–�–

—�—�—

˜�˜

™�™ š› œ• ž�ž

ž�ž

Ÿ�Ÿ

Ÿ�Ÿ

 ¡ ¢�¢

£�£

¤¥ ¦�¦

§�§

¨�¨

©�©

ª�ª�ª

«�«

¬�¬�¬

­�­�­

®�®�®

¯�¯

°�°

±�± ²³

´�´

´�´

µ�µ

µ�µ

¶�¶�¶

·�·�·

¸�¸

¹�¹

º�º

»�»

¼½ ¾¿ À�À

Á�Á

Â�Â

Ã�Ã

Ä�Ä

Å�Å

Æ�Æ

Ç�Ç

È�È�È

É�É

Ê�Ê�Ê

Ê�Ê�Ê

Ë�Ë�Ë

Ë�Ë�Ë

Ì�Ì

Í�Í

Î�Î�Î

Ï�Ï

Ð�Ð

Ñ�Ñ

Ò�Ò

Ó�Ó

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô�Ô

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ�Õ

Ö�Ö

×�×

Zulässige
Menge

{ 129 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

GeometrischeUntersuchung

Polyeder

JedeZeile desUngleichungssystemsbeschreibteinenHalbraum. Die
zul•assigeMengeist der Durchschnitt von (endlichvielen)Halbr•aumen.
Diesnennt man ein Polyeder (wennbeschr•ankt auchPolytop ).

P := P(A; b) := f x : Ax � bg

Annahme:DasPolyederist voll-(n)-dimensional.

(dim P = n � RangAeq(P) , wobei Aeq(P) die Teilmatrix von A zu den
Ungleichungenist, die von allenPunkten ausP mit Gleichheiterf•ullt
werden.)
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

GeometrischeUntersuchung

Konvexit•at und Ecken

BemerkungE.7

Ein Polyederist einekonvexeMenge.Konvex bedeutet,da� mit je zwei
Punkten auch ihre gesamteVerbindungsstrecke in der Mengeliegt:

x 6= y 2 P =) 8� 2 [0;1] : x(� ) := x + � (y � x) 2 P:

Ein Punkt desPolyeders,der nie im Innern,sondernimmer am Randvon
solchenVerbindungsstrecken liegt, hei�t Ecke:

z Ecke ( ) 8x 6= y 2 P : (9� 2 [0;1] : z = x+ � (y� x)) =) (� = 0_� = 1)
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

GeometrischeUntersuchung

SatzE.8

SeiP := f x : Ax � bg (A 2 Rm� n) ein volldimensionalesPolyeder.Dann
gilt: x0 2 P ist Ecke von P genaudann,wennn Ungleichungenmit linear
unabh•angigenZeilenvon A mit Gleichheiterf•ullt sind:

9B � f 1; : : : ; mg; jBj = n : 8i 2 B : � T
i x = bi ; f � i ; i 2 Bg lin. unabh.

Schreibweise:

AB :=

0

B
B
@

...
� T

i
...

1

C
C
A

i 2 B

ist eineTeilmatrix von A ausdenZeilenmit IndizesausB, genannt
Basismatrix , und ist invertierbar.

AB x = bB
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

GeometrischeUntersuchung

Ab jetzt: Annahmen:P ist volldimensional,und P hat (mindestens)eine
Ecke.

Lineare Zielfunktion auf dem Polyeder:
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0

PSfragreplacementsc
T x =

Beobachtung:

Satz: Wenn das LP eine Opti-
mall•osunghat, danngibt esauch
eineoptimaleEckl•osung.

{ 133 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Berechnung der optimalen Ecke { Simplex-Algorithmus

Berechnungder optimalenEcke { Simplex-Algorithmus

Idee:

1. Starte mit einerzul•assigenEcke (d. h. einerEcke, die alle
Nebenbedingungenerf•ullt).

2. Gehezur n•achstenEcke, wobei die Zielfunktion ansteigt (bzw. nicht
abnimmt).

3. Tue dies,bis keineVerbesserungmehr m•oglich ist.

4. Vermeide,Ecken zweimal zu besuchen.
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Simplex-Algorithmusder linearen Programmierung

Dantzig, 1947

hier: geometrischeVersion

0. Starte mit einer zul•assigen Ecke x0 2 Rn.
SeiB die zugeh•origeZeilenindexmengeund AB die zugeh•orige
Basismatrix:

AB x0 = bB bzw. x0 = A� 1
B bB
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1. Ist x0 optimal?
De�niere

uT := cT A� 1
B 2 Rn

Falls u � 0, danngilt f•ur alle x mit Ax � b:

cT x = uT AB x � uT bB = uT AB x0 = cT x0

=) x0 ist optimal. STOP.
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2. Finde eine Richtung mit nicht abnehmender Zielfunktion.
Es gibt also(mindestens)ein i0 2 B mit ui0 < 0.
Sei

d := � A� 1
B ei0

Dann gilt f•ur alle � � 0:

cT (x0 + � � d) � cT x0 = � � cT d = � � � cT A� 1
B ei0

= � � � uT ei0 = � � � ui0 � 0

=) Entlang der Richtungd nimmt die Zielfunktion nicht ab.
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3. Ist das Problem unbeschr•ankt?
Findedie n•achstezul•assigeEcke in Richtungd, d. h.

� T
j (x0 + � � d) = � T

j x0 + � � � T
j d

!
� bj

Es gilt
� T

j x0 � bj 8j 2 f 1; : : : ; mg

und
� T

j d = � � T
j A� 1

B ei0 = � � ji0 � 0 8j 2 B

Falls auch
� T

j d � 0 8j 2 f 1; : : : ; mg n B

dann k•onnenwir jedes� > 0 w•ahlenund bleiben immer zul•assig.
=) DasProblemist unbeschr•ankt. STOP.
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4. Bestimme die Schritt weite, um zur n•achsten zul•assigen Ecke
zu gehen.
Es gibt also(mindestens)ein j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T

j d > 0.
Bedingungf•ur � :

� �
bj � � T

j x0

� T
j d

8j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T
j d > 0

Sei

� := min

(
bj � � T

j x0

� T
j d

; j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T
j d > 0

)

und j0 2 f 1; : : : ; mg n B ein zugeh•origer Index.
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5. Gehe zur n•achsten Ecke.
De�niere

x1 := x0 + � � d

und
Bneu := B n f i0g [ f j0g

Update von AB und A� 1
B .

Weiter mit Schritt 1 und x1 statt x0.
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Bemerkungenzum Simplex-Algorithmus

Bei der Wahl von i0 und j0 hat man u. U. mehrereM•oglichkeiten.Durch
bestimmteStrategien(

"
w•ahledenkleinstenIndex\ ) kannman vermeiden,

dieselbe Ecke mehrmalszu besuchen.Da esnur endlichvieleEcken gibt,
terminiert der Algorithmus dannnachendlichvielenIterationen.
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Bemerkungenzum Simplex-Algorithmus

Die Anzahlaller Ecken ist exponentiell in m, n (�
� m

n

�
). Man kann

Beispielekonstruieren(Klee-Minty), f•ur die der Simplex-Algorithmus alle
Ecken besucht.Die Worst-Case-LaufzeitdesSimplex-Algorithmus ist also
nicht polynomial.

Aber: Khachian(1979) und Karmakar (1984) haben polynomiale
Algorithmen f•ur LP gefunden.Also ist LP 2 P.

In der Praxisist der Simplex-Algorithmus sehrkonkurrenzf•ahig, typische
Laufzeit � 3m, � logn.

Alternative: Innere-Punkt-Methoden(sp•ater in dieserVorlesung).
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Zul•assigeStartecke x0 f•ur Simplex-Algorithmus
Formuliereein Hilfsproblem,z. B. (mit y 2 R)

max
x;y

y

Ax � y � b � 0 � y � 0 y � 1

F•ur diesesProblemist der Punkt x = 0, y = 0 zul•assig,er kann alsoals
Startpunkt genommenwerden,um dasHilfsproblemmit dem
Simplex-Algorithmus zu l•osen.(sogenanntePhaseI)

In der L•osung(x0; y0) ist y0 entweder0 oder 1 (die L•osungist eineEcke).

Wenn y0 = 0, dann ist Ax > y � b f•ur alle x und alle y > 0, alsoauch f•ur
y = 1. Das eigentlicheLP ist alsounzul•assig.

Falls y0 = 1, dann ist Ax0 � b, x0 kann alsoals zul•assigeStartl •osungf•ur
den eigentlichenSimplexverwendetwerden.

Folgerung: Einenzul•assigenPunkt zu �nden, ist einegenausoschwere
Aufgabe, wie einenoptimalenPunkt zu �nden.
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Dualit•at

PrimalesProblem
maxcT x
Ax � b

(P)

•aquivalent:(z 2 R)
maxz
z � cT x � 0
Ax � b

Pz :=
�

x 2 Rn :
�

� cT

A

�
x �

�
� z
b

��
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LemmaE.9 (Farkas-Lemma)

SeiA 2 Rm� n, b 2 Rm. Dann gilt entweder

9x 2 Rn : Ax � b

oder
9u 2 Rm : u � 0; uT A = 0; uT b < 0:

{ 145 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Dualit •at

maxf cT x : Ax � bg
= maxf z : z � cT x � 0; Ax � bg
= maxf z : Pz 6= fgg
� minf z : Pz = fgg
= minf z : 9u � 0; � � 0 : � � cT + uT A = 0; � � z + uT b < 0g

Wenn L•osungmit � = 0 existiert, ist Pz = fg 8z.

Wenn L•osungmit � > 0 existiert:

= minf z : 9u � 0 : uT A = cT ; uT b < zg
= minf uT b : uT A = cT ; u � 0g
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Resultat : dasMaximum von Problem(P) ist kleinergleichals das
Minimum von Problem

minuT b
uT A = cT

u � 0
(D)

(u 2 Rm)

(D) hei�t daszu (P) geh•orendeduale Problem.
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FolgerungE.10

1. (P) ist unbeschr•ankt =) (D) ist unzul•assig.

2. (D) ist unbeschr•ankt =) (P) ist unzul•assig.

Schwache Dualit •at :

x zul•assigf•ur (P), u zul•assigf•ur (D). Dann gilt

cT x = uT Ax � uT b
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SatzE.11(Dualit•atssatz)

Die beidenlinearen Programme(P) und (D) haben optimaleL•osungen
mit demgleichenZielfunktionswert genaudann,wennbeidezul•assige
L•osungenhaben.

(Beweismit Farkas-Lemma)

Folgerungen:

1. (P) hat endlichesOptimum ( ) (D) hat endlichesOptimum, beide
haben dengleichenZielfunktionswert.

2. (P) ist unbeschr•ankt =) (D) ist unzul•assig.

3. (D) ist unbeschr•ankt =) (P) ist unzul•assig.

4. (P) ist unzul•assig=) (D) ist unzul•assigoder unbeschr•ankt.

5. (D) ist unzul•assig=) (P) ist unzul•assigoder unbeschr•ankt.
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Komplementarit•at

Im Optimum gilt:

1. PrimaleZul•assigkeit: Ax � b

2. DualeZul•assigkeit: uT A = cT , u � 0

3. ZF-Werte sind gleich:cT x = uT b

0 = uT b � cT x = uT b � uT Ax = uT (b � Ax) =
mX

i =1

ui � (b � Ax) i

Wegenui � 0 und (b � Ax) i � 0 gilt also:

1. Wenn ui 6= 0, ist (b � Ax) i = 0.

2. Wenn (b � Ax) i 6= 0. ist ui = 0.

Diesbezeichnetman mit Komplementa rit •at .
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Im Simplex-Algorithmus, Schritt 1:

berechneDualvariable:
uT := cT A� 1

B

Teste,ob
u � 0

=) dualeZul•assigkeit
+ primale Zul•assigkeit
=) Optimalit•at

Wir sind alsoimmer primal zul•assigund im L•osungspunktauchdual
zul•assig.
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Variante: Starte mit dualerZul•assigkeit, iteriere,bis auchprimale
Zul•assigkeit erf•ullt ist.

! Dualer Simplex-Algorithmus

Anwendung:Re-Optimierungmit Warm-Start, Vermeidungerneuter
PhaseI

d. h. nacherfolgterOptimierung:modi�ziere Problem,optimiereerneut

I zus•atzlicheVariablen:setzezugeh•origex-Werte auf 0, bleibt primal
zul•assig! weiter mit primalemSimplex

I zus•atzlicheNebenbedingungen:setzezugeh•origeu-Werte auf 0,
bleibt dual zul•assig! weiter mit dualemSimplex(wichtig f•ur
Schnittebenenverfahren)
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Simplex-Software

Kommerziell:

I CPLEX (ILOG)
I Xpress(Dash)
I . . .

Akademisch:

I SoPlex(ZIB Berlin)
I lpsolve
I . . .
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Lineare ganzzahligeOptimierung

Alle oder einigeder Variablenm•usseneinezus•atzliche
Ganzzahligkeitsbedingungerf•ullen, typischerweise

xi 2 f 0;1g oder xi 2 Z oder : : :

Modellierungvon: Anzahlen,Entscheidungen,usw.

Durch die Ganzzahligkeitsbedingungerhaltenwir Kombinatorische
Optimierungsprobleme.

{ 154 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

TravelingSalesmanProblem(TSP)

gegeben: Graph(V,E) mit
Ecken V (St•adten) und
Kanten E � V � V (Stra�en) und
Kantengewichtence (Streckenl•angen)

gesucht:die k•urzesteRundreise,d. h. die ge-
schlosseneTour mit k•urzesterL•ange durch
alle Knoten

ordne jeder Kante e 2 E eine 0-1-Variable
zu:

xe =
�

1 Kante e geh•ort zur Tour
0 sonst

(x: Inzidenzvektor)
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Zielfunktion:
min

X

e2 E

cexe

Nebenbedingungen:

1. zu jedemKnoten gehenzwei Kanten der Tour
X

e2 � (v)

xe = 2 8v 2 V

mit � (v) := f e 2 E : 9v 6= u : e = uv _ e = vug
(DegreeEquation)

2. auf geschlossenenStrecken (Kreisen)mit L•ange< jV j d•urfen nicht
alle Kanten zur Tour geh•oren

X

e2 C

xe � jCj � 1 8 KreiseC � E; jCj < jV j

(Subcircle Elimination Constraint)
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0-1-LPf•ur dasTSP

min
X

e2 E

cexe

X

e2 � (v)

xe = 2 8v 2 V

X

e2 C

xe � jCj � 1 8 KreiseC � E; jCj < jV j

xe 2 f 0;1g 8e 2 E
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AllgemeinesMixed-Integer-LP(MILP)

mincT x
Ax � b
xj ganzzahlig; j 2 J � f 1; : : : ; ng
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mit der zul•assigenMenge

S = f x 2 Rn : Ax � b; xj ganzzahlig; j 2 J � f 1; : : : ; ngg

Bemerkung: Wennman einenPunkt x � hat, der (MILP) l•ost, gibt es
keineKriterien, mit denenman die Optimalit•at leicht nachweisenk•onnte.
Schlimmstenfallsmu� man alle zul•assigenPunkte untersuchen.
! ExponentielleLaufzeit.

(MILP) ist ein N P-schweres Problem.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

L•osungsstrategien

I Relaxierungen: Vergr•o�ere die zul•assigeMenge.
z. B. lassedie Ganzzahligkeitsbedingungenweg ! LP.

I Teilprobleme: Zerlegedie zul•assigeMenge.
z. B. links: xi � bxS

i c , rechts:xi � bxS
i c + 1

I Heuristik en: Findeschnellzul•assigePunkte.
z. B. Runden,Greedy-Heuristik

DieseStrategienm•ussenan daskonkreteProblemangepasstsein!
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

I Relaxierungen liefern lokale untereSchranken:

�Si � Si =) min
x2 �Si

cT x � min
x2 Si

cT x

I L•osungenvon Teilproblemen liefern globaleobereSchranken:

S = S1 [ S2 =) min
x2 Si

cT x � min
x2 S

cT x

I Zul•assige Punkte liefern globaleobereSchranken:

�x 2 S =) cT �x � min
x2 S

cT x
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

DasBranch-&-Bound-Verfahren
1. Initialisiere die Liste der aktiven Subprobleme mit

dem gegebenen Problem (MILP), x � := NULL.

2. Wenn die Liste leer ist, Stop: Problem (MILP) ist
gel•ost, L•osung: x � .

3. Entferne ein Subproblem (SUB) aus der Liste, und
arbeite es wie folgt ab.

4. L•ose die LP-Relaxierung von (SUB).

5. (SUB) ist unzul•assig, gehe zu (10).

6. L•osung xS ist schlechter als bisher gefundener
bester Punkt x � , gehe zu (10).

7. xS ist zul•assig f•ur (MILP), neuer bester Punkt:
x � := xS, gehe zu (10).

8. Wende Heuristik an, um zul•assigenPunkt xH zu
�nden. Ist dieserbesserals x � : Setze x � := xH .

9. Teile (SUB) in zwei (oder mehr) neue
Subprobleme auf, schreibe diese in die Liste.

10. (SUB) ist abgearbeitet, gehe zu (2).
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dominiert durch 
obere Schranke

ganzzahlige
Lösung

unzulässig

usw.

PSfragreplacements

xi � bxS
i c xi � bxS

i c + 1
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

KonvexeH•ulle

Polyeder:P = f x 2 Rn : Ax � bg (Annahme:dimP = n)

Zul•assigeMengevon (MILP): S := P \ Z j Jj

Die konvexeH•ulle von S ist die kleinstekonvexeMenge,die S enh•alt.

convS =
�

x 2 Rn : x =
qX

i =1

� i x i ;
qX

i =1

� i = 1; � i � 0;

f x1; : : : ; xqg ist einebeliebigeendlicheMengevon Punkten ausS
�
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

KonvexeH•ulle
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PSfragreplacements

convS

P

SatzE.12

convS ist ein Polyedermit Punkten von S als Ecken.

Die kompletteBeschreibungvon convS erfordert u. U. sehrviele
(� expn) Ungleichungen.Deshalbarbeitet man bessermit
Schnittebenen.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

G•ultige Ungleichungenund Facetten

G•ultige Ungleichungen f•ur convS sind Ungleichungen,f•ur die gilt:

� T x � � 8x 2 convS

EineSeiten
 •ache von convS der Dimensionk wird beschrieben durch
eineg•ultige Ungleichungf•ur convS, die von genauk + 1 a�n
unabh•angigenPunkten ausconvS mit Gleichheiterf•ullt wird.

x0; x1; : : : ; xk a�n unabh•angig
( ) x1 � x0; : : : ; xk � x0 linear unabh•angig:

PSfragreplacements

x0

x1

x2
x1 � x0

x2 � x0

Seiten
•achender Dimension0 hei�en Ecken
Seiten
•achender Dimension1 hei�en Kanten
. . .
Seiten
•achender Dimensionn � 1 hei�en Facetten .
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

Schnittebenen- Verfahren

Schnittebenen(eigentlichSchnitthyperebenen)
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F F

G G

G G

PSfragreplacements
convS

P

x+

Schnittebene

AbschneideneinesPunktes
x+ 62S:

1. � T x � � 8x 2 S

2. � T x+ > �

Separationsproblem: FindeeineUngleichung(aus einerFamilie von
m•oglichenUngleichungen),die x+ abschneidet.

Am besten:Facettenvon convS als Schnittebenen.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

Schnittebenenalgorithmus
f•ur dasProblemminf cT x : x 2 P \ Z j Jj g

1. t := 1: P1 := P:

2. L•osedie LP-Relaxierung

cT xt := minf cT x : x 2 Pt g:

Falls xt
j 2 Z 8j 2 J; STOP: (MILP) gel•ost.

3. GeneriereeineoderemehrereSchnittebenen

� j T
x � � j ;

die xt von Pt abschneiden.

4. De�niere P t +1 durch Hinzuf•ugender Ungleichung(en)� j T
x � � j zu

Pt (und evtl. durch Entferneneinigervorher hinzugef•ugter
Ungleichungen).

5. Setzet := t + 1, und gehezu (2).
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

Generierenvon Schnittebenen
I Problemspezi�sche Facetten

z. B. FacettendesTSP-Polytops
Problem:Separation in polynomialerLaufzeit

I Lift-&-Project-Cuts f•ur 0-1-Probleme
BetrachteFacettenvon

mincT x
Ax � b
xj 2 [0;1] 8j 2 J
xi = 0 _ xi = 1

Farkas-Lemma! Charakterisierungder Facettenals Ecken eines
Polyeders(Polare). Generierungvon Facettendurch L•osungvon
LPs, die im wesentlichendoppelt so gro� sind wie Ax � b.

I Gomory-Cuts
Rundenvon Koe�zienten, so da� die Ungleichungf•ur ganzzahlige
Punkte erf•ullt bleibt, aber f•ur nichtganzzahligePunkte versch•arft
wird.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

Branch& Cut

KombiniereBranch& Bound und Schnittebenenalgorithmus.

GeneriereSchnittebenenin (einigen,vor allem fr•uhen) Knoten, um
(schnell)bessereSchranken zu erhalten.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

TSP Beispiele

120 Knoten:

1000Knoten:
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Lineare Optimierung

Lineare ganzzahligeOptimierung

TSP Beispiele

8246Knoten:

15112Knoten:
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Mathematik f•ur Informatik er III

Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at

Nichtlineare Optimierungsproblememit Komplexit•at

De�nition einesNichtlinearen Optimierungsproblemes(NLP)

min
x2 S

f (x) bzw. minf (x) s:d: x 2 S

wobei die zul•assigeMengeS � Rn typischerweisede�niert ist durch

S � f x 2 Rn : h(x) = 0; c(x) � 0g

f•ur Gleichungs-und Ungleichungsrestriktionende�niert durch

h : Rn ! Rm und c : Rn ! Rp

Falls m = 0 = p heisstdasNLP Problemunrestringiert. M•usseneinige
Komponentenxj ganzzahligseinso spricht man von einemMINLP in
Analogiezum linearen MILP .

{ 171 {
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Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at

EntsprechendesEntscheidungsproblem:

F•ur welcheSchranke ' hat dasSystemalgebraischerGleichungenund
Ungleichungen

f (x) � '; h(x) = 0; c(x) � 0

•uberhaupteineL•osungx 2 Rn ?

Komplexit•atsvergleich

Das jeweiligeEntscheidungsproblemist nur unwesentlicheinfacherals das
Optimierungsproblem,da letzteresdurch eineFolgevon
Entscheidungsproblemenmit variierendem' approximativ gel•ost werden
kann.

Bemerkung

Abgesehenvom unten besprochenenkonvexenFall ist schondas
EntscheidungsproblemauchohneGanzzahligkeitsbedingungNP schwer.
Unter Optimiererngehendie Meinungen•uber die praktischeBedeutung
diesertheoretischenAussageweit auseinander.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at

Wirkungvon Nichtlinearit•at und Nichtkonvexit•at II

Im Falle reinerGleichungssystemewurdefestgestellt,dassnichtlineare
Probleme,f•ur die alle Funktionenstetig di�erenzierbar sind, im lokalen
Sinne( d.h. bei Vorgabe einesAnfangspunktesin der unmittelbaren N•ahe
einerL•osung) nur unwesentlichschwererals lineare Problemesind.

Das gilt auch in Kombinationmit Ungleichungen.Als Verallgemeinerung
von Newton'sMethode n•ahert man danndasgegebenenNLP durch eine
Folgevon Systemenauslinearen Gleichungenund Ungleichungenan. Bei
der direktenL•osungdesOptimierungsproblemeswird dabei die
Zielfunktion quadratischangen•ahert. Das f•uhrt zu den sogenannten
sukzessivenquadratischenOptimierungsverfahren(SQP).

Global, d.h. ohneVorgabe guter Startwerte, sind nichtlineare Probleme
viel schwerer,da schondie Suchenacheinemauchnur ann•aherungsweise
zul•assigenVektor einenin der Zahl seinerKomponentenexponentiellen
Aufwand verursachenkann.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at

Wirkungvon Nichtlinearit•at und Nichtkonvexit•at I

Die scheinbar harmlosepolynomiale(Zusatz-)Gleichung

xi (1 � xi ) = 0

erzwingt,dassdie i-te Variable xi bin•ar ist, d.h. nur die Werte 0 oder 1
annehmendarf. ( Man kann so leicht dasklassische
EntscheidungsproblemSAT als NLP schreiben. )

Ein guter Anfangswert bedeutethier praktischdie Vorentscheidung,ob xi

nun 0 oder 1 seinsoll.

Nur im Falle konvexerNLP ( d.h. h musslinear sein,aber f und die p
Komponentenvon c k•onnenallgemeinerekonvexeFunktionensein)
werdenkeineguten Startwerte ben•otigt. Denndann sind sowohl die
Mengealler zul•assigenund insbesonderedie Mengealler optimalen
L•osungenselbstkonvexund esgibt keinelokalenMinima.
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Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Nichtlineare Ausgleichsprobleme
Einewichtige Klasse(h•au�g unrestringierter)NLPs sind von der Form:

min f (z) �
1
2

kF(z) � yk2 =
1
2

(F(z) � y)> (F(z) � y)

wobei F : Rn ! Rm mit m � n ein an verschiedenenPunkten
ausgewertetesmathematischesModell darstellt. Der Variablenvektor z
soll so gew•ahlt werdensoll, dassder EuklidischeAbstandkF(x) � yk zu
'gemessenen'Daten y 2 Rm m•oglichstklein ist.

Zum Beispielk•onnte man die in •Ubung3 Aufgabe 1 betrachteten
'synthetischen'( d.h. nicht wirklich gemessenensondernk•unstlich
erzeugten) Daten

yi =
1

1 + 25x2
i

; xi = f� :6; � :3; � :1; 0; :1; :3; :6g; f•ur i = 1; : : : ; 7

auchnichtlinear ann•ahern.
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Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Ausgleichsprobleme

FortsetzungdesBeispieles

Statt die Daten durch eineLinearkombinationvon Monomen
uj (x) = x j � 1 oder sonstigerBasisfunktionenk•onnte man annehmendass

yi � Fi (z) � ' (xi ; z) mit ' (x; z) � z1 + z2 cos(z3 x + z4)

Mit anderenWorten: Wir nutzeneineKosinusfunktionmit den vier
Parameternz � (zi ) i =1 ;::: ;4 als Modell f•ur unsereDaten.

O�ensichtlich ist nun F(z) � y = (Fi (z) � yi ) i =1 ;::: ;4 nicht mehr linear
und entsprechendf (z) � kF(z) � yk2=2 auchnicht quadratischin z.
Wegender Oszillationender Kosinusfunktionist diesesProblemauch
nicht konvexund hat mehrerelokale Minima.

Nichtlineare Ausgleichsproblemek•onnenentwedermit allgemeinen
Algorithmen zur nichtlinearen Optimierungoder mit verschiedenen
Varianten dessogenanntenGauss-Newton- Verfahrensgel•ost werden.
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Mathematik f•ur Informatik er III

Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Gauss-Newton

Bei dieserVerallgemeinerungdesNewton-Verfahrenswird am jeweiligen
Ann•aherungswert z f•ur einenzun•achstbeliebigenSchritt s approximiert

F(z + s) � Fz(s) � F(z) + F0(z)s

wobei F0(z) 2 Rm� n wiederumdie ausallenerstenpartiellen Ableitungen
@Fi =@zj von F nachz geformte Jacobimatrixdarstellt.

W•ahrendim Newtonverfahrender Schritte s so gew•ahlt wird, dassdas
GleichungssystemF0(z)s = � F(z) exakt erf•ullt wird, geht diesim
vorliegenden•uberbestimmtenFalle m � n im allgemeinennicht. Hier
wird wie beim linearen Ausgleichproblems so gew•ahlt, dasss das
ResiduumkF0(z)s + F(z)k minimiert. Im wohlbestimmtenFalle m = n
ergibt diesdenexaktenNewton-Schritt s = � F0(z) � 1F(z).
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Grundlagen der Optimierung

Nichtlineare Ausgleichsprobleme

Gauss-Newton(Fortsetzung)

Wiederholungf•uhrt hier unter Nutzung der Normalengleichungzur
Gauss-Newton- Iteration

z  z �
�
F0(z)> F0(z)

� � 1
F0(z)> F(z)

Unter geeignetenVorraussetzungenergibt sichvon guten
Anfangspunktenlineare Konvergenzgegenein lokalesMinimum von
f (z) = 1=2kF(z) � yk2. Dabei mussgegebenenfallseineD•ampfungder
Schrittweite eingesetztwerdenund selbstmit ihr ist Konvergenzvon
beliebigenAnfangspunktennicht garantiert.
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Grundlagen der Optimierung

Klassenvon Optimierungsverfahren

L•osbarkeit allgemeinerNLPs

Man unterscheidetdrei M•oglichkeiten

(i) zul•assig ( ) ; 6= S � f x 2 Rn : h(x) = 0; c(x) � 0g

(ii) beschr•ankt ( ) �1 < f� � inff f (x) : x 2 Sg

(iii) l•osbar ( ) ; 6= argmin(f jS) � f x 2 S : f (x) = f� g

Bei der Linearen Programmierung,d.h. wenn f ; c; h linear sind gilt

(i) & (ii) =) (iii) sowie argmin(f jU \ S) � argmin(f jS)

wobei f jM die Restriktionder Funktion f auf einebeliebigeTeilmengeM
seinesDe�nitonsbereichessymbolisiert.
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Klassenvon Optimierungsverfahren

NichtlinearesGegenbeispiel: S = [0; 1 ); f (x) = e� (x� 1)2

0 1
0

1

(iv) zul•assigund beschr•ankt, aber nicht l•osbar.
(v) x = 0 ist lokalesaber nicht globalesMinimum.

Warnung:

Die M•oglichkeiten (iv) und (v) k•onnenim Allgemeinendurch einen
Optimierungsalgorithmus nicht festgestelltwerden.

PraktischesAbbruchkriterium:

Gib auf, wenndie an benachbarten zul•assigenPunktenerzielbaren
ReduktionendesFunktionswerteskleinerals einevorgegebeneToleranz
ist ( oder der Algorithmus anderenHindernissen,wie zum Beispiel
singul•arenMatrizen, begegnetist.)
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Klassenvon Optimierungsverfahren

GrundlegendealgorithmischeHerangehensweisen
LokaleAbstiegsmethodik

Ausgehendvon x0 2 S erzeugeeineFolge

xk+1 = xk + sk with f (xk+1 ) < f (xk )

so dassho�entlich f•ur ein o�enes U

lim
k!1

xk = x� with x� 2 argmin(f jU \ S)

GlobaleOptimierungsmethodik

ErzeugeeineendlichePunktwolke X = f xk gK
k=1 � Rn m•oglicherweise

unter Ber•ucksichtigngdes"Fitnesswertes" f (xk ) und w•ahle

�x 2 argmin(f jS \ X )

See:Evolution•areAlgorithmen = SimmulatedAnnealing
+ GeneticAlgorithms (GA)
+ ...
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Klassenvon Optimierungsverfahren

Griewank'sfunction:The GA playground
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f (x) = 1 +
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xip
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google (Griewank function) =) #1 2 27 Kilohits
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Klassenvon Optimierungsverfahren

ComparisonbetweenPSA/GAc andGA (Griewank function)

dim PSA GA (20*20) duGa
Optimum 1.0e-5order 0 0
Successrate 10 0.9 0.0 0.2
Evaluations 3008201 3200400 2676960

Successrate 30 1.0 0.7 0.9
Evaluations 3118041 2922120 1819760

ComparisonbetweenPSA/GAc andGA (Rosenbrock function)

Optimum dim 1.0e-8order 0 0
Successrate 10 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2750721 3200400 3200400

Successrate 30 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2723441 3200400 3200400
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Optimalit•atsbedingungenunrestringiertenFall (m = 0 = p)

0 = r f (x) �
� @f

@xi

�
i =1 ;::: ;n � Gradientverschwindet

=) Minimiere f ist lokal •aquivalentzu l•oseg(x) � r f (x) = 0

0 � r 2f (x) �
�

@2f
@xi @xj

� i =1 ;::: ;n

j =1 ;::: ;n

� HessematrixH(x) ist positiv semi-de�nite

g(x) = 0 ^ H(x) � 0 ^ det(H(x)) 6= 0 =) x lokalesMinimum
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Rosenbrock { Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

H•ohenliniender Rosenbrock { Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Gradienten- Verfahrenf•ur Rosenbrock - Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Wasklemmt beim SteilstenAbstieg(Cauchy,1847)???

xk+1 = xk � � k gk mit � k � argmin
�> 0

(f (xk � � gk ))

Die Berechenungvon � k heisstline-search bzw Strahlsuche .

F•ur f (x1; x2) = 1
2(x2

1 + � x2
2 ) zeigt die Methode zigzaging:

PSfragreplacements
x2 = x1=�

x2 = � x1=�

Im allgemeinenFall ist die Konvergenzrate

kxk � x� k � kx0 � x� k(1 �
2

� + 1
)k � kx0 � x� k(1 � 2k=� )

wobei � = � (H� ) � kH� kkH � 1
� k = � max(H� )=� min(H� )
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Bedeutungvon Skalierungsinvarianz
SteilsterAbstiegfunktioniert perfekt wenn

� (H(x� )) = 1 ( ) H(x� ) = I

oder wennangewandt auf dastransformierte Problem

~f (z) � f (H � 1=2
� z)

=) Newton'sMethode � DynamischeTransformation

xk+1 = xk + � k sk mit H(xk )sk = � gk

=) Quasi{NewtonMethode, z.B.

Bk sk = � gk mit Hk � Bk � U(Bk� 1; sk� 1; gk � gk� 1)

diesist der einzigeWeg zur superlinearen Konvergenz,d.h.

lim
k!1

kxk+1 � x� k
kxk � x� k

= 0
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

BFGS- Verfahrenf•ur Rosenbrock - Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Mutations-Selektions- Verfahrenf•ur Rosenbrock-Funktion

Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Kostender Linearen Algebra vs. Auswertungskomplexit•at

OPS(H � 1
k gk ) = 1

3n3 � OPS(B � 1
k gk ) � n2

MEM(Hk ) = n2 � MEM(Bk ) = k n for LM-BFGS

LM � Limited Memory Version

OPS(r f (x))
OPS(f (x)) � 4 via AlgorithmischemDi�erenzieren

OPS(r 2f (x))
OPS(f (x)) � 4n im schlimsstenvollbesetztenFall
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Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Zwischenfolgerungen
(f•ur denunrestringiertenFall)

I Gradientenkostennur ein kleinesVielfachesder zu Grundeliegenden
Funktionsauswertung vorrausgesetztdieseist durch einen
Auswertungscode gegeben.

I Hesse-und Jacobimatrizen,e.g. r 2f und im beschr•anktenFalle
r h; r c, k•onnensehrteuer zu faktorisierensein,falls siekeine
geeigneteD•unnbesetzheitsstrukturbesitzen.

I Gradientenbasiertequasi{NewtonMethodensind ein guter
KompromisszwischenlangsamenableitungsfreienVerfahrenund
teurenMethodenzweiter Ordnungwie z.B. Newton.

I Bei unrestringiertenProblemenkann durch StrahlsucheKonvergenz
zu einemstation•arenPunkt erzwungenwerden.

I GlobaleOptimierungist extremteuer und/oder sehrunzuverl•assig.
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Restringierte Nichtlineare Optimierung

RestringierteNichtlineare Optimierung
Umformungstrickszu unrestringiertemProblem

Ungleichungsrestriktion konvertierbar zu
Gleichheitsrestriktion
Vorzeichenbedingung
oder quadrierterSchlupf

cj (x) � 0 ( ) cj (x)+ ze
j = 0 mit e = 1 und zj � 0 oder e = 2

Bewertungsfunktion:

f� (x) � f (x) + � p(h(x)) + 1
� b(c(x))

wobei
p(z) = Strafe f•ur z 6= 0 e.g. p(z) = z2

b(z) = Barriere f•ur z ! 0 e.g. b(z) = � ln(z)

Unter ziemlichallgemeinenVoraussetzungengilt dann

lim
� ! 0

x� � argmin
x2 Rn

f� (x) = x� 2 argmin(f jM)
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Restringierte Nichtlineare Optimierung

KKT Optimalit•atsbedingungenf•ur restringierteMinima

An lokalenMinimalpunktenmussdie Lagrangefunktion

L(x; �; � ) = f (x) +
mX

j =1

� j hj (x) +
nX

i =1

� i ci (x) mit � i � 0

nachKarush (1939) und Kuhn-Tucker (1951)
die folgendenBedingungenersterOrdnungerf•ullen

r xL(x; �; � ) = 0; r � L(x; �; � ) = 0
r � L(x; �; � ) � 0 � �; � T r � L(x; �; � ) = 0

Als Bedingungzweiter Ordnungmussgeltenf•ur beliebigev 2 Rn

r h(x)v = 0; diag(� i )r c(x)v = 0 =) vT r 2
xL(x; �; � )v � 0
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Restringierte Nichtlineare Optimierung

ErweiterteLagrangeMethoden(MINOS(1970),LANCELOT(1988))

Minimiere

L� (x; �; � ) = L(x; �; � ) +
1
2

�
�
khk2 +

pX

i =1

max(0; ci )2�

welcheidentischeMinima x� = x� f•ur grosses� und korrektes� ,� hat.

SequentielleQuadratischeProgrammierung(Wilson(1963), Powell)

Minimiere f (x) + g(x)T s + 1
2sT Bs

s.t.h(x) + r h(x)s = 0 mit linearen Restriktionen
c(x) + r c(x)s � 0

wobei

B � r 2
xL(x; �; � ) = r 2f (x) +

mX

j =1

� j r 2hj (x) +
pX

i =1

� i r 2gi (x)

alle Kr•ummungsinformationenenth•alt.
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Restringierte Nichtlineare Optimierung

problem nv nc ipopt knitro -d -a loqo pennon snopt

bearing200 40000 0 10 236 10 93 11 29 fail

bearing400 160000 0 106 856 67 1018 89 173 fail

camshape1600 1600 3200 3 31 1 c 4 fail 10

camshape6400 6400 12800 17 178 7 t i fail 177

elec200 600 200 84 14 22 27 67 34 46

elec400 1200 400 994 63 164 190 1296 183 78

gasoil1600 16001 15998 8 164 120 923 15 t 225

gasoil3200 32001 31998 26 1239 748 5163 110 t 688

marine800 19215 19192 8 11 14 3039 28 t t

marine1600 38415 38392 42 39 31 t 204 t t

pinene1600 32000 31995 14 8 15 t 17 40 loop

pinene3200 64000 63995 54 42 60 t 66 123

robot800 7199 4801 4 3 6 12 i fail 78

robot1600 14399 9601 10 10 12 48 t fail 149

rocket6400 25601 19200 18 6 18 1918 14 fail 1335

rocket12800 51201 38400 36 17 37 t 37 fail loop

steering6400 32000 25601 9 7 12 t t 10 298

steering12800 32000 25601 19 21 32 t t 31
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Restringierte Nichtlineare Optimierung

Schlussfolgerungbez•uglichrestringierterProbleme

I Wesentlichschwererals unrestringierteProbleme,Au�nden eines
zul•assigenPunktesnicht garantiert.

I SQP Methodene�zient und zuverl•assigauf Problemenmittlerer
Gr•osse,d.h. mit einigenhundert Variablenund Restriktionen.

I Bei noch gr•osserenProblemenscheinenInnerePunkt Methoden
derzeitam e�ektivsten.

I Anwendungvon SQP und InnerePunktmethoden in Praxisverlangt
oftmals (zu) hohenImplementierungsaufwand.

I Lokale Optimierung� Fine Tuning 6= StrukturelleOptimierung.
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Teil F
Kombinatorik undWahrscheinlichkeitsrechnung
EndlicheWahrscheinlichkeitsr•aume

Elementare De�nitionen

BedingteWahrscheinlichkeit

Unabh•angigkeit von Ereignissen

Produktexperimente

Zufallsvariablen

Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

DasschwacheGesetzder gro�en Zahlen

UnendlicheWahrscheinlichkeitsr•aume

DiskreteWahrscheinlichkeitsr•aume

KontinuierlicheWahrscheinlichkeitsr•aume { 199 {
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Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

F- 1 EndlicheWahrscheinlichkeitsr•aume
Wir betrachtenfolgendesExperiment: EineM•unzewird geworfen. Das
Ergebnisseientweder

"
Kopf\ oder

"
Zahl\ . Der Ausgangeinessolchen

Experimentesist nicht exakt vorraussagbar. Man m•u�te ein exaktes
physikalischesModell und alle n•otigen Parameter,Anfangs-und
Randdatenhaben, wasaber unm•oglich ist.

Im betrachtetenFall sprechenwir von einemZufallsexperiment . Die
Wahrscheinlichkeitstheorie analysiertGesetzm•a�igkeiten solcher
Zufallsexperimente.

Jederhat einegewisseVorstellungvon der Aussage:
"
Bei einerfairen

M•unzeist die Wahrscheinlichkeit f•ur
'
Kopf̀ genausogro� wie f•ur

'
Zahl̀ .\

Intuitiv denkt man dabei etwa:
"
Wenn man die M•unzeoft

(hintereinander)wirft, so konvergiertdie relative H•au�gk eit von
'
Kopf̀

(von
'
Zahl̀ ) gegen1/2.\ EineDe�nition der Wahrscheinlichkeit mit Hilfe

der relativenH•au�gkeiten ist im Allgemeinenjedoch problematisch.
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BeispielF.1 (Experiment:ZweimaligesW•urfeln)

Die Mengealler m•oglichenKombinationenist


 := f (i ; j )j1 � i ; j � 6g:

Also gibt es j
 j = 36 m•oglicheAusg•angedesExperimentes.Bei einem
sogenanntenfairen W•urfel sind alle dieseAusg•ange
(Elementarereignisse) gleichwahrscheinlich.Z.B. geschiehtdasEreignis
f (1; 2)g =

"
erst 1, dann2\ mit einerWahrscheinlichkeit von 1=36. Das

Ereignis
"
Summeder Augenzahlenist h•ochstens3\ entspricht der Menge

A := f (1; 1); (1; 2); (2; 1)g. Es gilt alsojAj = 3 und somit ist die
Wahrscheinlichkeit f•ur diesesEreignisgleich3=36 = 1=12.
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Elementare De�nitionen

Elementare De�nitionen
De�nition F.2 (EndlicherWahrscheinlichkeitsraum)

Sei 
 eine nicht-leere endliche Menge, also 
 = f 1; 2; : : : ; Ng und
P(
) deren Potenzmenge,d.h. die Menge aller Teilmengenvon 
 .

1. EineWahrscheinlickeitsverteilung (oder auchein Wahrschein-
lichkeitsma� ) auf 
 ist eineAbbildungP : P(
) ! [0; 1] mit
folgendenEigenschaften:

P(
) = 1;

P(A [ B) = P(A) + P(B) f•ur A \ B = ; :

Die Menge
 nennenwir Ergebnismenge oder auchErgebnisraum.

2. TeilmengenA � 
 hei�en Ereignisse, P(A) hei�t
Wahrscheinlichkeit von A.

3. EineMengef ! g mit ! 2 
 hei�t Elementarereignis.

4. Das Paar (
 ; P) hei�t Wahrscheinlichkeitsraum (genauer:
endlicherWahrscheinlichkeitsraum).

5. Wir nennen
 dassichere Ereignis und ; dasunm•ogliche Ereignis.
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Elementare De�nitionen

Bemerkung:

(Wahrscheinlichkeitsma� als Voraussage)
Auch wenn wir hier, wie angek•undigt, mathematisch vorgehenund
Wahrscheinlichkeiten von Ereignissendurch eine abstrakt gegebene
Funktion P de�nieren, ohne dies weiter zu erkl•aren, sollte jeder eine
intuitiv e Vorstellung von Wahrscheinlichkeit haben. Das
Wahrscheinlichkeitsma� k•onnen wir auch als Voraussage •uber die
m•oglichen Ausg•angeeinesZufallsexperimentes interpretieren. Eine
solche Sichtweisewird z.B. das Verst•andnis desBegri�es der bedingten
Wahrscheinlichkeit unterst•utzen.
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Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

Elementare De�nitionen

SatzF.3 (EigenschafteneinesWahrscheinlichkeitsma�es)

Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und A; B 2 P(
) .
Es gilt:

1. P(Ac) = 1 � P(A), wobei Ac = 
 nA das Komplement von A ist.
Speziell gilt P(; ) = 0.

2. A � B ) P(A) � P(B).

3. P(AnB) = P(A) � P(A \ B).

4. Falls A1; : : : ; An paarweisedisjunkt sind, d.h. f•ur i 6= j gilt

Ai \ Aj = ; , dann gilt P(
nS

i =1
Ai ) =

nP

i =1
P(Ai ). Speziell gilt

P(A) =
P

! 2 A
P(f ! g).

5. F•ur beliebige(i.a. nicht paarweisedisjunkte) A1; : : : ; An 2 P(
)

gilt P(
nS

i =1
Ai ) �

nP

i =1
P(Ai ).

6. P(A [ B) = P(A) + P(B) � P(A \ B).
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Elementare De�nitionen

De�nition F.4 (LaplacescherWahrscheinlichkeitsraum)

Sei (
 ; P) endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Falls alle
Elementarereignissedie gleiche Wahrscheinlichkeit haben, hei�t P
Gleichverteilung , und (
 ; P) hei�t Laplacescher
Wahrscheinlichkeitsraum. Es gilt dann:

P(! ) =
1

j
 j
f•ur alle ! 2 
 ;

P(A) =
jAj
j
 j

f•ur A � 
 ;

wobei j
 j, jAj die Anzahl der Elemente in 
 bzw. A ist.
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Elementare De�nitionen

BeispielF.5 (
"
6 Richtigeim Lotto 6 aus49\ )

Wir berechnendie Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass6 bestimmteZahlen
(der eigeneTipp) zuf•allig als Gewinnzahlengezogenwerden,auf zwei
verschiedeneWeisen.UnserTipp besteheausdensechsverschiedenen
Zahlent1; : : : ; t6.

1. Als Ergebnismenge
 1 nehmenwir hier die Mengealler
sechs-elementigenTeilmengender Mengef 1; : : : ; 49g. Wir unterscheiden
alsonicht, in welcherReihenfolgedie Zahlengezogenwerden.


 1 = ff w1; : : : ; w6gjwi 2 f 1; : : : ; 49g f•ur alle 1 � i � 6

und wi 6= wj f•ur i 6= j und 1 � i ; j � 6g

Die AnzahldieserTeilmengenist j
 1j =
� 49

6

�
= 13983816.

JedeZiehung(jedesElementarereignis)habe den gleichen
Wahrscheinlichkeitswert, insbesondereauchdasElementarereignis
A1 := f t1; : : : ; t6g, dasunseremTipp entspricht. Also

P1(A1) =
1

j
 j
� 7:1511� 10� 8:
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Elementare De�nitionen

2. Jetzt nehmenwir als Elementarereignissealle Sechsertupel von
paarweiseverschiedenenganzenZahlenzwischen1 und 49. Es kommt
alsoauf die Reihenfolgebei der Ziehungan. Z.B. sind die Tupel
(1; 2; 3; 4; 5; 6) und (6; 5; 4; 3; 2; 1) voneinanderverschieden.


 2 = f (w1; : : : ; w6)jwi 2 f 1; : : : ; 49g; f•ur alle 1 � i � 6;

wi 6= wj f•ur i 6= j und 1 � i ; j � 6g:

Die AnzahlsolcherSechsertupel ist

j
 2j = 49� 48� � � 44 =
49!
43!

:

Das Ereignis
"
6 Richtige\ entspricht der Menge

A2 := f (! 1; : : : ; ! 6) j f ! 1; : : : ; ! 6g = f t1; : : : ; t6gg:

Die MengeA2 bestehtalsogeradeausallenSechsertupeln, die aus
(t1; : : : ; t6) durch Permutation hervorgehen.F•ur den Lottogewinnist es
ja egal, in welcherReihenfolgedie Gewinnzahlengezogenwerden.Es gilt
alsojA2j = 6!. Wir erhaltenalso

P2(A2) =
jA2j
j
 2j

=
6! (49 � 6)!

49!

=
1

� 49
6

�

� 7:1511� 10� 8;

alsoletztlich dasgleicheErgebniswie bei der erstenRechnung.
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Elementare De�nitionen

BeispielF.6 (DreimalW•urfelnmit Laplace-W•urfel)

Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dassdabei keine
Wiederholung vorkommt? Wir w•ahlen


 = f (w1; w2; w3) j ! i 2 f 1; 2; 3; 4; 5; 6g f•ur 1 � i � 3g

als Ergebnismenge.Die Anzahl aller m•oglichen Elementarereignisse
(Dreiertup el) ist 63. Das Ereignis

"
keine Wiederholung\ entspricht der

MengeA aller Dreiertupel, in denenalle drei Zahlen verschieden sind.
Es gibt genau6 � 5 � 4 = 6!

3! solche Dreiertupel. Also ist

P(A) =
6 � 5 � 4

63 =
5
9

:
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SatzF.7

Die ElementeeinerMengemit n Elementenlassensichauf genaun!
verschiedeneArten anordnen.

SatzF.8

Aus einerMengemit n verschiedenenElementenlassensichk Elemente
(ohneBer•ucksichtigungder Reihenfolge)auf

�
n
k

�
=

n!
k!(n � k)!

Arten ausw•ahlen.

SatzF.9

Aus einerMengemit n verschiedenenElementenlassensichk Elemente
(mit Ber•ucksichtigungder Reihenfolge)auf

n(n � 1)(n � 2) : : : (n � k + 1) =
n!

(n � k)!

Arten ausw•ahlen.
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Elementare De�nitionen

SatzF.10

Das Urnenexperiment 'ZiehenohneZur•ucklegen':In einerUrne be�nden
sichN Kugeln,S Schwarze und W wei�e, wobei S + W = N ist. Aus der
Urne werdennacheinanderzuf•allig n Kugelngezogen,davonseienns

Kugelnschwarz und nw Kugelnwei�. Dann ist die Wahrscheinlichkeit
daf•ur, genauns schwarze und nw wei�e Kugelnzu ziehengleich

P(Anzahlschwarze Kugeln= ns) =
�

S
ns

�
�
�

W
nw

�
=
�

N
n

�
:
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SatzF.11

Das Urnenexperiment 'Ziehenmit Zur•ucklegen':In einerUrne be�nden
sichN Kugeln,S Schwarze und W wei�e, wobei S + W = N ist. Aus der
Urne werdenzuf•allig n Kugelngezogen,nach jedemZug wird die Kugel
wiederzur•uckgelegt.Es werdenns schwarze und nw wei�e Kugeln
gezogen.Dann ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur, genauns schwarze und
nw wei�e Kugelnzu ziehengleich

P(Anzahlschwarze Kugeln= ns) =
�

n
ns

�
�
�

S
N

� ns

�
�

W
N

� nw

:
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BedingteWahrscheinlichkeit

In Bemerkunghatten wir schonerw•ahnt, dassman ein gegebenes
Wahrscheinlichkeitsma� als Voraussagef•ur ein Zufallsexperiment
interpretierenkann. Wenn man nun zus•atzlicheInformationen•uber das
Experiment erh•alt, so kann man dieseVoraussage

"
verbessern\ . Z.B. hat

man nacheinemeinfachenExperimentwie M•unzwurfdie Information, wie
dasExperimentausgegangenist, und man kann mit dieservollst•andigen
Information im Nachhineinsogar einedeterministische

"
Voraussage\ (die

dann ihren Nameneigentlichnicht mehr verdient) machen,d.h. man wird
nicht mehr dasa priori gegebeneWahrscheinlichkeitsma� betrachten,
sondernvielmehrein anderes(deterministisches),dasjedemEreignis
entwederdie Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 zuordnet. Im allgemeinenerh•alt
man keinevollst•andigeInformation, sondernnur einesolcheder Art, dass
bestimmteEreignissesichereintreten.Dementsprechendgeht man zu
einemneuenWahrscheinlichkeitsma� •uber.
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BeispielF.12

(Voraussage f•ur den zweifachen M •unzwurf bei zus•atzlicher
Information)
Wir betrachten zwei aufeinanderfolgendeM•unzw•urfe mit einer fairen
M•unze. Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass

"
zweimal

Kopf\ f•allt (Ereignis A), wenn man wei�, dass

1. Fall: der erste Wurf das Ergebnis
"
Kopf\ hat (Ereignis B1).

2. Fall: mindestensein Wurf gleich
"
Kopf\ ist (Ereignis B2).

Als Ergebnisraum w•ahlen wir


 := f (K ; K ); (K ; Z); (Z ; K ); (Z ; Z)g:
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Da wir die M•unzeals fair annehmen,hat jedesElementarereignisdie
Wahrscheinlichkeit 1=4. F•ur unserespeziellbetrachtetenEreignissegilt

A = f (K ; K )g;

P(A) =
1
4

;

B1 = f (K ; K ); (K ; Z)g;

P(B1) =
1
2

;

B2 = f (K ; K ); (K ; Z); (Z ; K )g;

P(B2) =
3
4

:
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1. Fall: Aufgrund der zus•atzlichenInformationen,dassdasEreignisB1

eintritt, k•onnendie Elementarereignisse(Z ; Z) und (Z ; K ) v•ollig
ausgeschlossenwerden.Es k•onnenalsonur (K ; K ) oder (K ; Z)
eintreten.OhnejeglicheweitereInformation sind diesebeidenals
gleichwahrscheinlichanzunehmen.Durch diese•Uberlegungenordnen
wir insbesonderedem Ereigneis(K ; K ) eineneueWahscheinlichkeit
zu:

P(AjB1) =
1
2

:

Wir bezeichnendieseals die bedingte Wahrscheinlichkeit des
Ereignisses(K ; K ) bei gegebenem B1.

2. Fall: Es k•onnennur (K ; K ); (K ; Z); (Z ; K ) eintreten.Wiedersehen
wir dieseElementarereignisseals gleichwahrscheinlichan. Also

P(AjB2) =
1
3

:
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In beidenF•allenwerdendie m•oglichenElementarereignisseauf eine
MengeBi � 
 reduziert.Wie wir sehen,ist die bedingte
Wahrscheinlichkeit f•ur dasEreignisA bei gegebenemB gleich

P(AjB) =
jA \ Bj

jBj
=

P(A \ B)
P(B)

:

Mit Hilfe desletzten Ausdrucksde�nieren wir allgemeindie bedingte
Wahrscheinlichkeit.
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De�nition F.13 (BedingteWahrscheinlichkeit)

Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum, B � 
 mit
P(B) > 0 und A 2 
 . Die bedingte Wahrscheinlichkeit von A bei
gegebenen B ist

P(AjB) :=
P(A \ B)

P(B)
:

Bemerkung

Es folgt
P(A \ B) = P(B) � P(AjB): (1)
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SatzF.14 (zur bedingtenWahrscheinlichkeit)

Sei (
 ; P) ein endlicherWahrscheinlichkeitsraum.

1. (Die bedingte Wahrscheinlichkeit ist ein Wahrscheinlich-
keitsma�)
SeiP(B) > 0. Durch

PB (A) := P(AjB)

ist ein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert. Ist A � B c oder
P(A) = 0, so ist P(AjB) = 0.
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2. (Formel der totalen Wahrscheinlichkeit)

Sei 
 =
nS

i =1
Bi mit Bi \ Bj = ; f•ur i 6= j (disjunkte Zerlegungvon 
).

Dann gilt f•ur jedesA � 
:

P(A) =
X

1� k� n;
P(Bk )> 0

P(Bk ) � P(AjBk ): (2)

Daherwird •uber alle Indizesk summiert,f•ur die P(Bk ) > 0. Wir

schreiben der K•urzehalber auch
"

nP

k=1
\ anstatt

"
P

1� k� n;
P(Bk )> 0

\ , wobei wir im

Fall P(Bk ) = 0 dasProdukt als 0 de�nieren.
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3. (Formel von Bayes)
Seineben den Voraussetzungenin 2. zus•atzlich noch P(A) > 0 erf•ullt.
Dann gilt f•ur jedes1 � i � n:

P(Bi jA) =
P(Bi ) � P(AjBi )

nP

k=1
P(Bk ) � P(AjBk )

:
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Bemerkung

Interpretation der Formel von Bayes

Wie durch das weiter unten folgendeBeispiel F.15 illustriert wird,
werden in der Formel von Bayes,die EreignisseBk als m•ogliche

"
Ursachen\ f•ur das beobachtete Ereignis (

"
Symptom\ ) A aufgefasst.

F•ur jedesEreignis Bk wird die A-priori-W ahrscheinlichkeit P(Bk ) als
bekannt vorausgesetztund ebensodie bedingten Wahrscheinlichkeiten
daf•ur, dassbei Eintreten von Ursache Bk auch das Symptom A
eintritt.
Mit Hilfe der Formel von Bayeswird f•ur ein Bi die
A-posteriori-Wahrscheinlichkeit berechnet unter der zus•atzlichen
Information, dassdas Symptom A beobachtet wird.
DieseVorgehensweiseder Korrektur von
A-priori-W ahrscheinlichkeiten aufgrund von Beobachtungen spielt in
der BayesischenStatistik ein wichtige Rolle.
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BeispielF.15 (DiagnostischerTest, vgl. [Krengel])

Eine Krankheit komme bei etwa 0; 5% der Bev•olkerung vor. Ein Test
zur Au�ndung der Krankheit f•uhre bei 99% der Kranken zu einer
Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden.Wir m•ochten die
Wahrscheinlichkeit daf•ur ermitteln, dasseine Person,bei der die
Reaktion eintritt, die Krankheit tats•achlich hat, und desWeiteren die
Wahrscheinlichkeit, dasseine Person,bei der keine Reaktion eintritt,
in Wirklic hkeit krank ist. Dazu de�nieren wir m•ogliche Ereignisse:

B1 :
"
Die Personhat die Krankheit. \ ;

B2 = BC
1 :

"
Die Personhat die Krankheit nicht.\ ;

A1 :
"
Test positiv\ ;

A2 = AC
1 :

"
Test negativ\ :
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Nach der Formel von Bayesgilt

P(B1jA1) =
P(B1) � P(A1jB1)

P(B1) � P(A1jB1) + P(B2) � P(A1jB2)

=
5 � 10� 3 � 0:99

5 � 10� 3 � 0:99+ (1 � 5 � 10� 3) � 0:02
� 0:2:

Die gesuchtebedingteWahrscheinlichkeit f•ur einetats•achliche
ErkrankungeinerPerson,bei der der Test positiv ist. betr•agt etwa 0:2.
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Auch die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dasseinenegativgetestetePerson
tats•achlichkrank ist, berechnenwir nachder Formel von Bayes:

P(B1jA2) =
P(B1) � P(A2jB1)

P(B1) � P(A2jB1) + P(B2) � P(A2jB2)

=
5 � 10� 3 � 0:01

5 � 10� 3 � 0:01+ (1 � 5 � 10� 3) � 0:98
� 5:1 � 10� 5:
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De�nition F.16 (E�zienz diagnostischerTests,s. [Sachs])

Wir betrachtenwie in BeispielF.15 einendiagnostischenTest f•ur eine
Krankheit. Der getestetePatient kann gesund(EreignisK C) oder
tats•achlichkrank sein(EreignisK ). Der Test kann positiv ausfallen,d.h.
der Patient wird als krank getestet(EreignisT+ ), oder negativ(Ereignis
T � = T C

+ ).

1. Die Spezi�t •at desTestsist die bedingteWahrscheinlichkeit
P(T � jK C) f•ur einennegativenTest, wennder Patient gesundist.

2. Die Sensitivit •at desTestsist die bedingteWahrscheinlichkeit
P(T+ jK ) f•ur einenpositivenTest, wennder Patient krank ist.
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Spezi�zit •at und Sensitivit•at k•onnenwir als G•utekriterium einesTests
ansehen.Siesolltenbeidenahebei 1 liegen.Die bedingte
Wahrscheinlichkeit P(K jT+ ) ist der Voraussagewert einespositiven
Testergebnissesbei Kranken, und P(K C jT � ) ist der Voraussagewert eines
negativenTestergebnissesbei Gesunden.Diesesollten idealerweise
ebenfallsnahebei 1 liegen.Sieh•angennachder Formel von Bayes
allerdingsauchvon der A-priori-Wahrscheinlichkeit f•ur die Krankheit ab,
welcheals die relativeH•au�gkeit

"
Anzahlder Kranken geteilt durch die

Gesamtzahlder Menschen\ (z.B. in einembestimmtenLand) de�niert
ist, der so genanntenPr•avalenz der Krankheit. DieseAbh•angigkeit kann
wie in BeispielF.15 zu niedrigenVoraussagewerten f•uhren,wenndie
Krankheit nur sehrseltenist, alsozu typischem

"
Fehlalarm bei seltenen

Ereignissen\ .
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Unabh•angigkeit von Ereignissen
BeispielF.17 (f•ur zwei unabh•angigeEreignisse)

Wir betrachten folgendesExperiment: Es wird zweimal mit einem
Laplace-W•urfel gew•urfelt. Wir betrachten das Ereignis A, dassdie

"
Summeder Augenzahlengerade\ und Ereignis B, dassder

"
zweite

Wurf eine 1\ ist. Es gilt P(A) = 1
2 ; P(B) = 1

6 ; P(A \ B) = 1
12 ; wie man

durch Abz•ahlen der jeweiligen Mengen sieht. Also

P(A \ B) = P(A) � P(B) , P(A) = P(AjB) , P(B) = P(BjA):

D.h. durch die zus•atzlichen Informationen, dassB eintritt, •andert sich
nichts an der (bedingten) Wahrscheinlichkeit daf•ur, dassA eintritt.

De�nition F.18 (Unabh•angigkeit zweierEreignisse)

Zwei EreignisseA und B hei�en voneinander unabh•angig, wenn die
Produktfo rmel

P(A \ B) = P(A) � P(B)

gilt.
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Bemerkung

1. Die Relation
"
A ist unabh•angigvon B\ ist symmetrisch, d.h.

"
A ist

unabh•angigvon B\ genaudann,wenn
"
B unabh•angigvon A\ ist. Aber

im allgemeinenist sienicht re
exiv (f •ur 0 < P(A) < 1 gilt z.B. , dass
P(A \ A) = P(A) 6= P(A) � P(A)) oder transitiv (aus

"
A ist unabh•angig

von B\ und
"
B ist unabh•angigvon C\ folgt i.a. nicht, dass

"
A

unabh•angigvon C\ ist, wie man f•ur die Wahl einesBeispielsmit A = C
mit 0 < P(A) < 1 und B = ; sieht.) 2. Ebensoist die
Nicht-Unabh•angigkeit zweierEreignissenicht transitiv. Als Gegenbeispiel
betrachtenwir den LaplaceschenWahrscheinlichkeitsraum(vgl.
De�nition F.4), bestehendaus
 := f 1; 2; 3; 4g und der Verteilung
P(f ! g) = 1

4 f•ur jedes! 2 
 sowie die EreignisseA := f 1; 2g, B := f 1g
und C := f 1; 3g. Man rechnetleicht nach,dassA nicht unabh•angigvon
B und B nicht unabh•angigvon C ist. Allerdingsist A unabh•angigvon C.
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De�nition F.19

(Unabh•angigkeit einer Familie von Ereignissen)
Sei f Ai ; i 2 Jg eine endliche Familie von Ereignissen.

1. Wir sagen,dassdie Produktfo rmel f•ur f Ai ; i 2 Jg gilt, wenn

P(
\

i 2 J

Ai ) =
Y

i 2 J

P(Ai ):

2. Wir sagen,dasseine (nicht unbedingt endliche) Familie
A = f Ai ; i 2 Ig von Ereignissenunabh•angig ist, wenn f•ur jede
endliche Teilfamilie f Ai ; i 2 Jg mit J � I die Produktformel gilt.
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Produktexperimente
De�nition F.20 (Produkt von Wahrscheinlichkeitsr•aumen)

Die Menge


 =
nY

i =1


 i = 
 1 � � � 
 n (3)

= f (! 1; : : : ; ! n) j ! i 2 
 i f•ur i = 1; : : : ; ng

hei�t das (kartesische) Produkt oder auch die Produktmenge von
(
 i )1� i � n. Durch die Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(! ) =
nY

i =1

Pi (! i ) (4)

ist ein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert, das wir ebenfalls mit P
bezeichnen. Wir nennen(
 ; P) das Produkt der Wahrscheinlichkeits-
r•aume (
 i ; Pi )1� i � n. { 231 {
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SatzF.21

(Eindeutigk eit des Produkts von Wahrscheinlichkeitsr•aumen)

1. Durch (4) ist tats•achlichein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert.

2. SeiXi die i -te Koordinatenfunktionauf 
 , d.h. Xi (! ) = ! i . Dann gilt
f•ur Ai 2 
 i (i = 1; : : : ; n):

P(
n\

i =1

f Xi 2 Ai g) =
nY

i =1

Pi (Ai ): (5)

Hierbei folgendeNotation f•ur als Urbild de�nierte Mengen:

f Xi 2 Ai g = f ! = (! 1; : : : ; ! n) 2 
 jXi (! ) = ! i 2 Ai g:

Insbesonderegilt dann

P(f Xn 2 Ak g) = Pk (Ak ) f•ur alle 1 � k � n. (6)

3. Das durch (4) de�nierte Wahrscheinlichkeitsma� ist daseinzigeMa�
auf 
 , bez•uglich dessenjedeMengenfamilie(f Xi 2 Ai g)1� i � n

unabh•angig ist und f•ur die (6) gilt.
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BeispielF.22 (n-facherM•unzwurf)

Wir betrachten eine Folge von n unabh•angigenEinzelexperimenten,
die jeweils durch die Ergebnismenge
 i = f K ; Zg und das
Wahrscheinlichkeitsma�

Pi (! i ) =
�

p f•ur wi = K ;
1 � p f•ur wi = Z;

(mit 1 � i � n) beschrieben sind. Hierbei ist 0 � p � 1.
Die Produktmenge ist


 = f 0; 1gn = f (w1; : : : ; wn)jwi 2 f K ; Zg; 1 � i � ng;

und das Wahrscheinlichkeitsma� ist gegeben durch seine
Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(! ) =
nY

i =1

Pi (! i ) = pk (1 � p)n� k ; (7)

wobei k die Anzahl der Indizes i mit ! i = 1 ist. { 233 {
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De�nition F.23 (Bernoulli-Verteilung)

Der in Beispiel F.22 betrachtete Produktraum (
 ; P) hei�t
Bernoulli-Exp eriment mit Erfolgswahrscheinlichkeit p, und P hei�t
Bernoulli-V erteilung .

BeispielF.24 (Binomialverteilung)

Wir f•uhrenBeispielF.22 fort. Sei f•ur 0 � k � n mit Ek dasEreignis
bezeichnet,dassgenauk-mal ein Erfolg (eine 1) eintritt. Es gibt genau�

n
k

�
solcher! 2 
. Also

P(Ek ) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n� k =: bn;p(k): (8)
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Wir •uberpr•ufen durch einekurzeRechnung,dassdie Summeder P(Ek )
gleich1 ist:

nX

k=0

bn;p(k) =
nX

k=0

�
n
k

�
pk (1 � p)n� k = (p � (1 � p)) k = 1:

Dabei haben wir im erstenSchritt die binomischeFormel verwendet.

0 1 2 3 4 5EE- s E+s

0.2
0.4
0.6
0.8

1

0 1 2 3 4 5EE- s E+s

0.2
0.4
0.6
0.8

1

Abbildung: Stabdiagrammef•ur die Binomialverteilungenb5; 1
2

und b5; 2
3
.
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Zufallsvariablen

De�nition F.25 (Zufallsvariable)

Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und � eine Menge.
Eine Funktion X : 
 ! � hei�t Zufallsexperiment mit Werten in
� (oder auch � -wertige Zufallsvariable). Falls � = R, hei�t X reelle
Zufallsvariable.

Bemerkung

•Ublicherweisewird eine so genannte Unbestimmte, z.B. das Argument
einer Funktion, als Variable bezeichnet. Man beachte, dassmit
Zufallsvariable selber eine Funktion gemeint ist (deren Wert mit dem
zuf•alligen Argument variiert).
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BeispielF.26 (f•ur reelleZufallsvariablen)

1. Geldwette bei M •unzwurf: Ein einfacherM•unzwurf seidurch

 = f K ; Zg; P(K ) = p; P(Z) = 1 � p modelliert, wobei 0 � p � 1. Bei
Kopf erh•alt man 2 Euro Gewinn,bei Zahl verliert man 1 Euro. Der
Gewinn(Verlust) ist einereelleZufallsvariable:

X : 
 ! f� 1; 2g 2 R;

X(K ) = 2;

X(Z) = � 1:

2. W•urfeln: 
 = f 1; : : : ; 6g, wobei mit ! = 1 dasElementarereignis
"
Es

wird eine1 gew•urfelt.\ gemeintist. SeiX die Zufallsvariable, die jedem
Wurf die erzielteAugenzahlzuordnet, alsoz.B.

X(1) = 1;

wobei die 1 auf der linken SeitedasElementarereignis
"
Es wird eine1

gew•urfelt.\ bezeichnetund die 1 auf der rechtenSeitedie reelleZahl 1.
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3. VergleicheBeispielF.24: Wir betrachtendie Binomialverteilung zum
n-maligenM•unzwurfmit ErgebnisseneineseinzelnenM•unzwurfesin
f K ; Zg. Die Anzahlder Erfolge(Kopf) seimit X (! ) bezeichnet,also

X : 
 = f K ; Zgn ! f 0; : : : ; ng; (9)

(! 1; : : : ; ! n) 7!
nX

i =1

Xi (! );

wobei

X : 
 ! f 0; ng;

Xi (! ) =
�

1 f•ur wi = K ;
0 f•ur wi = Z:

Die ZufallsvariableX ist alsodie Summeder ZufallsvariablenXi .
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SatzF.27

(Eine Zufallsvariable de�niert eine Wahrscheinlichkeitsfunktion auf
dem Bildraum)
Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : 
 ! �
eine Zufallsvariable. Dann ist auf � eine Wahrscheinlichkeitsfunktion
PX durch

PX : � ! [0; 1];

PX (y) = P
�
f X = yg

�

=
X

! 2 
 ;X (! )= y

P(! )

de�niert. Hierbei bezeichnet f X = yg := f ! 2 
 jX (! ) = yg die
Urbildmenge von y bez•uglich der Abbildung X.

{ 239 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

Zufallsvariablen

De�nition F.28 (VerteilungeinerZufallsvariablen)

Das Wahrscheinlichkeitsma� zur Wahrscheinlichkeitsfunktion PX aus
Satz F.27 hei�t Verteilung von X bez•uglich P oder auch das
Wahrscheinlichkeitsma� von X bez•uglich P.

Bemerkung:Wichtigkeit von Verteilungen

Meistens interessiert man sich ausschlie�lic h f•ur die Verteilung von
Zufallsvariablen X und nicht f•ur das Wahrscheinlichkeitsma� P auf 
 .
Wir hatten schon in Beispiel F.5 gesehen,dassverschiedeneWahlen
von 
 m•oglich sein k•onnen. Oftmals ist der

"
steuernde

Wahrscheinlichkeitsraum\ nicht explizit bekannt oder sehr
kompliziert.
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BeispielF.29 (BinomialverteilungalsVerteilungsma�)

Das in (8) durch die Binomialverteilung de�nierte
Wahrscheinlichkeitsma� P auf der Menge f E0; : : : ; Eng k•onnen wir
o�ensichtlich auch als die Verteilung der Zufallsvariablen X aus (9) in
Beispiel F.26 au�assen, also als Wahrscheinlichkeitsma� auf der
Menge f 0; 1; : : : ng. Ein Element k aus dieserMengeentspricht dabei
der Menge Ek aus Beispiel F.26. Also

PX (k) = bn;p(k):

De�nition F.30 (Unabh•angigkeit von Zufallsvariablen)

Sei (
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Familie (Xi ) i 2 I

von Zufallsvariablen Xi : 
 ! � i (mit i 2 I ) hei�t unabh•angig, wenn
f•ur jede endliche TeilmengeJ � I und jede Wahl von Aj � � j f•ur alle
j 2 J die Familie (f Xj 2 Aj g) j 2 J unabh•angig ist. (vgl. De�nition F.19).
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Bemerkung:Interpretation der Unabh•angigkeit von
Zufallsvariablen

Seienz.B. X1 und X2 zwei voneinanderunabh•angigeZufallsvariablen
mit Werten in � 1 und � 2, respektive. Die Verteilung von X2 k•onnen
wir als

"
Voraussage\ •uber den zuf•alligen Wert von X2 interpretieren.

SeienA2 � � 2 und x1 2 � 1 mit P(f X1 = x1g) > 0. Die Kenntnis, dass
X1 den Wert x1 annimmt, erm•oglicht uns keine

"
bessere\ Voraussage

•uber den Wert von X2. Dies wird an Beispiel F.31 veranschaulicht
werden.

Bemerkung:Produktformel f•ur unabh•angigeZufallsvariablen

F•ur unabh•angigeZufallsvariablen X1; : : : ; Xn mit Xi : 
 ! � i gilt

P(X1 2 A1 ^ � � � ^ Xn 2 An) =
nY

i =1

P(Xi 2 Ai )

f•ur jede Wahl von EreignissenAi � � i . Die Berechnung der
Wahrscheinlichkeit von solchen Ereignissender Form
f X1 2 A1g \ : : : \ f Xn 2 Ang ist also besonderseinfach.
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BeispielF.31 (Voneinanderunabh•angigeM•unzw•urfe)

Wir betrachten den zweifachen M•unzwurf aus Beispiel F.22 (also
n = 2). Auf 
 = f K ; Zg2 ist das Produktma� geradeso de�niert, dass
die beiden Zufallsvariablen

Xi : 
 ! f K ; Zg;

(! 1; ! 2) 7! ! i ;

von denenX1 geradeden Ausgangdesersten Wurfs beschreibt und X2

den deszweiten, voneinanderunabh•angig sind, was anschaulich auch
klar sein sollte. Es gilt z.B.

P(f X1 = K ^ X2 = K g) = P1(K ) � P2(K )

= P(f X1 = K g) � P(f X2 = K g);

wobei wir im ersten Schritt die Produktformel (7) f•ur die
Wahrscheinlichkeitfunktion verwendet haben.
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Erwartungswert, Varianz,Kovarianz
In einemSpielwie in BeispielF.26 interessiertunsder zu erwartende
Gewinnund allgemeinder

"
mittlere Wert\ einerreellenZufallsvariablen.

De�nition F.32 (Erwartungswert einerreellenZufallsvariablen)

Sei X eine reelle Zufallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum
(
 ; P). Der Erwartungswert von X ist de�niert als

EX := E(X) :=
X

! 2 


X(! ) � P(! ) =
X

x2 R

x � PX (x): (10)

Bemerkung:Erwartungswert einerVerteilung

In (10) ist PX die Verteilung von X (s. De�nition F.28). Lediglich
solche Summandensind ungleich 0, f•ur die PX (x) > 0. Dies sind aber
nur endlich viele, da der De�nitionsb ereich und somit der Bildb ereich
von X endlich ist. In (10) wird der

"
steuerndeWahrscheinlichkeits-

raum \ 
 nicht explizit erw•ahnt. Der Erwartungswert ist also eine
Eigenschaft der Verteilung. Durch (10) ist der Erwartungswert der
Verteilung PX de�niert, und analog de�niert man allgemein den
Erwartungswert eines Wahrscheinlichkeitsma�es auf endlichen
Mengen reeller Zahlen.
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SatzF.33 (EigenschaftendesErwartungswertes)

1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. f•ur reelle Zufallsvaraiblen
X; Y und � 2 R gilt

E(� X + Y ) = � � E(X) + E(Y ): (11)

2. Sind X; Y unabh•angig, so gilt

E(X � Y ) = E(X) � E(Y ):

Hierbei bezeichnet X � Y das Produkt der beiden Zufallsvariablen.
Diesedurch (X � Y )( ! ) = X(! ) � Y (! ) de�nierte Produktfunktion
ist wieder eine reelle Zufallsvariable auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum.
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BeispielF.34 (f•ur Erwartungswerte speziellerVerteilungen)

1. Wir berechnenden Erwartungswert der Binomialverteilung zu den
Parameternn und p (s. (8)) auf zwei verschiedeneWeisen.

1. Methode:

E(X) =
X

k=0

k
�

n
k

�
pk (1 � p)n� k

= np
nX

k=1

(n � 1)!
(k � 1)!

�
(n � 1) � (k � 1)

�
!
p(k � 1)(1 � p)

�
(n� 1)� (k � 1)

�

= np
~nX

~k=0

�
~n
~k

�
p

~k (1 � p)~n� ~k

= np(p + (1 � p)) ~n

= np:

Dabei haben wir die Substitution n � 1 = ~n und k � 1 = ~k verwendet.
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2. Methode: Wir verwenden(11) (Linearit •at von E). Es gilt

X = X1 + � � � + Xn

mit Xi : 
 ! f 0; 1g, P(f Xi = 1g) = p, P(f Xi = 0g) = 1 � p, also
E(Xi ) = p und somit

E(X) =
nX

i =1

E(Xi ) = np:

2. Wir berechnenden Erwartungswert f•ur die Augenzahlbeim
Laplace-W•urfel, gegeben durch 
 = f 1; : : : ; 6g und P(! ) = 1

6 f•ur
! 2 
. Die Zufallsvariable X gibt die Augenzahlan. (S. BeispielF.26)
Wir erhalten

E(X) =
6X

i =1

i �
1
6

= 3:5 : (12)

Insbesonderesehenwir, dassder Erwartungswert i.a. nicht als Wert von
der Zufallsvariablenangenommenwird.
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3. Wir vergleichendasletzte Beispielmit der ZufallsvariablenY , de�niert
auf demselben (
 ; P) durch

Y (! ) = 3:5 f•ur ! 2 f 1; : : : ; 6g:

DieseZufallsvariable hat den gleichenErwartungswert wie der
Laplace-W•urfel:

E(Y ) = 3:5:

Dennoch sind die beidenZufallsvariablennicht gleichverteilt.Wie durch
die Stabdiagramme in der folgendenAbbildungveranschaulichtwird, ist
die VerteilungPy deterministisch,wohingegenPx um den
Erwartungswert streut.
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Abbildung: Stabdiagrammef•ur den Laplace-W•urfel und f•ur eine
determinstischeZufallsvariable
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De�nition F.35

(Varianz, Streuung, Kovarianz, Korrelationskoe�zient)
Seien(
 ; P) ein endlicherWahrscheinlichkeitsraumund X; Y reelle
Zufallsvariablen.

1. Die Varianz von X ist

Var(X) = E
�
(X � E(X))2�

:

2. Die Streuung (oder Standardabweichung) von X ist

� =
p

Var(X):

3. Die Kovarianz von X und Y ist

Cov(X ; Y ) = E
�
(X � E(X)

�
�
�
Y � E(Y )

�
):

4. Der Korrelationskoe�zient von X und Y (mit � x ; � y 6= 0) ist

� X ;Y =
Cov(X ; Y )

� x � y
: (13)

5. ZufallsvariablenX; Y mit Cov(X ; Y ) = 0 hei�en unkorreliert .
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SatzF.36 (Eigenschaftenvon Varianzund Kovarianz)

SeienX; Y ; Xi (f•ur 1 � i � n) reelleZufallsvariablenund a; b; c; d 2 R.
Dann gilt:

1.
Var(X) = E(X 2) �

�
E(X)

� 2
: (14)

2.
Var(aX + b) = a2 � Var(X): (15)

3.
Cov(X ; Y ) = E(XY ) � E(X) � E(Y ): (16)

4.
Cov(aX + b; cY + d) = a � c � Cov(X ; Y ); (17)
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5.

Var(X1 + � � � + Xn) =
nX

i =1

Var(Xi ) +
X

(i ; j );
i 6= j

Cov(Xi ; Xj ); (18)

wobei in der letzten Summedie SummandenCov(X1; X2) und
Cov(X2; X1) etc. auftreten.

6. Sind X; Y unabh•angig,so sind sieauchunkorreliert.

7. (Formel von Bienaym�e) WennX1; : : : ; Xn unabh•angigsind, danngilt

Var(X1 + � � � + Xn) =
nX

i =1

Var(Xi ): (19)

Bemerkung

(Aus Unkorreliertheit folgt nicht Unabh•angigkeit)
Aus der Unkorreliertheit von Zufallsvariablen folgt im Allgemeinen
nicht deren Unabh•angigkeit, wie wir in Beispiel F.41 sehenwerden.
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BeispielF.37 (Varianzbei der AugenzahldesLaplace-W•urfels)

Es gilt f•ur das zweite Moment der Augenzahl X desLaplace-W•urfels:

E(X 2) =
6X

i =1

i2 �
1
6

=
91
6

:

Daraus erhalten wir nach (14) und unter Verwendeungvon (12)

Var(X) = E(X 2) � (E(X))2) (20)

=
91
6

� 3:52 =
35
12

:

Die Streuung ist also � X � 1:71.
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BeispielF.38 (Varianzder Binomialverteilung)

Mit Hilfe der Formel von Bienaym�e (19) berechnen wir analog zur 2.
Methode in Beispiel F.34 die Varianz der Binomialverteilung zu den
Parametern n unf p. Die Varianz von Xi ist

Var(Xi ) = (0 � E(Xi )) � P(Xi = 0) + (1 � E(Xi )) � P(Xi = 1)

= (� p)2 � (1 � p) + (1 � p)2 � p = p (1 � p):

Aus der Unabh•angigkeit der Xi folgt also

Var(X) = Var(
nX

i =1

Xi ) =
nX

i =1

Var(Xi ) = n p (1 � p):
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Zur Veranschaulichungvon Korrelation f•uhrenwir noch denwichtigen
Begri� der gemeinsamenVerteilungein und beschr•anken uns dabei hier
auf denFall zweier reellwertiger Zufallsvariablen.Zur naheliegenden
Verallgemeinerungauf den Fall von endlichvielenZufallsvariablenmit
Werten in beliebigenMengens. z.B. [Krengel]

De�nition F.39

(Gemeinsame Verteilung zweier reeller Zufallsvariablen)
SeienX; Y : 
 7! R zwei auf derselben Ergebnismenge
 de�nierten
reellwertigen Zufallsvariablen. Die Verteilung PX � Y (vgl. De�nition
F.28) der Produktfunktion

X � Y : 
 7! R2

heisst gemeinsame Verteilung von X und Y . Die Funktion X � Y
nimmt genaudie Werte (x; y) 2 R2 mit positiver Wahrscheinlichkeit
an, f•ur die PX (x) > 0 und PY (y) > 0 gilt und gem•a� Satz F.27
erhalten wir

PX � Y (x; y) = P(! 2 
 : X (! ) = x und Y (! ) = y): { 255 {
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BeispielF.40 (Korrelationbei Merkmalsverteilung)

SeienX1 und X2 Zufallsvariablenmit Werten in f 0; 1g. Die
Produktzufallsvariable X1 � X2 nehmedie Werte (0; 0), (1; 0), (0; 1) und
(1; 1) mit denWahrscheinlichkeiten 1

10, 1
5 , 3

10, 2
5 , respektive, an. Wir

schreiben abk•urzendPX1� X2(1; 1) statt PX1� X2(f (1; 1)g) etc. Wir stellen
die gemeinsameVerteilungsowie die Verteilungenvon X1 und X2

tabellarischdar:

X2 = 0 X2 = 1 Verteilungvon X1:
X1 = 0 1=10 3=10 2=5
X1 = 1 1=5 2=5 3=5

Verteilungvon X2: 3=10 7=10

Die Verteilungvon X1 und X2 steht o�ensichtlich im oberenlinken Teil
der Tabelle.Die Verteilungvon X1 steht in der unterenZeile.Die Werte
wurdenals Summeder Zahlender jeweiligenSpaltenberechnet.Ebenso
steht die Verteilungvon X2 in der rechtenSpalte.DieseWerte sind
jeweilsdie Zeilensummen(aus demTabellenteilder gemeinsamen
Verteilung). EineKontrollrechnungzeigt, dassdie Summeder Werte der
unterenZeile (der rechtenSpalte) jeweils1 ergeben.
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Wir berechnennun die Kenngr•o�en der Verteilungen.

E(X1) = 0 �
2
5

+ 1 �
3
5

=
3
5

;

E(X 2
1 ) =

3
5

;

Var(X1) =
3
5

�
�

3
5

� 2

=
6
25

;

� X1 =

r
6
25

� 0:49:

E(X2) =
7
10

; E(X 2
2 ) =

7
10

;

Var(X2) =
7
10

�
�

7
10

� 2

=
21
100

;

� X2 =

r
21
100

� 0:46:
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E(X1 � X2) =
2
5

;

Cov(X1; X2) = E(X1 � X2) � E(X1) � E(X2)

=
2
5

�
3
5

�
7
10

= �
1
50

;

� X1;X2 =
� 1

50q
6
25 � 21

100

� � 0:089:

Die ZufallsvariablenX1 und X2 sind nicht voneinanderunabh•angig,da
Ihre Kovarianz ungleich0 ist. (Es gilt n•amlich:

"
Unabh•angigkeit )

Kovarianz gleich0\ .) Der Betrag ihresKorrelationskoe�zienten ist
allerdingsauchnicht besondersgro�, d.h. nahebei 0.
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Bemerkung:Interpretation von Korrelation

1. (geometrische Sichtweise)
Wir k•onnendie Kovarianz als Skalarprodukt in Rn mit n = j
 j au�assen.
Hierzunehmenwir an, dassalle Elementarereignisseeinepositive
Wahrscheinlichkeit haben. Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov(X ; Y ) � � x � y

und somit f•ur � x ; � y 6= 0:

� 1 � � X ;Y � 1:

Den Korrelationskoe�zienten k•onnenwir dannals
"
Kosinusdes

nicht-orientiertenWinkelszwischenX und Y\ au�assen.

2. (Ko rrelation als linearer Zusammenhang)
F•ur zwei ZufallsvariablenX und Y deutet ein Korrelationskoe�zient
� X ;Y nahebei 1 auf eine

"
Tendenz\ der VariablenX � E(X) und

Y � E(Y ) hin, gemeinsamgro�e bzw. kleinebzw. stark negativeWerte
anzunehmen,alsoauf einen

"
linearen Zusammenhang\ . Analogesgilt f•ur

� X ;Y nahebei � 1. Wir veranschaulichendiesin BeispielF.41.
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BeispielF.41

(Illustration von speziellen gemeinsamen Verteilungen und
Korrelation)
Die hier diskutiertenBeispielef•ur gemeinsameVerteilungensind in der
folgendenAbbildunggraphischdargestellt.Die Werte der jeweiligen
Verteilungenmit positiver Wahrscheinlichkeit sind als Punkte in die
x-y-Ebeneeingezeichnet,wobei (x; y) Werte der Funktion X � Y sind.
EinesolcheDarstellungk•onnte noch pr•azisiertwerden,indemman zu
jedemPunkt die Wahrscheinlichkeit schreibt,wasbei einerkleinen
Anzahlvon Punkten noch •ubersichtlichw•are. Der Einfachheithalber
habe hier jeweils jederPunkt die gleicheWahrscheinlichkeit.
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1. SeiX eineZufallsvariablemit Varianz � 2
X > 0 und seiY = aX + b mit

a 6= 0. Wir berechnenunter Verwendungder S•atze F.33 und F.36 den
Korrelationskoe�zienten von X und Y .

Var(Y ) = a2 Var(X); ) � Y = jaj � � X ;

Cov(X ; Y ) = Cov(X ; aX + b) = aCov(X ; X) = a� 2
X ;

� X ;Y =
a� 2

X

� X jaj� X
= sign(a):

Der Korrelationskoe�zient � X ;Y ist also1 oder � 1, je nachdem,ob a
positiv oder negativ ist. In denAbbildungen(a) und (b) sindBeispielef•ur
solchegemeinsamenVerteilungenvon X und Y dargestellt.Die Punkte
der gemeinsamenVerteilungliegenauf einerGeraden.Wir bemerken
auch,dassim Fall a = 0, alsoY = b, die ZufallsvariableY
deterministischist und somit Varianz Null hat. Auch hier liegendie
Punkte der gemeinsamenVerteilungvon X und Y auf einerGeraden
(nicht abgebildet),aber der Korrelationskoe�zient ist im Sinnevon
De�nition F.35 nicht de�niert.
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(b) Die Punkte liegen
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(c) Die Punkte streuen
schwach um eine stei-
gende Gerade

{ 262 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

Erwartungswert, Varianz, Kovarianz
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r » - 1

(d) Die Punkte streuen
schwach um eine fallen-
de Gerade
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r »0

(e) Punktwolke ohne
zuzuordnender Gerade
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20
r =0

(f ) Nicht-lineare funk-
tionale Abh•angigkeit

Abbildung: Illustration von Korrelationskoe�zienten mit Hilfe von
gemeinsamenVerteilungen

{ 263 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

Erwartungswert, Varianz, Kovarianz

2. In denAbbildungen(c) und (d) sind die gemeinsamenVerteilungen
von Zufallsvariablendargestellt, derenKorrelationskoe�zient nahebei 1
bzw. nahebei -1 liegt. Die Punkte liegenzwar nicht auf einerGeraden,
aber man kann k•onnte jederder VerteilungeneineGeradezuordnen,von
der die Punkte

"
nicht allzu sehr\ abweichen.EinesolcheZuordnung

geschiehtz.B. mit Hilfe von linearer Regression.

3. Der in Abbildung(e) dargestelltenVerteilungw•are optischnur schwer
eineGeradezuzuordnen.Der Korrelationskoe�zient in diesemBeispiel
liegt nahebei 0.
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4. Wir betrachtennun noch ein sehrspeziellesBeispiel.Die gemeinsame
Verteilungvon X und Y sei

PX � Y (� 1; 1) = PX � Y (0; 0) = PX � Y (1; 1) =
1
3

dargestellt. Die Kovarianz von X und Y ist

Cov(X ; Y ) =
X

(x;y)

x � y � PX � Y (x; y) =
1
3

� (1 � (� 1) + 0 � 0 + 1 � 1) = 0:

Dabei haben wir in der erstenZeile •uber alle Werte (x; y) mit positiver
Wahrscheinlichkeit summiert.Die beidenZufallsvariablensind alsonicht
korreliert. Ihr Korrelationskoe�zient ist gleich0.
Wir bemerken noch, dassY nicht unabh•angigvon X ist (s. De�nition
F.30). Im Gegenteil,esbestehtsogar ein funktionalerZusammenhang
zwischenbeidenVariablen.Kennt man den Wert von X, so auchden von
Y . DieserZusammenhangist aber nicht linear (vgl.16).
Analogzu diesemBeispielsind die Zufallsvariablen,derengemeinsame
Verteilungin Abbildung(f ) dargestellt ist, unkorreliert, obwohl ein
funktionalerZusammenhangzwischenihnenbesteht.
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DasschwacheGesetzder gro�en Zahlen
In diesemAbschnitt formulierenwir mit Satz F.43 eineVersiondes
schwachenGesetzesder gro�en Zahlen,dasinsbesondereeinen
Zusammenhangzwischendemabstrakt eingef•uhrten Begri� der
Wahrscheinlichkeit und relativenH•au�gkeiten bei einerFolgeauslauter
voneinanderunabh•angigenZufallsexperimentenherstellt, die alle den
gleichenErwartungswert haben.

Der folgendeSatz liefert uns eineAbsch•atzung f•ur die Wahrscheinlichkeit
der AbweichungeinerZufallsvariablenvon ihrem Erwartungswert um
mehr als einevorgegebeneKonstante.DieseAbsch•atzungbenutzt nur die
Varianz der Zufallsvariablen,ohneirgendwelcheweiterenBedingungenan
die Verteilungzu stellen,und ist damit anwendbar sobaldman die
Varianz kennt. Allerdingsist sie in vielenF•allen auchnur sehrgrob oder
gar v•ollig nutzlos,z.B. wenndie rechteSeitein (21) gr•o�er gleich1 ist.
Dennoch liefert sieuns einensehreinfachenBeweisdesschwachen
Gesetzesder gro�en Zahlen.

{ 266 {

Mathematik f•ur Informatik er III

Endliche Wahrscheinlichkeitsr•aume

Das schwache Gesetzder gro�en Zahlen

SatzF.42 (Tschebysche�-Ungleichung)

Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (
 ; P). Dann gilt f•ur jedes� > 0:

P(jX � E(X)j > � ) �
Var(X)

� 2 : (21)

Beweis: SeiZ = X � E(X). Wir de�nieren zu Z 2 eineMinorante, d.h.
eineZufallsvariable Y mit Y (! ) � (Z (! )) 2:

Y (! ) :=
�

0 f•ur jZ (! )j < �;
� 2 f•ur jZ (! )j � �:

Mit Hilfe dieserMinorante k•onnenwir den Erwartungswert von Z 2 nach
unten absch•atzen:

Var(X) = E(Z 2) � E(Y )

= � 2 � P(Y = � 2)

= � 2 � P(jX � E(x)j � � ):
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SatzF.43 (DasschwacheGesetzder gro�en Zahlen)

SeienX1; X2; : : : unabh•angigeZufallsvariablen mit den gleichen
Erwartungswerten E(X1) und Var(Xi ) � M . Dann gilt

P
� �

�
�
�
1
n

(X1 + � � � + Xn) � E(X1)

�
�
�
� � �

�
�

M
� 2n

; (22)

insbesondere

lim
n!1

P
� �

�
�
�
1
n

(X1 + � � � + Xn) � E(X1)

�
�
�
� � �

�
= 0:

Beweis: SeiS(n) = X1+ ��� + Xn
n . Dann ist E(S(n) ) = E(X1), und

Var(S(n) ) =
1
n2 Var(X1 + � � � + Xn) =

1
n2 � n � M =

M
n

;

wobei wir im vorletzten Schritt die Unabh•angigkeit von (Xi ) i verwendet
haben. Die Behauptungfolgt nun ausder Tschebysche�-Ungleichung. { 268 {
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BeispielF.44 (n-maligesW•urfeln)

In Beispiel F.34 hatten wir schon den Erwartungswert E(Xi ) = 3:5
und in Beispiel F.37 die Varianz f•ur die Augenzahl beim einfachen
Wurf desLaplace-W•urfels berechnet. Wir betrachten nun zum
n-fachen Wurf die gemittelte SummeS(n) = 1

n (X1 + : : : + Xn) der
Augenzahlen.Nach dem schwachen Gesetzder gro�en Zahlen (Satz
F.43) ist zu einer vorgegebenenSchranke � > 0 bei h•au�gem W•urfeln
die Wahrscheinlichkeit, dassdie beobachtete mittlere Augenzahl um
mehr als � von ihrem Erwartungswert E(S(n)) = 3:5 abweicht klein,
vorausgesetztn ist hinreichend gro�. Doch wie oft mussman z.B.
w•urfeln, damit f•ur � = 0:1 die Wahrscheinlichkeit einer Abweichung
kleiner ist als 0:01? Hier geben wir mit einer sehr groben Absch•atzung
zufrieden, die auf der Tschebysche�-Ungleichung (Satz F.42) beruht,
und wollen damit nur (22) an einem Beispiel illustrieren.
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Wir erhaltenmit M = 35
12 und � = 0:1:

P
� �

�
�S(n) � 3:5

�
�
� � 0:1

�
�

35
12� 0:1 � n

: (23)

Die rechteSeiteder Absch•atzung (23) ist kleineroder gleich0:01, falls
n � 4200.D.h. wennman 4200mal oder noch h•au�ger w•urfelt, dann
weicht die mittlere Augenzahlmit einerWahrscheinlichkeit von h•ochstens
1% um 0.1 oder mehr vom ihrem Erwartungswert ab.
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Bemerkung:Zum schwachenGesetzder gro�en Zahlen

Das schwache Gesetzder gro�en Zahlen sagt, dassin der Situation in
Satz F.43 f•ur

"
gro�e\ n der gemittelte Wert S(n) = 1

n (X1 + : : : + Xn)
mit

"
gro�er\ Wahrscheinlichkeit (also einer solchen nahe bei 1) vom

Erwartungewert E(S(n) ) = E(Xi ) "
nicht stark\ abweicht. Wenn man

den Erwartungswert der Augenzahl bei einem W•urfel statistisch
durch viele W•urfe ermitteln will, f•uhrt man aber z.B. eine recht lange
Versuchsreihevon W•urfen durch, die einer Folge X1; X2; : : : entspricht
und betrachtet entsprechend die Folge der gemittelten Werte
S(1) ; S(2) ; : : : Das schwache Gesetzder gro�en Zahlen sagt, dassf•ur ein
vorgegbenes� f•ur hinreichend gro�e n die Wahrscheinlichkeit f•ur eine
Abweichung jS(n) � E(X1)j > �

"
klein\ ist, schlie�t aber nicht aus, das

f•ur eine betrachtete Folge von W•urfen dieseAbweichung
"
immer

wieder mal\ auftritt. Aber das starke Gesetz der gro�en Zahlen, das
wir hier nicht als mathematischen Satz formulieren, sagt, dassf•ur fast
alle Folgen (von W•urfen) die Folge der Werte von S(n) tats•achlich
gegenE(X1) konvergiert. Das bedeutet, die Wahrscheinlichkeit f•ur
dieseKonvergenzist gleich 1.
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F- 2 UnendlicheWahrscheinlichkeitsr•aume
De�nition F.45 (DiskreterWahrscheinlichkeitsraum)

Seien
 eineh•ochstensabz•ahlbare Mengeund P : P(
) ! [0; 1] eine
Funktion. Dann hei�t (
 ; P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
wenn folgendesgilt:

P(
) = 1: (24)

F•ur jedeFolgeA1; A2; ::: paarweiserdisjunkterTeilmengenvon 
 ist

P
� 1[

i =1

Ai
�

=
1X

i =1

P(Ai ): (25)

Eigenschaft(25) hei�t � -Additivit •at .

Vorsicht: bei der Summationist die Summierbarkeit (absolute
Konvergenz)i.a. nicht gew•ahrleistet.
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BeispielF.46 (f•ur einenunendlichendiskreten
Wahrscheinlichkeitsraum)

(Poisson-Verteilung)
EinebestimmteMasseeinerradioaktivenSubstanzzerf•allt. Die Anzahl
der Zerf•alle X[0;T ] im Zeitintervall [0; T ] ist eineZufallsvariable.Dabei
nehmenwir an, dassdie Gesamtzahlder radioaktivenTeilchensich im
betrachtetenZeitraum nicht wesentlich•andert. Als mathematisches
Modell nehmenwir die Verteilung

P� (X[0;T ] = k) = e� � T (� T )k

k!
f•ur k 2 f 0; 1; 2; :::g; (26)

mit einemParameter� > 0, die in der folgendenAbbildungillustriert ist.
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Abbildung: Stabdiagrammevon Poisson-Verteilungenmit den Parametern
� = 1 und T = 1, bzw. T = 2
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Es gilt f•ur den Erwartungswert, daszweite Moment und die Varianz der
Verteilung:

E(X[0;T ]) =
1X

k=0

k � P� (X = k) =
1X

k=0

k e� � T (� T )k

k!

= � T � e� � T
1X

k=1

(� T )k� 1

(k � 1)!
= � T � e� � T

1X

l =0

(� T ) l

l !

= � T � e� � T � e� T = � T ;

E((X[0;T ])
2) =

1X

k=0

k2 � P� (X = k) = ::: = (� T )2 + � T

( •Ubungsaufgabe 6, Serie6)
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Var(X[0;T ]) = E((X[0;T ])
2) � (E(X[0;T ]))

2 = � T :

Desweiterengilt
dE(X[0;T ])

dT
= �;

d.h. � ist die Zerfallsrate= mittlere Anzahlder Zerf•alle
Zeit .

Beispielf•ur eineVerteilungohneendlichenErwartungswert siehe
•Ubungsaufgabe 7, Serie6.
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KontinuierlicheWahrscheinlichkeitsr•aume

hier: 
 Intervall, z.B. [0; 1], [0; 1 [, ] � 1 ; 1 [.

De�nition F.47

(W ahrscheinlichkeitsma�e mit einer Dichtefunktion)
Sei 
 = [a; b] ein Intervall mit a < b. 1. EineWahrscheinlichkeitsdichte
auf 
 ist eineintegrierbare Funktion f : 
 ! R mit

1. Nicht-Negativit•at:

f � 0; d.h. f (! ) � 0 f•ur alle ! 2 
 :

2. Normiertheit:
bZ

a

f (! )d! = 1:

Die De�nition im Falle von (halb-) o�enen Intervallen
 ist analog. { 277 {
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2. Das zur Dichte f geh•orendeWahrscheinlichkeitsma� P ist auf
Intervallendurch

P([a0; b0]) =

b0Z

a0

f (! ) d! (27)

de�niert, wie in der folgendenAbbildungillustriert.

a a0 b0 b

Abbildung: Wahrscheinlichkeitsdichte: Die Fl•ache •uber dem Intervall [a0; b0] ist
gleich der Wahrscheinlichkeit diesesIntervalls
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3. Die IntegralfunktionF von f , de�niert durch

F(x) =

xZ

a

f (! ) d! ;

hei�t Verteilungsfunktion von P.
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4. Eine reelle Zufallsvariable ist eineFunktion

X : 
 ! R:

Ihr Erwartungswert ist

E(X) :=

bZ

a

X(! )f (! ) d! ; (28)

falls dasIntegral in (28) existiert, und ihre Varianz ist

Var(X) :=

bZ

a

(X (! ) � E(X))2f (! ) d! ; (29)

soferndie Integralein (28) und (29) existieren.
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Bemerkung:Erwartungswert und Varianzeiner
Wahrscheinlichkeitsverteilungauf R

Wir bezeichnenmit

� =

bZ

a

x � f (x) dx (30)

den Erwartungswert der Verteilung und mit

� 2 =

bZ

a

(x � � )2f (x) dx (31)

ihre Varianz, soferndieseIntegraleexistieren.

(FormalerBezugdurch die Zufallsvariable X(x) = x.)
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BeispielF.48

(Gleichverteilung auf einem beschr•ankten Intervall)
Die Gleichverteilung auf [a; b] ist durch die Dichtefunktion

f : [a; b] ! R; x 7!
1

b � a
;

gegeben.

- 1 1

1
€€€€€
2

Abbildung: Gleichverteilungauf dem Intervall [� 1; 1]
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Es gelten

f (x) =
1

b � a
> 0

und
bZ

a

f (x) dx = 1;

d.h. f ist alsotats•achlicheineWahrscheinlichkeitsdichte.

SeiX eineZufallsvariable, derenVerteilungdie Dichte f hat, alsoX = x.

Der Erwartungswert ist

E(X) =

bZ

a

1
b � a

� x dx =
1

b � a
�

1
2

(b2 � a2) =
b + a

2
;

alsogleichdemMittelpunkt desIntervalls[a; b].
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Zur Berechnungder Varianz benutzenwir

Var(X) = E
�
(X � E(X))2�

= E(X 2) �
�
E(X)

� 2
:

Wir m•ussenalsonoch daszweite Moment E(X 2) von X berechnen.

E(X 2) =

bZ

a

1
b � a

x2 dx =
1

b � a
�

1
3

(b3 � a3) =
1
3

(b2 + ab+ a2):

Damit erhaltenwir

Var(X) =
1
3

(b2 + ab+ a2) �
1
4

(b2 + 2ab+ a2) =
1
12

(b � a)2:

Die Varianz h•angt alsonur von der Intervalll•angeab. Physikalischkann
man denErwartungswert von X als Schwerpunkt bei homogener
Massenverteilunginterpretieren,und die Varianz ist proportional zum
Tr•agheitsmoment , alsoproportional zum mittleren quadratischen
Abstand zum Schwerpunkt.
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BeispielF.49 (Exponentialverteilungenauf [0; 1 ))

Die Exponentialverteilung mit Parameter� > 0 ist gegeben durch die
Dichte

f� : [0; 1 ) ! R;

t 7! � e� � t :

Sie tritt z.B. beim durch denPoisson-Proze�modelliertenradioaktiven
Zerfall auf (s. BeispielF.46) Die Wartezeit bis zum erstenZerfall ist eine
Zufallsvariable, derenVerteilungdie Dichte f� hat.

(sieheauch •Ubungsaufgabe 8, Serie6)
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BeispielF.50 (Normalverteilungen)

Die Normalverteilung N (�; � 2) mit Erwartungswert � und Varianz � 2

hat die Dichte

f�;� 2(x) =
1

�
p

2�
e
�

� (x� � )2

2� 2

�
: (32)

Die NormalverteilungN (0; 1) mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 hei�t
Standard-Normalverteilung .

Abbildung: Die Standard-Normalverteilungmit ihrem � -, 2� - und 3� -Intervall
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Durch die NormalverteilungwerdenvielegestreuteGr•o�en, wie z.B.
K•orperl•angenvon Personenin einerBev•olkerungbeschrieben, allerdings
nur in einemhinreichendkleinenIntervall um die Durchschnittsgr•o�e
herum,dennnat•urlich gibt eskeinenMenschenmit negativerGr•o�e oder
von 3m L•ange.SolcheVerteilungenhaben mit denNormalverteilungen
die typischeGlockenform gemeinsam.Mathematischwird der Zustand
zwischender Normalverteilungund mehrfachwiederholtenExperimenten
(z.B. mehrfacherM•unzwurf) durch denzentralen Grenzwertsatz (Satz
F.53) hergestellt.
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f�;� 2 (x) ist eineWahrscheinlichkeitsdichte,d.h. f�;� 2(x) � 0 8x und
Normiertheit ist erf•ullt:

Das uneigentlicheIntegral 0 <

1Z

�1

e� x2
dx < 1 existiert (Majorante).

Zu der Funktion e� x2
gibt eskeineelementare Stammfunktion.

Man kann aber berechnen:(Transformation in Polarkoordinaten)

1Z

�1

e� x2

dx =
p

�

Wir erhaltendie Normiertheit der Dichtefunktion:
1Z

�1

1

�
p

2�
e
�

� (x� � )2

2� 2

�
dx = 1
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Erwartungswert und Varianz einerN (�; � 2)-verteilten Zufallsvariablen
X�;� 2 :

E(X�;� 2) =

1Z

�1

x � f�;� 2 (x) dx = �

Var(X�;� 2) = E(X 2
0;� 2) � E(X0;� 2)2 = � 2 � 0 = � 2

(invariant bez•uglich Verschiebung)
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Verteilungsfunktionder Standard-Normalverteilung

De�nition F.51

Die Verteilungsfunktion (s. De�nition F.47) der
Standard-Normalverteilung ist

� : R ! R;

�( z) =
Z z

�1
f0;1(x) dx:

Graphender Dichte f0;1 und von � sieheAbbildung.
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Abbildung: Die Standard-Normalverteilungund ihre Verteilungsfunktion
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Bemerkungzur Verteilungsfunktionder Standard -
Normalverteilung

I Es gibt keineDarstellungvon � durch elementare Funktionen.
I Werte von � lassensichaber beliebiggenaunumerischberechnen,

und f•ur diskreteWerte von z liegendie Funktionswerte tabellarisch
vor (z.B. Bronstein,Taschenbuchder Mathematik).

I Dadurchkann man schnellIntegraleder Form
Z b

a
f0;1(x) dx = �( b) � �( a)

auswerten.
I Wegen

�( � z) = 1 � �( z)

enthaltensolcheTabellenz.B. nur die Werte f•ur nicht-negativez.
I F•ur symmetrischeIntervalle[� z; z] (mit z > 0) gilt:

Z z

� z
f0;1(x) dx = �( z) � �( � z) = �( z) � (1 � �( z)) = 2�( z) � 1:
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EinigespezielleWerte von �:

�(0) = 0:5;

�(1) � 0:8413 )
R1

� 1 f0;1(y) dy � 0:6826;

�(2) � 0:9772 )
R2

� 2 f0;1(y) dy � 0:9544;

�(3) � 0:9986 )
R3

� 3 f0;1(y) dy � 0:9972:

Aus der zweiten Zeile folgt z.B., dassbei irgendeinerNormalverteilung
dem Intervall [� � � ; � + � ] mit Radius� (Streuung)um den
Erwartungswert � herumeineWahrscheinlichkeit von etwa 68%
zugeordnet wird. Bei einemExperiment mit vielenvoneinander
unabh•angigenN (�; � 2)-verteilten Messungenliegenungef•ahr 68% der
Me�werte in diesemIntervall.
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Abbildung: Die Standard-Normalverteilungmit ihrem � -, 2� - und 3� -Intervall
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De�nition F.52 (� -Quantileder N (�; � 2)-Verteilung)

Sei � 2]0; 1[. Das � -Quantil der Standard-Normalverteilungist die Zahl
z 2 R mit

� =
Z z

�1
f0;1(x) dx = �( z);

also
z = � � 1(� ):

Bemerkung:Quantilef•ur allgemeineVerteilungen,Median

Man kann � -Quantile allgemeinf•ur (diskreteoder kontinuierliche)reelle
Verteilungende�nieren.

Das 1
2-Quantil hei�t Median der Verteilung.Im Falle einer

kontinuierlichenVerteilungauf einemIntervall [a; b] mit •uberall positiver
Dichte f ist der Medianm die durch die BedingungP([a; m]) = 1

2
eindeutigfestgelegteZahl. Der Median ist im allgemeinenvom
Erwartungswert verschieden.
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TransformationeinerbeliebigenNormalverteilungin die
Standard-Normalverteilung

I NormalverteilungN (�; � 2) (Erwartungswert � , Varianz: � 2)

f�;� 2(x) =
1

�
p

2�
e
�

� (x� � )2

2� 2

�

I Standard-NormalverteilungN (0; 1) (Erwartungswert 0, Varianz: 1)

f0;1(x) =
1

p
2�

e
�

� x2

2

�

Umrechnung:

f�;� 2(x) =
1

�
p

2�
e
�

� (x� � )2

2� 2

�
=

1
�

1
p

2�
e
�

� 1
2 ( x� �

� )2
�

=
1
�

f0;1

�
x � �

�

�
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Wahrscheinlichkeit: SeiX N (�; � 2)-verteilt.

P(X 2 [a; b]) =
Z b

a
f�;� 2(x)dx

=
Z b

a

1
�

f0;1

�
x � �

�

�
dx

=
Z b� �

�

a� �
�

f0;1(z)dz

Verteilungsfunktion:

�( z) =
Z z

�1
f0;1(z)dz

P(X 2 [a; b]) = �
�

b � �
�

�
� �

�
a � �

�

�

(Anwendungin •Ubungsaufgabe 5, Serie6)
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Der zentraleGrenzwertsatz,den wir hier in einerspeziellenVersion
formulieren,erkl•art die herausragendeBedeutungvon Normalverteilungen
f•ur die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

SatzF.53 (ZentralerGrenzwertsatz)

SeiX1; X2; : : : eineFolgevon auf demselben Wahrscheinlichkeitsraum
(
 ; P) de�nierten, paarweiseunabh•angigenreellenZufallsvariablen,die
alle dieselbe Verteilunghaben mit

E(Xi ) = �; Var(Xi ) = � 2 > 0:

SeiX (n) = X1 + : : : Xn, und seiZ (n) = X (n) � n�
�

p
n . (Somit hat Z (n) den

Erwartungswert 0 und die Varianz 1.)
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Dann gilt f•ur jedesIntervall [a0; b0] � R:

lim
n!1

P(Z (n) 2 [a0; b0]) =
Z b0

a0

f0;1(x) dx:

wobei f0;1 die Dichte der Standard-Normalverteilungist. •Aquivalentdazu
k•onnenwir schreiben:

lim
n!1

P
�

X (n) � n�
�

p
n

2 [a0; b0]
�

=
Z b0

a0

f0;1(x) dx:
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BeispielF.54 (Binomialverteilungf•ur gro�e n)

Die Binomialverteilungmit gegebenemErfolgsparameterp wird f•ur gro�e
n ungef•ahr gleicheinerN (np; np(1 � p)) Normalverteilung:

P(k) =
�

n
k

�
pk (1� p)n� k �

1
p

2� �
e� (k � � )2

2� 2 mit � = np und � 2 = np(1� p):

DieserSachverhalt,der f•ur p = 0:3 und n = 100 in der folgenden
Abbildungillustriert ist, folgt direkt ausdemzentralenGrenzwertsatz,
denndie binomialverteilteZufallsvariable K kann als Summevieler
unabh•angigerZufallsvariablenXi aufgefasstwerden,die jeweilsnur die
Werte 0 oder 1 (jeweilsmit Wahrscheinlichkeit (1 � p) bzw. p)
annehmen,und die denErwartungswert p und die Varianz p(1 � p)
haben.
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Abbildung: Histogramm der Binomialverteilungf•ur n = 100 und p = 0:3,
verglichenmit der N (np; np(1 � p)) Verteilung.
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