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D-1 Numerik im Wberblick { Was ist, was will 'Numerik'

Ausgangsdilemma

Die Modellierung natur- oder sozialwissenskaftlicher Zusammentange bzw 'Systeme' fuhrt zu
mathematischen 'Gleichungen’, die nur in ganz einfachen Fallen per Hand oder sonswie ‘exakt’
gelost werden kennen.

Zum Beispiel kennen schon bei der unbestimmten Integration Maple und Mathematica nur in
speziellen Ausnahmetfllen eine Lesungals Formel angelen.

Es lasst sich sogarzeigen,dasseine solche 'symbolische’ Losungim Regelfall garnicht existiert.

Praktisc her Ausw eg

Die mathematischen Gleichungen werden in Computerprogramme umgesetzt und, wenn es sich
dabei um Di eren tialgleichungen handelt 'diskretisiert'.

Die resultierenden Systeme linearer oder nichtlinearer algebraisher Gleichungen werden dann
annaherungswveiseerber dem Raster(=Screen) der Gleitkommazahlengelost

Die Ergebnissewerden ausgedru&t oder bessergraphisch dargstellt.

Stufen des 'Wissensc haftlic hen Rechnens'

1. Modellierung ( desAnwendungssystems
2. Diskretisierung ( von Di eren tialgleichungen)
3. Dateneingabe ( fur aktuelle Situation )
4. Lesung ( durch Gleitkomma-Algorithmen )
5. Datenausgate ( in geeigneterForm )

Eventuell kennen (iii) - (v) auch innerhalb einer Wiederholungsarweisung (Schleife, Schlaufe) aus-
gefuhrt werden (z.B. wenn die Ausgabe zur Echtzeitsteuerung einesSystem dient).

D -1.1 Numerisc he Grundaufgab en und ihre Lesbarkeit

Lineare algebraisc he Gleic hungssysteme
Im Prinzip vellig im Gri. Variablenzahl jeweils durch Speichergresseund Prozessorzahlund -
gesdwindigkeit besdirankt.

Nic htlineare algebraisc he Gleic hungssysteme
Lokal, d.h. bei vorhandenerguter Anfangsnaherung: wie linearer Fall.
Global: beliebig schwierig und eventuell unlesbar.

Anfangsw ertaufgab en fer ODEsS
Im Prinzip vellig im Gri  unabheangig von Linearit at.

Randw ertaufgab en fer ODEs
Standarddiskretisierung fehrt auf lineare bzw nichtlineare algebraishe Gleichungen und ist ent-
spredend lesbar.

Partielle Dieren tialgleic hungen PDE
Nur im elliptischen Fall schnell lesbar, alles andereist Forschungsgebietund stesst jeweils an die
Grenzenvorhandener Rechnerkapazitaten.

Warnung
Alles wird beliebig viel schwieriger wenn

einige Variablen ganzzahligsein messen
und / oder
die LesunggegelenenUngleichungen geneigen muss

wie in der Optimierung wblich.



D -2 Gleitk ommadarstellung und -arithmetik

Ein System von Gleitk ommazahlen wird de niert durc h:
Basis (oder Radix) b (= wblicherweise?2)

Mantissenlangel
Minimaler Exponernt enin

Maximaler Exponernt enax

Teilmenge der reellen Zahlen R mit Darstellung

X = 1SP:m1 m{%

Man tisse m

m}be 1°mi® T+ mol® 24 mab® 34 i+ mbE !

Vorzeic henbit s, Man tisse m, Exp onent e
s2 0;1 m; 2 f0;1:::;b 1g e2femin;emin * 10 €maxd

Bin ardarstellung, d.h. Basis b= 2
ist die am hau gsten verwendete Basis von Gleitkommazahlen
Auch b= 10 wird zuweilen in Hardware verwendet.
Arten von Gleitk ommazahlen
normalisierte  Gleitpunktzahl

m; >0 =) —é m xb € <1
X = 0:my my; ms m; b with m; > 0 =) eindeutige Darstellung

unnormalisiert : mj; = 0 zugelassen=) keine Eindeutigkeit
denormalisiert :my = 0; € = €nin

Vorsic ht:
Redchnen mit denormalisierten Zahlen fuhrt zu verstarkten Rundungse ekten.

Betragsm assig kleinste normalisierte  Zahl TINY
TINY = 0:1 pemn = [pmin 1

Betragsm assig gre te normalisierte Zahl HUGE
HUGE 0:(b 1)(b 1)(b 1):::(b 1):::bfmx = pPrax (1 b )

Epsilon (relativ e Masc hinengenauigk eit) "
ist die kleinste Zahl " fur die 1+ " in Gleitkommaarithmetik nicht 1 ergibt, d.h." b

Merk e:
Mantissenlangel bestimmt die Rechengenauigleit.

Exponertenbereich enax  emin  bestimmt den Wertebereid.

Beispiel D.1 (Gleitpunktzahlsystemmit Basis 2 und Mantissenlange 3).

Beispiel D.2 (Einfache genaueGleitkommazahlenim Salford Fortran 95 Compiler). b= 2; | =
24, emm = 125, emax = 128

HUGE 2128 = plo 128 108 **® 1088
TINY 2 125 1 _ Jl0 126 (10%) 126 10 38
Epsilon 2 2 = 0 4 18 > 10 7

Folgerung D.3. Bei Verwendungder Gleitkommazahlendes Salford Fortran 95 Compilers in
Standardgenauigkeitwird mit etwa sieben signi kanten  Dezimalstel len gerechnet.



X = 0:m; my mg 2° Exponentenbereich 1 e 1

Normalisierte positive Zahlen: mi=1; m,2f0;1g3 m3
Denormalisierte positive Zahlen: mp=0; e= 1; my2f0;1g3 ms
denormalisiert TINY= ; HUGE I; EPSILON 3
e 1] 1| 1} 1| 1| 1| 1| 1|0 ] O 0 0 1 1 1 1
mg|O0O|0O0jO0O|O|2|1]|12|1]1 1 1 1 1 1 1 1
m,|0|O0O|1]1|0|0|2|2|0] O 1 1 0 0 1 1
ms|O0O|1l0|1|]0|1|0]|1|0 1|0 1 0 1 0 1
I L i i i i i
1 1 3 1 5 3 7 1 5 3 7 1 5 3 7
O 76 8 6 4 16 8 16 2 8 4 8 2 2 2

D -2.1 Gleitpunktop erationen

Bemerk enswert
(10/80) *80 =10([1lem]( 2.0 / 50 ) * 50 6 1.0

Konsequenz
Gleitpunktop erationen steren normale algebraiste Rechenregeln,insbesondereDistributivit at:

Im Allgemeinen gilt (a+h c6a c+b c:
Man musssich also eiber die Reihenfolgeder Anwendung von Operationen Gedanken machen.

Allgemein geltiger Standard: ANSI - IEEE 754

(ANSI !  American National Standards Institute und IEEE ! Institute of Electrical and Elec-
tronics Egineering.)

Grundideen:

1. Alle Zwischenergebnissaverden zur nachsten Gleitpunktzahl gerundet.

2. The showmust go on. Auch bei Fehlern wird weiter geredinet.

D -2.2 Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwischenergebnissen

Auch wenn x und y im Gleitpunktb ereich liegen, gilt diesim Allgemeinen nicht fur das Ergebnis
X y,wobei 2f ;+;;=g. Dann wird x Yy zunachst mit erhehter Genauigkeit beredinet und

ansdilie end zur nachstliegendenGleitpunktzahl gerundet.

Rundungsarten
r(x vy nach unten gerundet
(gre te untere Schranke im Gleitpunktb ereid)
(x vy nach oben gerundet

(kleinste obere Schranke im Gleitpunktb ereid)

Verhaltnis der Rundung nach oben und unten
Falls e gemeinsamerExponert von ( X y) undr (x ) ist, dann gilt

(xy) r(x vy 2122 212 X Vi dajx vj %Ze
q q
Om 2° Om 2°



Bezeidinet man alsomit (x y) 2 fr (x Vy); ( x y)g die Gleitpunktzahl, die am nachsten zu
X Yy liegt, sogilt

o xy) xyj (x y) rx yi 2'ix yi epsix yj

wobei eps= 2 ! die relative Masdinengenauigleit ist.

Alternativ e Schreibweise:

[fIx y)=(x y) (1+"); wobei j"j eps

fl(x y) bezeihnet dasin Gleitpunktarithmetik erzielte Ergebnis fer x vy.

Konsequenz fur relativ en Fehler:

flx y) Xy
Xy i eps

Warn ung:
Rundungsfehlerentstehen in (fast) jeder einzelnenOperation und p anzen sich fort.

Algorithmen (z.B. zur Matrixfaktorisierung) messendeswegenauf ihre Stabilit at, d.h. die Verstarkung
oder Abdampfung von Rundungsfehlern, untersucht werden.

Beispiel D.4. Gausssbe Elimination ohne Pivotierung ist extrem instabil.

Gaussmit Pivotierung ist dagegenrecht stabil.

Frage
Was passiert,wennx Yy au erhalb desWertebereichs [[HUGE, HUGElIiegt, d.h. entwederr (x vy)
oder ( X y) nicht existiert?

Beispiel D.5 (Programm). REALu,s,t s = TINY(u)**2 I ergibt O t = HUGE(u)*8
I ergibt INF, signalisiert OVERFLOW

D -2.3 Zu Grundidee (ii) { Fortsetzung der Berechnung trotz Fehlers

Mit INF und -INF kann (soweit esgeht) normal weiter geretinet werden, ohne dasssich je wieder
normale Zahlen ergeken.

(Einige) Rechenregeln

X + INF == INF fur allex 6 -INF x * INF ==sign(x) * INF fur x 6
0 x/ 0 ==sign(x) * INF far x 6 0

wobei sign(x) das Vorzeichen von x liefert.

Unde nierte Operationenwie 0/0, INF/INF, INF-INF und O*INF ergeben den sehr speziellenWert
NaN Not a Numkber.

Da ein NaNhicht mit sich selbstoder etwasanderemverglichenwerdenkann, gilt

genaudann wenn x ein NaNist.

Infektionsprinzip:

Wenn immer ein NaNals Argument oder Operator einer Operation auftritt sind die Ergebnisse

wiederum Nals.
Auf dieseWeisewird der gesante Berechnungszweig als ungelltig ausgewiesen.



D -3 Summation numerisc her Reihen
D -3.1 Fehlerfortp anzung

Erinnerung:
flx y)=x y (1+") mit eps

eps wobei 2f+; ; ;=g

Prinzip Hon ung fer komplexe Berec hnungen
Da Auf- oder Abrunden mehr oder minder zufallig auftreten hebt sich derenWirkung (ho entlich)
im Gro en und Ganzenauf.

Positiv es Beispiel: Geometrisc he Reihe:
)@ . 1 Xn+1
s= x'="—-"—— falls x61
i=0 1 x

Einfac h genaues Ausw ertungsprogramm in Fortran 95

INTEGER,n REAL(KIND=1)x,y,s REAL(KIND=2)check s =0 I Partialsumme y
1 ljeweils Potenzvon x DOi =0, n s = sty ; y = y*x ENDDOcheck = x ; eps
EPSILON(x)check = (1-check**(n+1))/ (1-check) WRITE(*,*) s,check,s/check -1, n*eps

Programm ergibt fer n= 100und x = 2:0=3:0

s check sicheck - 1 | n* eps
3:0000002| 3:00000019| 2 10 ® 1.2 10 °

Beobac htungen

Gleitpunkt wert von x ist o enbar gre er als % (durch Rundung), da beide Summengre er

als

2

1+ g+ g + +
3 3

Der beobadtete relative Fehler zwischen einfach und doppelt genauerLesungist lediglich
2 10 8, d.h. vonder Gre enordnung der Maschinengenauigleit, obwohl wir 1000perationen
durchgefuhrt haben. Die Rundungen scheinen sich partiell aufgeholen zu haben.

Eine exakte Abschatzung fur den worst case (d.h. schlimmster Fall) ergibt den Wert (1 +
eps)1% 100 eps als relativen Fehler. Das lasst sich wie folgt herleiten.

Theoretisc he Schrank e des Fehlers im obigen Programm
Fer yisp = fl(yi x) als beredineter Wert von'y im i-ten Schritt gilt:

Yo=1

Y1 =X

y2 = fl(yr x) = x3(1+ ")

ys = fl(y2 x) = x3(1+ "2)(1+ "3) = x3(1 + *3)? wobeij*sj  eps
ya = fl(ys x) = x*(A+")%(1+"5) = x*(1+ *y)°

yi = x'(1+%)" "

;/n =x"A+ )" !



Entsprechend erhalt man fur die Partialsummen sj.,; = fl(s; + y;) als beretnete Werte von
1+ x4+ xi*l

flIl+x)= 1+ Xx)(1+ "ne1)

s1 = fl(yo+ y1)

fl(s1+y2) = fl(s1+ y2)(1+ "ns2)
(L+X)A+ "ner) + X321+ "2) (1+ "ne2)
(1+ X+ X)L + 42 )? fur j“h.2j eps

S2

Sn= (L4 X+ X2+ X)L+ )" s(L+ )"

sodassfallseps 2 () n eps 1

n(n 1), .

j(sn=s 1)j=jad+")" 1=1+n "+ 5

1 nj"j n eps

Ergebnis: Worst case error - Absc hatzung:
jsn=s 1j n eps

Negativ es Beispiel8(d.h. Prinzip Hon ung versagt) : Harmonisc he Reihe
% 1 (mathematisch, in exakter Arithmetik)

15403 auf Griewank's Laptop, in einfacher Genauigkeit
% (fur alle hinreichend gro en Summations-Séiranken
= Zahl der Terme)

Frage:
Was passiert?

An twort:
Die Summation bleibt irgendwann liegen da die zusatzlichen Termeim Vergleich zur berecdneten

Teilsumme zu klein werden.

Erkl arung:

Betrachte kleinen Summandeny und gro en Summandenx = Omim,:::m; 2° sodassX =
x + 2 "¢ die nachst gre ere Gleitpunkizahl zu x ist und x = x 2 '*© ist die nachst kleinere
Gleitpunktzahl zu x.

X

~— A
2 I+e 2 I+e

26

Zel

__|><
4

Konsequenz:
Fallsjyj< 22 "e=21 e gilt immer fl(x+y)=x.

Eine hinreichende Bedingungist: jyj jxj eps.
Am Beispiel der harmonischenReihe gilt nach (n 1) Termen:

X 11 Z
X = - & —dz = In(n):
g I

Also bleibt die Summation liegen (d.h. die Partialsummen wachsennicht mehr weiter) wenn

.1
yi=—~ In(n) eps
was auf jeden Fall gilt wenn
1
& eps In(n)

10



Beispiel D.6 (Programm, das die harmonische Reihe summiert, bis die Partialsummen konstant
bleiken:). REAL(KIND=1)salt,sneu,one sat =-1; sneu=0; one=10 ; n=
1 DOWHILE(sneu 6 salt) salt = sneu sneu = sneu+one/n

= n+l ENDDO WRITE(*,*) snheu,n

Ergebnis auf Griew ank's Laptop

sheu = 15:403:::
n = 2097152 2 10°
Laufzeit 1 Sekunde

D.h. obiger Schleifenkerper wird in etwa 10’ mal pro Sekundenausgesihrt (entspricht ca. 10
Mega ops, d.h. 10 Millionen Operationen/Sekunde.)

Vergleic h zur theoretisc hen Herleitung
n = 2097152 ergibt In(n) n EPSILON(x) = 3:6

Frage:
Was passiert bei Ausfuhrung des obigen Programms, wenn statt mit einfacher Genauigkeit (d.h.
KIND=3 nun mit doppelt genauenGleitkommazahlen(d.h. KIND=3 geredinet wird?

An twort:
Das Programm lauft ewig da eps ® und damit dann auch n um Faktor 2%3=224 229 11(0°
gewachsenist.

In Sekunder& 1 108

5 > 10° s= % 15 h= 25 10* h = 25:000Stunden 1000 Tage

D -3.2 Rundungsfehlerabsc hatzung bei Riemann

Verallgemeinerung der harmonisc hen Reihe: Riemannsc he Zetafunktion
1
(x) = P fur x> 1
k=1

Konvergenzleweis mittels Integralschranke

L\ X ZL x+1 1
kix 1+ d_z/ = 1+ yl
k=1 1 y X 1
1 -1 1 X
- 1 x x 1
k X
b3 X
n(x) = (X)) n(x) = k X k X
k 1 k=1
Z
_ X‘ K « 1 ‘ xdk kl x 1 1 1
N n 1 X, kT X1 X) oy
= 1 = 1 tol
n< 11 x) nx i(x 1)
S
) x 1 1
tol (x 1)
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Partialsuramen:

n(x) = ki wachsen monoton mit n und sind nach oben durch *5 besdrankt, haben also
k=1

einen eindeutigen Grenzwert  (x).

Praktisc he Not wendigk eit: Diskretisierung

Hier, wie hau g in numerischer Mathematik muss mathematisches Problem durch Ausfehrung
endlich vieler Operationen auf endlich vielen Variablen annaherungsweisegelost werden. Hier ein-
fach Annaherungvon (x) durch (x). Der entsprechendeAbbruchfehlerj (x)  n(x)j kann hier
einfach mit Hilfe einer Integralschranke abgestatzt werden. Unabhangig vom in der Numerischen
Analysis betrachteten Diskretisierungsfehlerist der Rundungsfehlerzu berecksichtigen.

Rundungsfehlerabsc hatzung

Furb >0
fl 20 bi+bp +by +by 10+ b + by
= o byt b 1+ vy 1+, + by 1+"3 i+ by 1+, g
= b1+ " T 1T T 1 T ey 1y g

=) flhbl+:::+m _bl+bﬁ+:::+hq )
i [
by 1+eps" ' 1 +b 1+eps" ' 1 +::i+ly 1+ eps
b+ (n 1)+ (n 2+ (n 3by+ :::+ kb, eps

Mit anderen W orten:
Der an derj + 1-ten Stelle eingebrathite Summandwird (n  j) -mal in den Operationen von einer
Rundung betro en und tragt entsprechend zur Gesantfehlerschranke bei.

Schlussfolgerung:

Um Rundungsfehler zu minimieren sollten Summen meglichst vom kleinsten zum gre ten Sum-
manden gebildet werden. Bei konvergerten (ho en tlich monoton fallenden) Reihen sollte von hin-
ten, d.h. reckwarts summiert werden.

Beispiel D.7 ( (2) auf G's Laptop in einfacher Genauigkeit:).
8

% 2=6 = 1:6449340:: exakt
2 x 1 1:6447253 vorwarts bis. liegen bleiben n = 4097
T K 3 1:6446900 ruckwerts vom gleichen n = 4097

1:6449339 reckwarts mit n = 223 = 8388608

Bemerkung:

Durch Reckwartssummation kennen deutlich mehr Summandender Form 1=k x mit n > 4097
ihren Beitrag zur Gesanisumme leisten. Mehr Summandenzu benutzten bedeutet aber, den Dis-
kretisierungsfehler zu verringern und damit den exakten Wert (x) besserzu approximieren.

Absc hatzung des Rundungsfehlers

Vorw arts:
eps F(n k) = eps 2 K eps ng In(n) eps n 3
k=1 k=1
R eickw arts:
X1 X1
eps Fk_ eps K eps In(n)
k=1 k=1



Vergleic h:
2

eps n 3 eps In(n)

D - 3.3 Konvergenzb eschleunigung (1. Stufe nach Wijngaard)

Beobac htung bei Riemann:

1 1 1 1
(X) =1+ —+ + + +
X |100< 101X{7 102 }
spatere Terme andern sich nur langsam
Idee: L
Erste grobe Annaherung mit b = X

a=bi+bh 2+ by 4+ 4 () 2 > =h+b+byb

. P
Reihe der 2'h, konvergiert viel schneller als k. Die Korrektur erfolgt durch transformierte
Terme .

a = ba 2

i=1

Satz D.8. Satz:Fur b = k * oder andere monoton konvemgierende Reihen gilt im Grenzwert
R -
b= (1) g

Bemerkung
Bemerkung: Die neue Reihe st alternierend, wobei @, b, d.h. die einzelnenTerme gehennicht
schneller gegenNull als die der Ursprungsreihe.

Idee des Bew eises:

Betrachte, wie oft b in & auftritt

Vorz jnk | 112|3|4|5|6|7|8|9]|10|11]12
+ 1 12 4 8
2 1 2 4
+ 3 1 2 4
4 1 2
+ 5 1 2
6 1 2
+ 7 1 2
: 1111|1111 iiiiiin
mit Vorzeic hen

Bemerkung
Bei Riemann kennendie a; = a;(x) sogarexplizit beredinet werden.
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D - 3.4 Schlussfolgerungen aus dem Summationsb eispiel

Die Behandlung mathematischer und anderer Modellierungsproblemebedingt das Auftreten
von Abbruchs-  Diskretisierungsfehlern sovie Rundungsfehlern. Beide sollten abgestatzt
und meglichst minimiert werden.

Gleitpunktarithmetik ist weder kommutativ noch assoziativ, distributiv usw. Spezielle
Konsequenz: Betragsma ig fallende Reihenvon hinten summieren!

Esist erstaunlich einfach, an die Grenzender Gleitpunkt- und Ganzzahlarithmetik zu sto en.

Viele Jobs ( Programme, Daten) laufen entwederim Sekunden-oder Stunderbereich. Be-
obaditung der Abarbeitung im Minutenbereich ist relativ selten.

Mathematisch endlich ist nicht gleich rechentechnisch endlich.
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D -4 Lesung (nic ht-)linearer Gleic hungssysteme

Metho den zur Lesung des linearen Problemes Ax = bmit dim(x) = dim(b) = n

Cramersche Regelx; = ( 1)'det(A;)=det(A) fur i = 1::n
( In Aj wird diei te Spalte von A durch b ersetzt)

Gauss-Elimination P A = LU Faktorisierung
( P Permutation, L unterhalb und U oberhalb dreiedksfermig )

Schmidt-Ortogonalisierung A = QR Faktorisierung
( Q orthogonal, R oberhalb dreiedksfermig )

Fixpunkt Iteration x x MF(X) mit F(x) Ax b
(M 2 R" " angemmherte InversesodassM A | )

Hin weise:
Fur (eindeutige) Losbarkeit ist uberall det(A) 6 0 vorrauszusetzen.
LeseLU x = bbzw QRx = b durch Substitution/T ransponierung.

Die letzte Methode lasst sich auch auf nichtlineares F (x) anwenden.

Linearisierung des 'Freistoss' Beispieles
Das nichtlineare Systemvon 3 Gleichungenin 3 Unbekannten

Fi(X1;X2;X3) = X1 Xz 49 x2 2 = 0
Fa(Xx1;X2;%x3) = 10 In(1+ 0:1 x3 Xx1) 25 = 0
Fa(xi;x2;%3) = (X2 98 x1) (5+ 01 x))+ e = 0
hat die Jacobimatrix
o =123
Fx) —@F(x) @i
2@( @i j=1;2;3 3
X2 98 X1 X1 0
2 1+O:1X3x1 X3 0 1+O:1Xlx1 X3 g
z(x) A+01 x, 2 38x
3 X3
mit z(x) 98 (+ 1)+ 5(x2 98 x1)=73F 98 L+ ixs
D -4.1 Linearisierung durch Jacobimatrix
Falls fur F : R" ! R" die n? Komponerten der Jacobimatrix
@ @i i=1;::n
FUO9)  =F(X) =
@ @i j=1:5n
beziglich jeder der Variablen x3;:::; X, Lipschitz-stetig sind, solasstsich aus dem Hauptsatz der

Di erential- und Integralrechnung herleiten, dassfur jeden Schritt s 2 R" gilt
KF(x+s) [F(x) + FIx)s]k ksk?

Hierbei ist FYx)s ein Matrix-V ektor Produkt und k k ist eine Vektor- bzw. Matrixnorm (siehe
Abschnitt B-3) mit
kKFoqx) FYy)k kx  yk

Fx(s) F(x)+F9Yx)sist als Funktion desvariablen Vektors s die Linearisierung ( verallgemeinerte
Tangerte ) von F an der Stelle x.
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D -4.2 Newton's Metho de im Vektorfall

Setzt man die Linearisierung Fx (s) = F (x) + Fqx)s zu null soerhalt man das lineare Gleichungs-

system
As=b mit A=FYx) und b= F(x)

Die Lesunglasst sich ausdreicken als
s= A b= FYx) F(x)

und heisst Newtonschritt.
Wiederholte Berechnung von s und ansdliessendelnkrementierung x X + s ergibt Newton's
Methode

x4 g mit FIx®@) st = F(x®) far k= 0;1;:::
Hierbei zahlt der hochgestellte Index (k) die Iterationen.
Warn ung:
Das Verfahren muss abgebrachen werden wenn det(F (x(¥))) null oder sehrklein ist.

Im letzteren Falle werden die Schritte s(K) typischerweise sehr grossund fehren hau g zu
Argumenten x(**1) wo F garnicht mehr ausgevertet werden kann.

Zur Vermeidung diesesProblems wird s(X) manchmal mit einem Dampfungsfaktor ) < 1
multipliziert, der dann Schrittweite genanrt wird. Wir iterieren also e ektiv

XKD = 50 Eqy(0) 1 ()

Die Bestimmung einesgeeigneten (%) heisstauch Strahlsuche (engl: Line Seard).

D -4.3 Lokale Konvergenz von Newton

Satz D.9 (Satz von Kan toro vich). Seidie Vektorfunktion F : R" ! R" einmal di er enzierlar
und besitzeihre Jacobimatrix F9x) 2 R" " die Lipschitzkonstante .

Weiterhin sei x© ein Punkt an dem F9qx©) regular ist und somit eine Inverse FYx©) * exi-
stiert. Mit k k als induzierte Matrix-Norm folgt dann aus

FOx©@) * ’ F(x©)

dassNewtoris Methode zu einer Lesungx( ) mit F(x()) = 0 konvemiert.
Die Konvergenzgeschwindigkeiist quadmatisch in dem Sinne dassfur eine Konstante ¢ und alle k
gilt

kD) () o oy ()

Bemerkung:
Je nichtlinearer ein Problem umsogresserist und desto starker ist damit die Bedingungan x© .

Wird praktisch nie uberpreft !!!!
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D -5 Gewehnlic he Dieren tialgleic hungen (ODE)

(nach Hartmann, Mathematik fur Informatiker )

Denition D.10 (Gew ehnlic he Dieren tialgleic hungen (ODE)). Eine Gleichung, in der
neben der unabhangigen Variablen x und einer gesuditen Funktion y = y(x) auch deren Ablei-
tungen gxy = y(M(x) bis zur Ordnung n auftreten, heisst Gew ehnlic he Dieren tialgleic hung
n-ter Ordn ung (ODE) .

Sind ausserdenein xo ausdem De nitionsb ereich vony(x) und zugeherige Werte y(xo); Y& (xo);:::;
gegeten, so spricht man von einem Anfangsw ertproblem

D -5.1 Separable Dieren tialgleic hungen

De nition D.11 (Separable Dieren tialgleic hung). Eine Di eren tialgleichungF (x;y;y% = 0
erster Ordnung heisst separab el, wenn sie sich in der Form

yo= f(x) a(y)

darstellen lasst,wobei f : 1 ! R,g:J ! R stetige Funktionen auf den Intervallen | R,
J R sind.

Satz D.12 (L esbark eit: Anfangsw ertproblem separabler ODE). Eine seprable Dier en-
tialgleichung erster Ordnung mit der Anfangstedingung y(Xo) = Yo fur xo 2 I, yo 2 J, hat im
Intervall J eine eindeutige Lesungy(x) : 1 ! J, falls

a(y)6 0 8y 2 J:

Seien Z, 1 zZ,
G(y) = ——dy; F(x) = f (x)dx
) o) y (X) N (X)
die Stammfunktionen von =~ bzw. f (x).

Dabei wurden fur Integrationsvariable und Obergrenzeder Integration das gleiche Symbol ver-
wendet.

Auf J ist Gqy) = ﬁ 6 0 (VoraussetzungSatz D.12), daherist G streng monoton und besitzt

eine Umkehrfunktion G 1.

Dann ist aber

y(x) := G HF(x))
die Lesungdes Anfangswertproblems y°= f (x) g(y), y(Xo) = Yo.
Prob e:

GY() = F) =) GAY(X) ¥ = FA0) = gobor v = £ (%)

=) YA = (%) g(y(x)
Anfangsw ert: y(Xo) = Yo
F(x0)=0 =) y(xo) =G *(F(x0)) = G *(0)
G(yo)=0 =) G *(0)=yo
=) G Y(0) = yo = y(Xo)

Satz D.13. Das Anfangswertpoblemyqx) = f (x) g(y), mit Funktionenf :1 ! R,g:J ! R,
und dem Anfangswerty(Xg) = Yo 2 J, hat die eindeutigeLeosungy, die man erhalt, wenn man die
folgendeGleichungnachy au est:

Zy z,
——dy = f (x)dx
yog(y)y Xo ()
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D -5.2 Lineare Dieren tialgleic hungen erster Ordn ung

De nition D.14 (Lineare Dieren tialgleic hung). Di eren tialgleichungen,beidenendie Funk-
tion y = y(x) und ihre Ableitungen nur in linearem Zusammenhangauftreten heissenLineare
Dieren tialgleic hungen.

Lineare Di eren tialgleichungen erster Ordn ung haben die Form

Yo+ a(x)y = f (x):

Ist die Funktion f (x) 0 auf der rechten Seite identisch Null, so heisstdie Gleichung homogen ,
sonstinhomogen .

Die Funktion F(x) auf der rechten Seite heisst Quellfunktion

Satz D.15 (L esung homogener linearer ODE). Ist a(x) auf demIntervall | stetig, so lautet
die vollstandige Lesungder linearen Di er entialgleichungy®+ a(x)y = 0

y(x)=c e Ak
wolei ¢ 2 R und A(x) eine Stammfunktion von a(x) ist.

Satz D.16 (L esung inhomogener linearer ODE). Die inhomogen lineare Dier entialglei-
chungy®+ a(x)y = f (x), f;a:1 ! R stetig, xo 2 |, besitzt die vollstandige Lesung
Z X
y= ft)erWdt+c e AM

Xo

wolei ¢ 2 R und A(x) eine Stammfunktion von a(x) ist.

D -5.3 Lineare Dieren tialgleic hungen n-ter Ordn ung

De nition D.17 (Lineare ODE n-ter Ordn ung). Eine Di eren tialgleichung der Form
yM () Yy D+ ay 1(x) Y+ an(x)y = f(x)
heisstlineare Dieren tialgleic hung n-ter Ordn ung.

Dabei sind die Funktionen f;a; :1 ! R auf dem Intervall stetig.
Die a heissenKoe zien tenfunktionen, f heisst Quellfunktion.

Ist f = 0, soheisstdie Gleichung homogen , sonstinhomogen .

Satz D.18 (Existenz und Eindeutigk eit der Lesung). Sei
yMW+a () y" Y+ a1 Y0+ an(x)y = f(x)
eine lineare Di er entialgleichungn-ter Ordnungmit a;;f :1 ! Rundxg2 1.

Dann gibt es zu den Anfangswerten

y(x0) = bo;  yAxo) = by ity D(xg) = by 1
genaueine Lesungy = y(x) diesesAnfangswertpoblems.
Diese Losung existiert auf dem ganzenintervall | .

Satz D.19 (L esungsstruktur linearer ODE n-ter Ordn ung). Die MengeH der Lesungen
y:1 ! R der homayenenlinearen Di er entialgleichungy™ + a;(x) y(" Y+  + a, 1(x) y°+
an(x)y = Omit a :1 ! R bildet einen reellen Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis desLeosungsaumesH nennt man Fundamentalsystem

Jede Losungy der inhomogenenGleichungy™ + a;(x)y™ D+  +a, 1(X)y°+ a,(x)y = f(X)
mit f :1 ! R hat die Form

Y=Ys* ¥n
wolei X, 2 H eine Lesungder homaenenund ys eine speziele Lesungder inhomogenen Di e-
rentialgleichungist.
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D -5.4 Lineare Dieren tialgleic hungen mit konstanten Ko e zien ten
Fer inhomogenelineare Di eren tialgleichungen n-ter Ordnung (siehe De nition D.17) existiert
kein allgemeinesLesungs\erfahren.

Fur den Fall konstanter Koe zientenfunktionen a;(x) 2 R kann jedoch ein Fundamentalsystem
angegelen werden:

Lesung des homogenen Systems
yM+ay® Ve +an 1y+any = 0

Lesungsansatz : Exponertialfunktion  y(x) = e * und damit

yx)=e*; yo)= eX y)= Ze X yW(x)= e X

Einsetzenin die Di eren tialgleichung liefert

n 1 X

"e X+ & e X+ +a, 1 e *+a,e
("+a "1+ +a, tane”

|
o

De nition  D.20 (Charakteristisc hes Polynom). Das Polynom
p( ) := "tag "1+ +a, 1 + ap

heisstcharakteristischesPolynom der homogeneninearen Di eren tialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koe zien ten

yW+ay® Ve van gyt ay = O

Fortsetzung: Lesung des homogenen Systems
Aus den Nullstellen ;i = 1:::n mit p( ;) = 0 descharakteristischen Polynoms kann ein Funda-
mentalsystem fur die homogeneDi eren tialgleichung n-ter Ordnung konstruiert werden.

Dazu ist eine Fallunterscheidung nach der Vielfachheit der Nullstellen ; netig:

2 R ist einfac he Nullstelle
Dannist e * eineLesungder Dieren tialgleichung.

= +1i 2 Cist einfache komplexe Nullstelle
e *cos x und e *sin x sind Lesungender Di eren tialgleichung.

2 R ist k-fache reelle Nullstelle

sind k linear unabhangige Lesungen.

= +1i 2 Cist k-fache komplexe Nullstelle
x'e Xcos x; x'e Xsin x; i=0::k 1
sind die 2k linear unabhangige Lesungsfunktionen.

Beispiel D.21. SieheHartmann, Mathematik fur Informatik er, S.352 .
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D -6 Euler Verfahren fur Systeme von ODEs

D -6.1 Systeme von ODEs und ihre numerisc he Lesung

In vielen Anwendungenwird der Zustand einesSystemszum Zeitpunkt t durch einen Vektor
x(t) = [xa(t):x2(t);:::xa ()] mit n>0

besdirieben. Die Anderungsgesbwindigkeit x  dx(t)=dt des Zustandesnach der Zeit ergibt sich

hau g als Funktion F(x(t)) mit F : R" I R" ebendiesesZustandes.Also erhalten wir das System

gewshnlicher Di eren tialgleichungen

x(t) = F(x(t)) kurz x = F(x)
Das System heisst autonom, da die Zeit t auf der rechten Seite nicht explizit, sondernnur mit-
telbar wber x = x(t) vorkommt. Diesesist keine Einschrankung da ein nichtautonomes System

x(t) = F(t;x(t)) sich autonom umsdreiben lasst indem man t als nullte Zustandskomponente

Xo(t) hinzufugt und somit fur x  (Xo;X1;:::;Xn)" erhalt
d Xo  _ o _ 1 =
dt” x T~ ox - Fx ¥

Auch ODEs hehere Ordnungen lassensich in Systemevon ODEs erster Ordnung umsdreiben,
indem man z.B. die erste Ableitung y° als neue abhangige Variable v y° de niert und dann
y%durch v° ersetzt. Sowird zum Beispiel aus einer nichtautonomen Di eren tialgleichung zweiter
Ordnung

y©= f(ty;y9)
das autonome System erster Ordnung in den drei Variablen y% t,yr yundy, V°
0

Yo
405 =4 Yo 5

% f (Yo, y1;Y2)
Entsprechend lassensich Anfangsbedingungenumsdreiben.

Die Umformulierung als System1.0rdnung ere net die Meglichkeit numerische Standardmethoden
und Software fur die Lesung autonomer Systeme erster Ordnung mit Anfangsbedingungen zur
Anwendung zu bringen.

Satz D.22 (Existenz und Eindeutigk eit der Lesung). SeiF :D R" ! R" in einem
o enem Gebiet D lokal Lipschitz-stetig.

Dann existiert fur jeden Punkt y, 2 D ein Intervall (a;b) 3 0 und eine eindeutigeLosungy(t) 2 D
der ODE y = F(y) fur a< t < bmit y(0) = yo.

Bemerkung:

1. Fur die Existenz einer Lesung ist die Stetigkeit von F hinreichend. Vorraussetzungvon
Lipschitz - Stetigkeit ist fur die Eindeutigkeit der Lesungund die Konvergenznumerischer
Verfahren erforderlich.

2. Das Intervall (a;b) kann so grossgewahlt werden, dassy(b) den Rand von D erreicht.

D -6.2 Eulers Metho de und andere explizite ODE-L eser

Die meisten ODEs haben keine gestlossendarstellbare Lesung.

Die Lesungkann aber durch numerische Methoden mit (mehr oder weniger) beliebiger Genauigkeit
approximiert werden.

Numerische Approximationen sind auch alles, was zur Berecdhnung der mathematischen Standard-
funktionen €*, sinx etc. zur Verfugung steht, da dieseFunktionen als Lesungvon ODEs de niert
sind.

Die einfachste numerische Methode zur Lesungvon ODEs ist das Explizite (Vorwarts) Eulersche
Polygonzugwerfahren.

Explizite (V orw arts) Euler-Metho de
Seiy(t) die exakte Losungvon y(t) = f (t; y(t)) mit
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exakter Wert

y(T)
.e¥Yn = Yi=h

ykh

yKh) =1 iy

k-ten Schritt  |Anstieg der
erechneter Wert y(t) der
Leosungy(t) [n tk
h  2n  3h te=K h T ot
Gesudt wird alsoyyx  y(tk) fur k = 0;:::'% mit tx = k h:
[Vesr Yt hi(toyd ]| Ylte)

Beispiel D.23 (Autonome lineare ODE).

y=y mit 2R und yp=1

Anwendung von Eulers Methode:

yi = Yothyo = (1+h )y

y2 = yithy:s = (L+h)yi = (1+h )y

Yo = (1+ h)yo = (1+ h)

Yo = (L+ h)'yo = (1+ h)F
Vergleic h mit exakter Lesung:
y(t) = exp( t) ergibt am Endpunkt T

n
— AT ; L_
y(T)=e rI1|!m0(1+ h)m = n|!|1m 1+ o

Erl auterung

Die angemherte Loesungyr-, konvergiert gegendie exakte Losungy(T) der ODE wenndie Schritt-
weite h = T=n gegenNull geht. Das bedeutet aber dassdie Anzahl der Eulerscritte und damit
der Berecdhnungsaufwand gegenl gehen.

Frage:
Kann der Approximationsfehler ky -

y(T)k als Funktion der Schritt weite h = T=n dargestellt

und somit zur Bestimmung einer verneinftigen Sdrittzahl n gerutzt werden?

Antwort: JA!
Im vorliegendenspeziellenFall gilt

|
ht 0

und somit erfullt der Fehler

YT=h

YT=h
y(T)

1
1 =
h

y(T)=h( 3T 2+ O(h?)
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Beweis.
e T(1+ h)T= 1

r!i!mo h
= lime T dgT=hinGs h)
= Jime T(1+ h)T" %m(u hy+ h
= lim iT + + °h
m'o 2h @+ h) @+ h) @+ n)3
= %T 2

O

Folgerung D.24 (Appro ximationsfehler der Euler-Metho de). Fur alle Lipschitz-stetigen
Probleme(d.h. die rechte Seite F (t; y;y) der ODE ist Lipschitz-stetig) liefert das Euler-Verfahren
eine numerische Lesung mit

yr=n  Y(T) = c(T)h+ O(h?):
Deshalb nennt man dieseMethode auch

Verfahren erster Ordn ung:

Die Verdopplung der Approximationsgenauigkeit durch Halbierung der Scritt weite h verdoppelt
den Berechnungsaufwand.

Frage:
Gibt esVerfahren der Fehlerordnung p so dass

kyn  Y(T)k= ¢(T)hP + O(hP™)

gilt und damit die Halbierung der Scritt weite h zu einer Reduktion des Fehlers um den Faktor
(%)p fuhrt ?

Anwort: JA!
p =2 Mittelpunkt - Regel oder HeurischesVerfahren
p =4 Runge-Kutta 4. Ordnung
p=5 Runge-Kutta-Fehlkerg

D -6.3 Runge-Kutta Verfahren der Ordnung 2 und 4
Mittelpunkt-Regel

tke1=2 = tk+ 05h;  trer = te+ hg

Yksr=2 = Yk + 0:5h f (te;yk)

Yeer = Yk + hif (e =25 Yk =2)
Runge-Kutta 4 (Standardw ahl)

tke1=2 = tk+ 05h;  ter = te+ hg

Yksr=a = Yk + 0:5hf (te;yk)

Yet1=2 = Yk + 050k f (tie =2; Vi1 =4)

Ye+z=a = Yk + Nif (tker =25 Ve =2)

Vit = Y+ B F (b Vi) + 2f (ke =25 Vier =a) + 2f (teet =25 Yot =2) + T (ks Yias =a)
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D -6.4 Visualisierung der Verfahrensordn ung

Fur einen beliebigennumerischen Integrator folgt aus der vorrausgesetztenBeziehung
kyr-n Y(T)k = c(T)hP + O(hP*t)  ¢(T)hP
durch Logarithmierung, dass

log kyr=n y(T)k  p( log(h)) log(c(T))

Die linke Seite ist ein Ma der korrekt beretneten Dezimalstellen in der Lesung. Sie ist nun
annaherungsveiseeine a ne Funktion von log(h) also eine Gerade, deren Steigung geradedie
Ordnung p der Methode ist. [0.3cm]

Um die Ordnung eines Verfahrens zu prefen kann man die Sdritt weite zum Beispiel wie hy =
T=2¢ fur k = 1;2::: variieren und die entsprechenden Fehler log Kyr=h, Y(T)k wber den
Abzisserwerten log(hk) = k log(2) log(T) auftragen.

30 T

Euler ——
X Midpoint
RK-4 =%

20 + x g
15 g

10 F i

Frage:
Wie kann die Sdhritt weite in Hinblick auf den geshatzten Fehler gewahlt werden?

An twort:
Durch Vergleich der Ergebnissefur versthiedeneSdritt weiten h oder versciedenerMethoden.

Beispiel D.25 (Mittelpunkt - Regel).

Yn = y(T)+ ¢(T)h?+ O(h3)

Yan = y(T)+ (T) zh? + O(h?)
=) Yn Yon = ¢(T) 2h%+ O(h®)
S )
=) kyan Y(T)k 2kyan Yok

ist eine Fehlerabsdatzung fur die Mittelpunktregel.

Folgerung D.26 (Einfac he Schritt weitensteuerung). Wenn die numerischeL esungmit einer
absolutenGenauigkeitvon > 0 gewsinscht wird, dann wahlt man bei der Mittelpunktsregel

n= " =M
Allgemeiner emp ehlt sich fur ein Verfahren der Ordnung p
n="* =M
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Hierbei ist die Fehlerkonstante ¢(T) STARK vom Verfahren abhangig.
Nimmt man dennoch an, dassfer Euler, Mittelpunkt und Runge-Kutta 4 die ¢ = ¢(T) ahnlich
grosssind, so ergeben sich Rechenaufwande von

p— p—
1 c=; 2 c=; 4 * c=

Auswertungen der rechten Seite. Bei gresserergeforderter Genauigkeit, alsokleinerem  sind Ver-
fahren heherer Ordnung zu bewvorzugen, vorrausgesetztdie rechte Seite der ODE ist p mal di e-
renzierbar.

D -6.5 Numerisc he Integration von Systemen
Runge-Kutta Methoden sind direkt auf Systeme

y(t) = f(y(t)) 2R" bzw y(t) = f (ty(t)) 2 R"

anwendbar. Wahrend die unabhangige Variable t und die entsprechenden Sdritt weiten h Skalare
bleiben, sind alle anderen Gressenjetzt Vektoren der Langen.
Die Euler Rekursion

Yks1 = Yk + hF (t;yk) 2 R"
erfordert also das h-fache des Richtungsvektors F (tx;yk) 2 R" zu dem alten Zustandswvektor yi
zu addieren, um den neuen Zustandswektor yx+1 2 R" zu erhalten. Es ist davon auszugehen,
dassdiese Vektormultiplik ation und -addition vom Aufwand her gegeruber der Auswertung der
Redten Seite F (t; y) vernadlassigbarist.
Die Konvergenzordrungenbleiben erhalten, wobei der Abstand zwischen der annahendenund der
genauenLesungjetzt als eine Vektornnorm kyr-, Y(T)k der Di erenz zwischen yr- und y(T)
zu bestimmenist.

Lineares Beispiel fer Euler

Das autonome System linearer Di eren tialgleichungen
x(t) yo . x©@  _ 1
y(t) x(t) y(0) 0

hat die analytische Lesung [x(t);y(t)] = [coqt);sin(t)]. Die Anwendung der Eulermethode mit
Sdhritt weite h ergibt

Xn+1 - Xn +h Yn - Xn  hyn - 1 h Xn
Yn+1 Yn Xn Yn + hxp h 1 Yn

coy ) sin( ) Xn _ o cosh ) sin(n ) X1
B sin( ) cog ) Yo o sin(n ) cogn ) Y1

wobei P 1+ hZund = arcsin(h:p 1+ h?) .

D -6.6 Langzeitv erhalten von ODE { Lesungen

Bemerkung zum Langzeitv erhalten

Hau g ist von Interesse(z.B. in der Klimavorhersage),wie sich Lesungeny(t) der ODE y = F(y)
fur sehr grosset qualitativ  verhalten, und zwar unabhangig vom Anfangswert y(to) = Yo.

D.h. man will wissen, ob das dynamische System sich einscwingt, einen Gleichgewictszutand
erreicht, zufalliges (d.h. chaotisches) Verhalten o.a. zeigt.

Im folgenden machen wir Aussagenfer autonome Systeme der Zustandsraumdimensionn, die
entspediend auch fur nichtautonome Systemeder Dimensionn 1 gelten.

() Falls n =1 muss und sonst (n > 1) kann einer der beiden folgenden Falle eintreten:

1. y(t) strebt einem stationaren Grenzwert y; = tIlilm y(t) zu

Beispiel :y= (y a); a2 R; <0 yp beliebig
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cel +a;¢>0

\ y(t)

Y1

cel +a;¢c<0

/ y(t)

(b) y(t) explodiert (blow up)

tIlirrtw ky(t)k = 1 fur endliche Zeit t (kritisc he Zeit)

Beispiel : y=y? mit y0)=yo>0

Z Z
o dy 1, _ 1_ _ 1
=) F_dt_) de— dt =) y—t+c—) y(t) = P
y
AW yO_T>O
1
= c= —<0 - 1
) Y y(t) e
1
) |y0= )
Yo
——//
t t

(I'l) Asymptotisc h perio dische Lesung
Falls die Zustandsdimensionn = 2 ist muss, ansonstenkann y(t) sich asymptotisch einer periodi-
schen Lesungy (t) nahern, fur die gilt

y(t+T)=y(t)

fur allet > O und feste Periode T.
Beispiel : sieheobigesLineares Beispiel fur Euler

(I'11) Chaotisc hes Verhalten
Falls Dimension n > 2 (einscliesslich n = 2 im nichtautonomen Fall) kann die Lesungy(t) der
ODE sich chaotisch verhalten, d.h. auch nach sehr langer Zeit lasst sich keine periodische oder
stationare Struktur erkennen.

Beispiel : Lorenz - Attraktor (Ubung 2)
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D -7 Interp olation mit Polynomen und Splines

D-7.1 Interp olation mit Polynomen (Whd. 1.Semester)
Satz D.27 (Lagrange - Interp olation). SeiR = R oder ein anderer Kerper. Dann gilt:

1. Es existiert zu jeder Familie von Wertepaaren (Xi;y;) 2 R R fur i = 0;1;:::;n mit
unterschiedlichen \A bzissenwertet x; 6 x; fur i 6 j ein Interpolationspolynom P (x) vom
Grad n, soda

P(xj) =i furi=0;1;:::;n:

2. DiesesPolynom ist eindeutig und lat sich darstellen als

X (o)X X 1)(X Xis1)ii(X Xn)
P(X)_i:O yi |(xi Xo)iii(Xi X 1%&xi Xi+1 ) i (X xn}
Pi (x)

3. Insbesondee folgt ausy; = Ofur i = 0;:::;n, dassalle Koe zienten ¢; in P(X) = ¢co+ ¢ x +

cox? + 111 verschwinden,d.h. es gilt _
¢G=0 furi=0;:::;n:

Beispiel { Lagrangep olynom

xi| 01|23
yvil-1]2|1]0

x Dx 2)(x 3)

P = 15 Do 20 3
, (X _0)(x 2)(x 3) 2
@ 0@l 21 3)
.1 (x 0O)(x 1)(x 3) 1
2 02 12 3)
+0 x O)(x 1 2 I | -
B 0B 1B 2 1 2 3
1

2 19
Px) = =x® 4x2+ —x 1
(x) 3 3

Warn ung:

Interpolationspolynome heherer Ordnung kennen zwischen den vorgegelenen Datenpunkten sehr
stark oszilieren, deshalb wendet man in der Numerik lieber aus Polynomen niederer Ordnung
zusammengesetztd-unktionsmodelle an. =) Cubic Splines, Finite Elemerte.

6 Lagrange - Polynom
4
5 Kubischer Spline

26



D -7.2 Interp olation durch kubisc he Splines

Gegeb en:

gemessend®atenpaare (X;;y;), i = 0;:::;n.

Gesucht:

manipulierbare Funktion P(x) mit P(x;) = vyi, i = 0;:::;n
Ansatz

De niere die interpolierende Funktion P : [Xo;Xn]! R in jedem Teilintervall [x; 1;X;] als kubi-
schesPolynom P;, sodassfur x; 1 X X gilt:

PxX)= PiX)=a(x X 1)°+b(x x 1)2+c(x X 1)+ d;

Eigensc haften kubisc her Polynome
P; hat 4 freie Parameter und die Ableitungen

P'(X) = 3a(x xi 1)2+2B(X Xi 1)+
P'x) = 6a(x X 1)+2b

PiOOO(X) — 6a|
PiOOOO(X) — 0

nesP (x) sind genausoviele Gleichungennetig. Diesewerdenaus vier versdiiedenenBedingungen,
die die interpolierendenPolynome erfelllen meissen,hergeleitet.

Interp olationsb edingung

Pi(xi) = Pia(x)=y; i=1L:x:in 1
Pi(Xo) = Yo
Pn(Xn) = ¥n

Mit  x;j = X; X; 1 folgt ausder Interpolationsbedingungfer i = 1;:::;n

d=yi 1= Pi(xi 1)
a xX*+b x2+q x+di=y=P(x)

Das sind n mal 2 lineare Gleichungenin jeweils 4 Unbekannten.

Steigungsb edingung , .
P, (xi) = Piyg (Xi); i=1::0n 1

Daraus folgendie n 1 weiteren Bedingungen:
3a, X2+ 28 X{+ G = Guy; i=L:n 1

Es bleiben noch n + 1 Freiheitsgrade nach Erfuellung der bisher gefundenen3n 1 linearen Glei-
chungen.

Kr smm ungsb edingung " N
Pi(x)=Pu(x); i=1::n

Daraus folgenn 1 weitere Bedingungender Form

6a; Xi+ 2b = 2b41; i=1;::;n:
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Insgesant hat man nun 4n 2 lineare Gleichungenin 4n Unbekannten, die fehlenden2 Gleichungen
werdendurch spezielleForderungenan P; und P, im Anfangspunkt xo bzw. Endpunkt x,, erhalten.
Diesebeiden Bedingungenunterscheiden auch versdiedeneTypen kubischer Splines:

Nat wrlic her kubisc her Spclxi)ne " “ "
P (X0) = Py (X0) = 0= P, (Xn) = P (xn)

Im Falle naterlicher Splinessind die letzten fehlendenGleichungen also
bh=0 und 3an Xp+ by =0
Perio discher kubisc her Spline
0 0 00 00
P1(X0) = Pn(Xn); P1(X0) = P (Xn); P1 (Xo0) = Py (Xn):
Berechnung der Ko e zien ten bei naturlic hen Splines
Gesamthilanz
Man erhalt ein sehrstrukturiertes lineares Gleichungssystemvon 4n Gleichungenin ebensovielen

Unbekannten.

Reduktion auf ein lineares System in (n 1) Variablen

zZ = Ph(x)=2ba  feri=1:n 1
2y = Pi(xo)=0
Zn = Py(Xn)=0

Lemma D.28. Aus(Yyi 1;VYi;z 1;z) ergelen sich die Koe zienten (aj;h;c;di) von P; als

d = vy bh = z 1=2

Struktur  des reduzierten Systems bei nat urlic hen Splines

Mit
i=2( X+ Xj+1) und i= X
sawie
=6 Yiter Yi Yi Yia
Xj+1 Xj
ist zur Bestimmung der zj, i = 1;:::;n 1, dasfolgendediagonaldominarte symmetrische tridia-

gonalelineare Gleichungssystemzu lesen:

0 1
1 2
2 2 3
3 3 4
n 2 n 1
n 1 n 1

0

1 0 1
Z; r
Z3 r2
Z3 ra
n 2 M 2

Zh 1 M 1
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D -8 Numerisc he Integration { Quadratur

Grunde fer numerisc he Integration
Funktionen ohne gestilossendarstellbare Stammfunktion
Stammfunktion nur durch sehr komplizierte Formel darstellbar

Beispiele D.29 (Funktionen ohne geschlosseneintegral). e ** dx Gau 'sche
Glockenkurve

P 1 k2sin2t dt Elliptisc hesIntegral

D -8.1 Interp olatorisc he Quadraturformeln

Um eine Naherung desbestimmten Integrals
Zy
f (x)dx

a

der Langeh, = bn—a unterteilt. Dabei gilt x; = a+ i h, und insbesonderexy = a und x, = h.
Mit f; = f (x;) wird der Funktionswert an der i-ten Stetzstelle bezeidnet.

Riemann'sc he Summen 7
b X X
f(x) f(Xi)hn = fihn
a i=1 i=1
Fehlerterm Riemann's% he Sum%en
b
f(x) e 22 hy o max jf ()]
a =1 2 x2[a;b]
Summierte Trap ezregel " #
D4 1

Th = hy %(f0+fn)+ fi
i=1

Appro ximationsfehler iummierte Trap ezregel
b

b a 2 ., 00 .
) f(x)dx T, 17 h? XT[%]” (X)j

Kepler'sc he Fassregel
Ansatz: Quadratischer Spline g(x) durch die Punkte (a;f ()),( 252;f (252)), und (b;f (b))

g(x) = cx®>+ dx+ e
Durch geeigneteUmformung des Ansatzeserhalt man eine Berechnungswrsdrift ohne die Koef-
zienten c;d und e desSplinesg(x):

Sp = bT"" f(a) + 4F (252) + f (b)

Simpson'sc he Regel (Summierte Kepler'sc he Fassregel)
Anwendung der Fassregelauf die Teilintervalle der Lange h, = bn—a n gerade,ergibt die Simp-
son'sde Regel: 2 3
n
h X X
Si=Ddto+fat2 fa+d o i
i=1 i=1

Appro ximationsfehler Zsummierte Simpson'sc he Regel
b

b a
f - n if @ (x)j
(0 Sy g o max it 0]
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D -8.2 Quadratur mit Extrap olation { Romberg's Verfahren

Fur hinreichend oft di erenzierbare Integranden f (x) besdreibt die Euler-Maclaurinsche Sum-
menformel den Fehler der summierten Trapezregel T, als Polynom in geraden Potenzen der
Sdritt weite hy,:

Z, W

T, = f(x)dx+ akh2¢ + O(h2N+2)
a k=1

Die dabei auftretenden Koe zien ten o sind von h, unabhangige Konstanten.
Damit kennenFehlerterme von Quadraturformeln durch sog.Extrapolation zur Grenze/zum Limit
eliminiert werden, in der Werte einer Quadraturformel bei unterschiedlichen Sdritt weiten hy,
n = ng;Nno;:::, kombiniert werden.

Bei gestickter Wahl der Extrap olation erreicht man eine Aufhebung von Fehlertermen kleiner
Ordnung, so das der extrapolierte Wert eine deutlich genauereApproximation desgesuditen In-
tegralwertesist.

Rom berg Verfahren

Zuerst wird fur n = 1 die Trapezregelauf dem gesanten Integrationsintervall [a;b] ausgevertet.
Der erhaltene Wert Ty (d.h. Schritt weite h; = b a) wird als erster Eintrag RJ in die erste Zeile
der Tabelle eingetragen.

Mit halbierter Sdritt weite h, = hy=2 wird T, = er> beredinet und in die erste Spalte der zweiten
Zeile direkt unter RJ notiert:

k|n=2<|RY
RO
R? Ri

2
Daraus berecinet man den extrapolierten Wert R1 mittels

S RN

was aber genau SimpsonsRegel fur n = 2 ergibt.

Rom berg Verfahren (Fortsetzung)
DiesesVorgehenkann in einer neuenZeile der Tabelle fortgefuhrt werden.

Die k-te Zeile erhalt man dabei, indem zunachst die Trapezregelmit erneut halbierter Sdritt weite
hn = hy (d.h. n = 2X) ausgedihrt wird und T« als R{ in die erste Spalte eingetragenwird.

In den darau olgenden k Extrap olationssdiritten werden jeweils die Werte R{( der k-ten Zeile fur

j = 1;:::;k aus dem links stehendenWert Rl * und dem links dareber stehendenWert R} 1

berednet:
in] 1 j 1
Rj:4JR]k RL1:RJ'1+ 1
K 4 1 K 4 1

RLl R‘ki =10k
Insgesanm ergibt sich damit das folgende Tableau:

Rom berg Verfahren (Fortsetzung)

k|{n=2|R=T, R} R?

R8 = T]_

R{=T, R}

RI=T, R} RZ

RI=Ts R} R3 R}

16 |RY=Ti Ri R? R} R;

A W NP O
oo A~ DN PP
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Als Abbruc hbedingung eignet sich die Di erenz zwischen den beiden zuletzt beretneten Dia-
gonalelemenen des Schemas.
Falls mit einer vorgegelenenGresse die Bedingung

RE R

R
erfullt ist, dann wird dasVerfahrenbeendetund RE als Naherungdesintegrals :’f (x)dx betrach-
tet.

Appro ximationsfehler Rom berg-V erfahren
Fur f 2 C%*2 ([a;h]) gilt:

Zy

RE f(x)dx (b @ah2h3:::h3 e max jf K]
a x2 [a;b]

wobei o+ wiederum eine Konstante ist.

Bemerkung
Die auftretenden Konstanten ; ergeken sich als
B

i
wobei die B; die sogenanrten Bernoulli - Zahlen sind. Diese berednen sich rekursiv aus
" ! #

2 1 X Bk
+

202 + 1) (20! o, @ 2K+ 1K)

Bi=( 1 !
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E-1 Grundlagen der Optimierung

E-1.1 (Nic ht)lineare Ausgleic hsprobleme

Wir betrachten zunachst ein System
Ax = b; A2R™ "b2 R™

von m linearen Gleichungenin n  m Variablen. Wenn m > n nennt man das System wuberbe-
stimmt, da esweniger freie Variablen x; fur i = 1:::n gibt als Bedingungen, die an sie gestellt
werden.Wennm = n spricht man vom wohlkestimmten oder quadratischen Fall. DieseUnterschei-
dung macht eigertlich nur dann Sinn, wenn man folgende Annahme macht.

Vollrang-V orraussetzung

Die Matrix A 2 R™ " hat vollen Spaltenrang h = min(n; m), d.h. sie erfullt die aquivalenten
Bedingungen, dassihre n Spalten linear unabhangig sind und man m n Zeilen entfernen kann,
so dassdie verbleibende quadratische Matrix eine nichtversdiwindende Determinante hat.

Fehlerminimierung

Beobac htung
Im Falle m > n = rang(A) ist fur fast alle rechten Seitenb 2 R™ das System von Gleichungen
Ax = b nicht exakt erfullbar.

Konsequenz
Man versudit deshalbx so zu wahlen, dassalle Komponerten desFehlervektors

F Ax b= (Fi)izl:::m

so klein wie meglich sind, d.h. man versutt einen Ausgleich zwischen den m eigertlich als
Gleichungen gedaditen Bedingungenzu scha en.

Norm wabhl
Zur Messungder Gro e von F wahlt man hau g eine der Vektornormen aus Abschnitt B.3
kFkp = kAx bk, mit p2f1;2;1g

Hier bedeutet kF k; die Summeder KomponentenbetragejFij und kFk; ihr Maximum. Die Mi-
nimierung dieserbeiden Normen fehrt auf lineare Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsnelen-
bedingungen.

Diesewerden spater betrachtet und sind im allgemeinenscwerer zu lesenals das Gau sche Pro-
blem der kleinsten Quadrate (engl.: least squares),dassich ergibt, wenn man die Euklidische Norm
kF ko minimiert.

Metho de der kleinsten Quadrate

Satz E.1 (Kleinste - Quadrate - Lesung). Fur jedeslineare GleichungssystemAx = b mit
A2R™ " b2 R™ undrang(A) = n existiert ein eindeutiger Vektor x 2 R", so dass

kAX bk, = eriRnn kAx bk,
Diese Ausgleichsbsung erfullt das quadmatische, regulare Gleichungssystem
AAX = A°b2R";
welchesals Normalengleichungssystembezeichnetwird.

Bemerkung
Wenn die Vollrangvorraussetzungverletzt ist, existiert eine unendliche Menge von Vektoren, die
sowohl das Minimerungsproblem lesenals auch die entsprechende Normalengleidung erfellen.
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E-1.2 Allgemeine lineare Funktionenappro ximation

Betrachte ein Systemvon n vorgegetenen Ansatzfunktionen
up(x) @ [asbl! R fur j=1:::n

mit dem gemeinsamerDe nitionsb ereich [a; b].
Weiterhin betrachte m n unterschiedliche Stetzstellen x; 2 [a;b] und entsprechende Daten

Gesudit sind nun n Koe zien ten z;, so dassdie Linearkombination

X
u(x) Z; uj (x)

j=1

die sog. mittlere  Ab weichung , meglichst klein werden lasst:

" #

X 2
2 (uxi) i)
1

(N

Lesung der Gausc hen Ausgleic hsaufgab e
Aus den Vektoren

Y= (Y1iYo;iiiYm)” und  z= (z1;205000020)”
ist zur Lesungder Ausgleichsaufgale das Funktional
kKF(2)k, = KAz yko

ZuU minimieren.
Dasheisstaber nichts anderesalseineLesungz des(eberbestimmten) GleichungssystemsAz = y
mit kleinsten Fehlerquadratenzu nden.

Gau sc he Ausgleic hspolynome

Spezialfall: Gausc he Ausgleic hspolynome
Wahlt man als Ansatzfunktionen u; (x) = xI 1, soergibt sich das Polynom

X )
u(x) = zjx!
j=1

1

Die Vollrangbedingungrang(A) = n ist fur paarweiseversdiedeneStetzstellen x; erfullt, da die
erstenn Zeilenvon A die folgendeVandermondscheDeterminante haben:

3
1 xg :oooxpl
1 X2 0o xy 12y w1
detg . . . = (xx x;)60:
Lo k=2 j=1
1 x, @0 oxpt

Zur Berednung der Lesung mit kleinsten Fehler-Quadraten mu die Normalgleichung A A z =
A’y gelest werden.

Lemma E.2. Die Normalenmatrix A>A 2 R" " ist symmetrisch und positiv semi-de nit.
Unter der Vollrangvorraussetzungist A> A sagar positiv de nit.
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Bemerkung:

Wegender positiven De nitheit der Matrix A” A kann man das Normal- gleichungssystemmit
dem sogenantten Cholesky- Verfahren lesen.

Diesesist eine pivotierungsfreie Version desGau schen Verfahrens,das die Symmetrie der Matrix
ausrutzt und dadurch den Berednungsaufwand halbiert auf n®=6 Multiplik ationen gefolgt von
Additionen/Subtraktionen.

Allerdings kostet die Berechnung von AT A aus A bereits m n? Operationen, was durch die QR
Zerlegungvermiedenwerden kann.

QR - Faktorisierung

Wendet man dasin Abschnitt B.7 behandelte Gram-Schmidt Orthogo- nalisierungs\werfahren auf
die n Spaltervektorena; von A an soergibt sich darauseine Folgevon ebensovielen orthonormalen
Vektoren g .
Ausserdemexistiert nach Konstruktion der g die Darstellung

X

a = Ok kj farj = 1;:::;n

k=1
wobei die diagonalen Elemerte r;; fur j = 1;:::n alle positiv sind. Fasst man nun die ¢ als
Spalten zu einer orthogonalen Matrix Q = [gi;;:: ;0] 2 R™ " zusammenund erganzt die
Koe zien ten ry; durch Nullen zu einer oberhalb dreiedksformigen Matrix R 2 R" ", sohat man

fur A die Faktorisierung
A= QR mit Q'Q=I12R" "

Vereinfac hte Normalengleic hung
Aus der Orthogonalit at ergibt sich unmittelbar

ATA = (QR)"(QR) = RTQ'QR = R'R
und die Normalengleichung reduziert sich erst zu
RTRx = RTQ"b
und letztlich zu
Rx = Q'b
was sehrbillig lesbarist.
Zur Berechnung der QR Zerlegung
Es lasst sich leicht prefen, dassdie Zerlegungvon A 2 R™ " in das Produkt einer ortho-

gonalen Matrix Q und einer Dreiedksmatrix R mit positiven Diagonalelemerten eindeutig
ist.

Es gibt ausserdem Gram-Schmidt VerfahrenandereMethoden, mit denendie QR Zerlegung
berecnet werden kann. Zum Beispiel kennte man R aus der Cholesky Faktorisierung von
ATA gewinnenund dann Q = AR ! setzen.

Als e ektiv und gegemiber Rundungsfehlernsehr stabil gilt die sukkzessie Reduktion von
A mit Hilfe sogenanter elemenarer Re ektoren oder Householdermatrizen

Hin weis

Fer die kleinen Aufgabenin Ubung 3.1 kann das Gram-Schmidtsche Orthogonalisierungswerfahren
angevandt oder noch einfacher die Normalengleichung explizit gebildet und mittels Gau scher
Elimination ohne Pivotierung gelost werden.

Bemerkung

Wesettlich fur die Anwendbarkeit der linearen Gau schen Ausgleichsrechnung ist, da fur die zu
bestimmendenGre en eine lineare Beziehung gegetenist, z. B. y(x) = a+ bx.
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Ist die gegeleneBeziehung (etwa aus physikalischen Greinden) nichtlinear, sokann man versuden,
aus ihr eine lineare Beziehung fur unter Umstanden andere Gre en zu gewinnen, aus denensich
dann nachtr aglich die eigertlich gesutiten Gre en bestimmen lassen.

Beispiel E.3.
a 1 b 1
YO=Tox D ata Ty - YT AT
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E-2 Lineare Optimierung

lineare Optimierungsprobleme

Polyeder

Simplex-Algorithm us

Dualit &t

kombinatorische ganzzahligelineare Optimierungsprobleme
Branch & Bound

Scnitteb enerverfahren

E-2.1 Einfeuhrendes Beispiel: Bark eeper
Cocktails:

Daiquiri (45 ml wei er Rum, 30 ml Cointreau, 30 ml Zitronensaft, 15 ml Zuckersirup, Eis),
5.50 Euro

Kamikaze (30 ml Wodka, 30 ml Cointreau, 30 ml Zitronensaft, 1 Schu Limonensirup, Eis),
4.50 Euro

Long Island Ice Tea (20 ml Wodka, 20 ml wei er Rum, 20 ml Gin, 20 ml Cointreau, 4 TL Zi-
tronensaft, 4 TL Orangensaft, 1/8 | Cola, 1 Orangensdeibe, Eis), 7.00 Euro

VorhandeneSpirituosen: 5 | wei er Rum, 6 | Cointreau, 4 | Wodka und 3| Gin
Welche Cocktails mu der Barkeeper mixen, um meglichst viel Geld einzunehmen?
Variablen: Xi: Anzahl Daiquiris Xx2: Anzahl Kamikazes x3: Anzahl Long Island Ice Teas
Zielfunktion: Maximiere die Einnahmen:

max 5:50x1 + 4:50x, + 7:00x3

Neberbedingungen:

Weier Rum: 45x, + 20x3 5000
Cointreau: 30x; + 30x, + 20x3 6000
Gin: 20x3 3000
Wodka: 30x, + 20x3 4000

Optimierungsproblem:

0 1:
5:50
max@ 4:50 A x
7:00
0 1
45 20 5000
%30 30 20§X %6000
20 3000
30 20 4000
Schreib weise: bei Vektorenu;v 2 R"
u vi() 8i=1::;n:u v

( ;<; > analog)

Lesungmit MATLAB:
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>>A=[[ 45 0, 20]; [30, 30, 20]; [ 0, 0, 20]; [ O, 30, 20] ]

A=
45 0 20
30 30 20
0 0 20
0 30 20

>>b = [ 5000, 6000, 3000, 4000 ]

b=
5000 6000 3000 4000

>>c =[- 55 -45 -7]

c=
-5.5000  -4.5000  -7.0000

>> x = linprog( ¢, A b)
Optimization  terminated.

X =
44.4444
33.3333

150.0000

E-2.2 Lineare Optimierungsprobleme

De nition  E.4. Optimierungsprobleme mit linearer Zielfunktion und linearen (Gleichungs- und
Ungleichungs-) Neberbedingungennennt man Lineare Optimierungsprobleme , Lineare Pro-

gramme , LPs.

Allgemeinste Form:

maxc'x + d'y

AX +
Cx +
Ex +

Zielfunktion
a -Ungleichungen
b -Ungleichungen
g Gleichungen
0 vorzeichenbestrankte Variablen

W eiteres Beispiel: Tschebysche sc he Appro ximationsaufgab e

Uberbestimmtes lineares GleichungssystemAx = b, A2 R™ ", m> n

Lesungmit kleinstem Fehler:

in der Norm kAx bk; = max
m

min kAx  bk;
X

(siehelineare Ausgleichsproblemein E-1.1)

Umformulierung: zusatzliche Variable 2 R

Au esungder Betrageergibt ein LP:

min
X;
xXo
ajx; b
=1
min
X;
xXo
ajx; b
=1
xXo
ajx; b
=1
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E -2.3 Transformationen

1. min-Probleme werden zu max-Problemen, indem man die Zielfunktion mit 1 multipliziert:

minc'x () max c'x

n

-Ungleichungenwerdenzu -Ungleichungen,indem man siemit 1 multipliziert:
Ax b () AX b

3. Gleichungenkann man durch Paare von Ungleichungen ersetzen:

Ax b
Ax=Db () Ax b

4. Ungleichungen kann man durch Einfehrung von Sdclupfvariablen zu Gleichungen machen:

AX+s=b

Ax b () e 0

5. Vorzeicthenunbesdrankte Variablen kann man in Paare von vorzeichenbesdrankten Varia-
blen aufsplitten:
X=y zZ, Yy 0; A 0

6. Die Vorzeicherbesdhrankungenkann man (formal) zu den anderenUngleichungenhinzuneh-

men:
Ax b A b
x o O X o
Folgerung E.5. Man kann jedesallgemeineLP in der Standar dform
maxc' x
Ax =b
x 0
oder in der Form
maxc' x
Ax b

schreiben.

Bemerkung E.6. Naturlich kann man auch Nekenbedingungenund Variablen skalier en. Das ist
wichtig bei der numerischen Behandung.

Wir betrachten im folgendenlineare Programme der (allgemeinen) Form

maxc' x
Ax b (P)

mit A2R™ " b2R™, c2R", x2R".

E-2.4 Geometrisc he Untersuc hung

Die Neberbedingungensind lineare Ungleichungen Tx ( 60

X  Xo

X '
/ TX>
Ty —
- X =

Xo

0 ~

Tx <
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Auf der Seite von

0<cos =< ;X Xo>= (X Xo)= 'x Xo= T'x
Auf der Seitevon Tx <
fx: Tx= gisteineHyp erebene.
fx: Tx g (oder ) ist ein Halbraum .
Das SystemAx b besteht aus den Ungleichungen
. X
1 X = ayj X by 0o .1
i=1 1
5 A=B ;K
X m
mX = amj X; bin

Poly eder

JedeZeile desUngleichungssystemsesdireibt einenHalbraum. Die zulassigeMengeist der Durch-
schnitt von (endlich vielen) Halbraumen. Dies nenrt man ein Poly eder (wenn bestirankt auch
Polytop ).

P:=P(A;b:=fx:Ax bg

Annahme: Das Polyederist voll-(n)-dimensional.

(dimP = n RangAgyp), wobei Aqypy die Teilmatrix von A zu den Ungleichungenist, die von
allen Punkten aus P mit Gleichheit erfullt werden.)

Kon vexit at und Ecken

Bemerkung E.7. Ein Polyeder ist eine konvexeMenge.Konvex bedeutet,da mit je zweiPunk-
ten auch ihre gesamteVerbindungsstecke in der Menge liegt:

xX6y2P=) 8 2[0;1]:x()=x+ (y x)2FP:

Ein Punkt desPolyeders, der nie im Innern, sondernimmer am Rand von solchenVerbindungs-
strecken liegt, heit Ecke:

zZEcke () 8 6y2P:(9 2[0;1]:z=x+ (y x)=) ( =0_ =1)
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Satz E.8. SeiP = fx:Ax bg (A 2R™ ") ein volldimensionalesPolyeder. Dann gilt: xg 2 P
ist Ecke von P genau dann, wenn n Ungleichungenmit linear unabhangigen Zeilen von A mit
Gleichheit erfullt sind:

9B fl;:::;mg;jBj=n:8i 2B : iTx= b; f i;i 2 Bglin. unabh.
Sdreibweise:

0 1
Ag = % |T §
: i2B

ist eine Teilmatrix von A ausden Zeilen mit Indizes aus B, genanrt Basismatrix , und ist inver-
tierbar.
AB X = hg

Ab jetzt: Annahmen: P ist volldimensional, und P hat (mindestens) eine Ecke.

Lineare Zielfunktion auf dem Polyeder:

Beobaditung:

Satz: WenndasLP eineOptimall esunghat,
dann gibt esauch eine optimale Ecklesung.

9
lllm Y
K, i

%,

E-2.5 Berechnung der optimalen Ecke { Simplex-Algorithm us

Idef.: Starte mit einer zulassigenEcke (d. h. einer Ecke, die alle Neberbedingungenerfullt).
2. Gehezur nachsten Ecke, wobei die Zielfunktion ansteigt (bzw. nicht abnimmt).
3. Tue dies, bis keine Verbesserungmehr meglich ist.

4. Vermeide, Ecken zweimal zu besuden.

Simplex-Algorithm  us der linearen Programmierung

Dantzig, 1947

hier. geometriste Version
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0. Starte mit einer zulassigen Ecke x° 2 R".
SeiB die zugehorige Zeilenindexmengeund Ag die zugelwrige Basismatrix:

Agx® = bs bzw. x° = Ag'bs

1. Ist x° optimal?
De niere
u' == c'Ag' 2 R"
Fallsu 0, dann gilt fur alle x mit Ax b
c'x=u"Agx u'by = uTAgx®=c"x°

=) x0ist optimal. STOP.

2. Finde eine Richtung mit nicht abnehmender Zielfunktion.
Es gibt also (mindestens)einip 2 B mit u;, < 0.
Sei

d:= Ag'e

0

Dann gilt fer alle 0:

c(x°+ d c'x° = c'd= c"Azle
= u'e, = ui, O

=) Entlang der Richtung d nimmt die Zielfunktion nicht ab.

3. Ist das Problem unbeschrankt?
Finde die nachste zulassigeEcke in Richtung d, d. h.

J+ = X%+ [d n
Es gilt
T,0 P fee
X0 b 8 2fliiiimg
und
fd=  [Agle,= i, 0 8 2B
Falls auch

dann kennen wir jedes > 0 wahlen und bleiben immer zulassig.=) Das Problem ist
unbesdrankt. STOP.

4. Bestimme die Schritt weite, um zur nachsten zulassigen Ecke zu gehen.

Bedingung fer

Sei ( )
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5. Gehe zur nachsten Ecke.

De niere
xt:=x%+ d
und

Breu := B nfiogg[ fjog
Update von Ag und Ag*.
Weiter mit Schritt 1 und x* statt x°.

Bemerkungen zum Simplex-Algorithm  us

Bei der Wahl von ig und jo hat man u. U. mehrere Meglichkeiten. Durch bestimmte Strategien
(.wahle den kleinsten Index\ ) kann man vermeiden, dieselte Ecke mehrmals zu besudien. Da es
nur endlich viele Ecken gibt, terminiert der Algorithm us dann nach endlich vielen Iterationen.

Die Anzahl aller Ecken ist exponertiell in m, n ( rr‘: ). Man kann Beispiele konstruieren (Klee-
Minty), fur die der Simplex-Algorithm us alle Eckenbesudt. Die Worst-Case-LaufzeitdesSimplex-
Algorithm us ist also nicht polynomial.

Aber: Khachian (1979) und Karmakar (1984) haben polynomiale Algorithmen fur LP gefunden.
Alsoist LP 2 P,

In der Praxis ist der Simplex-Algorithm us sehr konkurrenzfahig, typische Laufzeit 3m, logn.

Alternativ e: Innere-Punkt-Metho den (spater in dieserVorlesung).

Zul assige Startec ke x° fur Simplex-Algorithm  us

Formuliere ein Hilfsproblem, z. B. (mit y 2 R)
maxy
Xy
Ax y b O y 0y 1

Fur diesesProblem ist der Punkt x = 0,y = 0 zulassig, er kann also als Startpunkt genommen
werden, um das Hilfsproblem mit dem Simplex-Algorithm us zu lesen.(sogenanne Phasel)
In der Lesung (x°;y°) ist y° entweder 0 oder 1 (die Lesungist eine Ecke).

Wenny® = 0, dann ist Ax > y bfur alle x und alley > 0, also auch fur y = 1. Das eigeriliche
LP ist alsounzulassig.

Fallsy? = 1,dannist Ax® b, x° kann also als zulassigeStartl esungfer den eigertlichen Simplex
verwendet werden.

Folgerung : Einen zulassigenPunkt zu nden, ist eine genausoscwere Aufgabe, wie einen opti-
malen Punkt zu nden.

E-2.6 Dualit at

Primales Problem

AX b (P)
aquivalent: (z 2 R)
max z
z ¢'x 0
AX b
c’ z
—_ n
P, = x2R": A X b
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Lemma E.9 (Farkas-Lemma). SeiA 2 R™ ", b2 R™. Dann gilt entweder

b

minfz: 9u O; 0: c¢c"™+u'"™A=0, z +u'b<Og

9x 2 R" : Ax
oder
QU2R™:u O;u'"A=0;u'b<O:
maxfc'x : Ax  bg
= maxfz:z c'x 0, Ax bg
= maxfz: P, 6 fgg
minfz: P, = fgg
Wenn Lesungmit = O existiert, ist P, = fg 8z.

Wenn Lesungmit > 0 existiert:

minfz: 9u 0: uTA=<c"; u"b< zg
minfu™b: uTA=c"; u

Og

Resultat : das Maximum von Problem (P) ist kleinergleich als das Minim um von Problem

minu’ b
urA=c"
u 0
(u2 R™)
(D) heit daszu (P) gehorendeduale Problem .
Folgerung E.10.

1. (P) ist unbeschmnkt =) (D) ist unzulassig.
2. (D) ist unbeschmnkt =) (P) ist unzulassig.

Schwache Dualit at:
x zulassigfur (P), u zulassigfur (D). Dann gilt

c"x = u'T Ax

(D)

u'b

Satz E.11 (Dualit atssatz). Die beidenlinearen Programme (P) und (D) haken optimale Lesun-
genmit dem gleichen Zielfunktionswert genaudann, wenn beide zulassigeL esungenhalen.

(Beweis mit Farkas-Lemma)

Folgerungen :

1. (P) hat endliches Optimum () (D) hat endliches Optimum, beide haben den gleichen

Zielfunktionswert.
2. (P) ist unbesdirankt =) (D) ist unzulassig.

3. (D) ist unbestirankt =) (P) ist unzulassig.

4. (P) ist unzulassig=) (D) ist unzulassigoder unbesdirankt.

5. (D) ist unzulassig=) (P) ist unzulassigoder unbesdirankt.
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E-2.7 Komplemen tarit at
Im Optimum gilt:

1. Primale Zulassigleit: Ax b
2. Duale Zulassigleit: uTA=c",u 0

3. ZF-Werte sind gleich: ¢c"x = u'b

X
O=u'b c'x=u'b uTAx=u"(b Ax)= u (b Ax)
i=1
Wegenu; Ound (b Ax); 0gilt also:

1. Wennu; 6 0,ist (b Ax);
2. Wenn(b Ax); 6 0. ist u;

0.
0.

Dies bezeidinet man mit Komplemen tarit at.
Im Simplex-Algorithmus, Scritt 1:

beredine Dualvariable:

Teste, ob

=) duale Zulassigleit + primale Zulassigleit =) Optimalit at

Wir sind alsoimmer primal zulassigund im Lesungspunktauch dual zulassig.

Variante: Starte mit dualer Zulassigleit, iteriere, bis auch primale Zulassigleit erfullt ist.

I Dualer Simplex-Algorithm us

Anwendung: Re-Optimierung mit Warm-Start, Vermeidung erneuter Phasel

d. h. nach erfolgter Optimierung: modi ziere Problem, optimiere erneut
zusatzliche Variablen: setze zugelorige x-Werte auf 0, bleibt primal zulassig! weiter mit
primalem Simplex

zusatzliche Neberbedingungen:setzezugehorige u-Werte auf 0, bleibt dual zulassig! weiter
mit dualem Simplex (wichtig fer Schnitteb enerverfahren)

Simplex-Soft ware
Kommerziell:

CPLEX (ILOG)
Xpress (Dash)

Ak ademisc h:

SoPlex (ZIB Berlin)

Ipsolve
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E-2.8 Lineare ganzzahlige Optimierung

Alle oder einige der Variablen meisseneine zusatzliche Ganzzahligkeitsbedingung erfellen, typi-
scherweise
Xj 2 f0;1g oder x; 2 Z oder :::

Modellierung von: Anzahlen, Entscheidungen, usw.

Durch die Ganzzahligkeitsbedingung erhalten wir Kombinatorische Optimierungsprobleme.

Traveling Salesman Problem (TSP)

gegeten: Graph (V,E) mit

EckenV (Stadten) und

KantenE V V (Straen) und
Kantengewidten c. (Streckenlangen)

gesutt: die kurzesteRundreise,d. h. die gesdilossenel our
mit kelrzester Langedurch alle Knoten

ordne jeder Kante e 2 E eine 0-1-Variable zu:

1 Kante e gehert zur Tour

X =
€ 0 sonst

(x: Inzidenzvektor)

Zielfunktion: X
min CeXe
e2E

Nebenbedingungen:

1. zu jedem Knoten gehenzwei Kanten der Tour

X
Xe=2 8v2V

e2 (v)
mit (v):=fe2E:9v6 u: e= uv_ e= vug (DegreeEquation)

2. auf gestlossenenStredken (Kreisen) mit Lange < jVj durfen nicht alle Kanten zur Tour
gehoren X
Xe JCj 1 8KreiseC E; jCj<|jVj
e2C

(Subcircle Elimination Constraint)

0-1-LP fwur das TSP
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X

min CeXe
X €2E
Xe=2 8v2V
® (v)
Xe JCj 1 8KreiseC E; jCj<jVj
e2C

Xe2f0;1g 8e2E

Allgemeines Mixed-In teger-LP (MILP)

min ¢’ x

Ax b
Xj ganzzahlig j 2J f1;:::;ng

mit der zulassigenMenge
S=fx2R":Ax b;x; ganzzahlig j 2J f1;:::;ngg
Bemerkung : Wenn man einenPunkt x hat, der (MILP) lest, gibt eskeine Kriterien, mit denen

man die Optimalit at leicht nachweisenkennte. Schlimmstenfalls mu man alle zulassigenPunkte
untersuchen. ! Exponertielle Laufzeit.

(MILP) ist ein N P-schweres Problem .

L esungsstrategien

Relaxierungen: Vergre ere die zulassigeMenge.
z. B. lassedie Ganzzahligkeitsbedingungenweg! LP.

Teilprobleme: Zerlegedie zulassigeMenge.
z.B. links: x; bxSc, redits: x; bxSc+ 1

Heuristik en: Finde schnell zulassigePunkte.
z. B. Runden, Greedy-Heuristik

Diese Strategien meissenan das konkrete Problem angepasstsein!

Relaxierungen liefern lokale untere Schranken:
S Si=) minc'x minc'x
X2 Si X2 Si
Lesungenvon Teilproblemen liefern globale obere Schranken:

S=S;[ S;=) minc'x minc'x
X2 S;j x2S

Zul assige Punkte liefern globale obere Schranken:

x2S=) c'x minc'x
x2S

48



Das Branc h-&-Bound-V erfahren

1. Initialisiere die Liste der aktiven Subprobleme mit dem gegebenen
Problem (MILP), x := NULL.

2. Wenn die Liste leer ist, Stop: Problem (MILP) ist gelest, Lesung:
I
X .

bxisc

3. Entferne ein Subproblem (SUB) aus der Liste, und arbeite es wie
folgt ab.

4. Lesedie LP-Relaxierung von (SUB). unzulassig

5. (SUB) ist unzulassig, gehe zu (10).

6. LesungxS ist schlechter als bisher gefundener bester Punkt x , gehe

zu (10).
7. xS ist zulaessig fur (MILP), neuer bester Punkt: x := xS, gehe zu
(10).
8. Wende Heuristik an, um zulassigen Punkt x" zu nden. Ist dieser
besserals x : Setzex := xH. dominiert durch

9. Teile (SUB) in zwei (oder mehr) neue Subprobleme auf, schreibe ©bere Schranke

diesein die Liste.
10. (SUB) ist abgearbeitet, gehe zu (2).

Kon vexe Hulle

Polyeder:P = fx 2 R" : Ax bg (Annahme: dimP = n)
ZulassigeMengevon (MILP): S := P\ ziJi
Die konvexe Helle von S ist die kleinste konvexe Menge, die S enhalt.

xa X
cowS= x2R": x= ix": =1 i O

Satz E.12. convsS ist ein Polyeder mit Punkten von S als Ecken.

X bxisc+1

ganzzahlige
Losung

Die komplette Besdreibung von corvS erfordert u. U. sehrviele (  expn) Ungleichungen.Deshalb

arbeitet man bessermit Sdnitteb enen.

Geultige Ungleic hungen und Facetten

Gultige Ungleic hungen fur convS sind Ungleichungen, fer die gilt:

Tx 8x 2 convS
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Eine Seiten ache von corvS der Dimension k wird besdirieben durch eine geltige Ungleichung
fur corvS, die von genauk + 1 an unabhangigenPunkten ausconvS mit Gleichheit erfullt wird.

X1

X0;X1;1::;Xk an unabhangig X1 Xo
X2

X X
X0 2 0

Seiten achen der Dimension O hei en Ecken Seiten achen der Dimension 1 hei en Kanten
Seiten achen der Dimensionn 1 hei en Facetten .

Schnitteb enen - Verfahren

Schnitteb enen (eigentlic h Schnitth yp ereb enen)

Abschneiden einesPunktes
x* 62S:

1. Tx 8x2S

2. Tx*t >

Separationsproblem:  Finde eine Ungleichung (aus einer Familie von meglichen Ungleichungen),
die x* absdneidet.

Am besten: Facetten von corvS als Schnitteb enen.

Schnitteb enenalgorithm us

fur das Problem minfc™x : x 2 P\ zlig

1.t:=1 Pl:=Pp;:

2. Lesedie LP-Relaxierung
c'x! := minfc'x : x 2 Plg:
Falls x{ 2 Z 8j 2 J; STOP: (MILP) gelost.
3. Generiereeine odere mehrere Schnitteb enen
iy s
die x! von P! absdneiden.

4. De niere P! durch Hinzufugen der Ungleichung(en) ' x I zu Pt (und evtl. durch
Entfernen einiger vorher hinzugefugter Ungleichungen).

5. Setzet := t + 1, und gehezu (2).

Generieren von Schnitteb enen
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Problemsp ezi sc he Facetten
z. B. Facetten des TSP-Polytops
Problem: Separationin polynomialer Laufzeit

Lift-&-Pro ject-Cuts fer 0-1-Probleme
Betrachte Facetten von

min ¢’ x
Ax b
xj 2 [0;1]8j 2 J
Xi = O_Xi =1

Farkas-Lemma! Charakterisierung der Facetten als Ecken einesPolyeders(Polare). Gene-
rierung von Facetten durch Lesungvon LPs, die im wesettlic hen doppelt sogro sind wie
Ax b

Gomory-Cuts

Rundenvon Koe zien ten, soda die Ungleichung fer ganzzahligePunkte erfullt bleibt, aber
fur nichtganzzahlige Punkte versarft wird.

Branc h & Cut

Kombiniere Branch & Bound und Schnitteb enenalgorithmus.

GeneriereSdnitteb enenin (einigen, vor allem frehen) Knoten, um (schnell) bessereScranken zu
erhalten.

TSP Beispiele
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120 Knoten:

1000Knoten:

15112Knoten:

8246 Knoten:
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E -3 Grundlagen der Optimierung
E-3.1 Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit at

De nition  eines Nic htlinearen Optimierungsproblemes  (NLP)
E(nzigf (x) bzw. minf (x) s:d:x 2 S
wobei die zulassigeMengeS R" typischerweisede niert ist durch
S fx2R":h(x)=0; ¢(x) 0Og
fur Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen de niert durch
h:R"! R™ und c:R"! RP

Fallsm = 0= pheisstdasNLP Problem unrestringiert. Messeneinige Komponerten x; ganzzahlig
sein so spricht man von einem MINLP  in Analogie zum linearen MILP .

Entsprec hendes Entscheidungsproblem:
Fer welche Schranke ' hat das System algebraister Gleichungen und Ungleichungen
fx) 5 hxX)=0 cx) O

eiberhaupt eineLesungx 2 R" ?

Komplexit atsv ergleic h

Das jeweilige Entscheidungsproblemist nur unweseitlich einfacher als das Optimierungsproblem,
da letzteresdurch eine Folge von Entscheidungsproblemenmit variierendem’ approximativ gelest
werden kann.

Bemerkung

Abgesehenvom unten besprachenenkonvexenFall ist schon das Entscheidungsproblemauch ohne
Ganzzahligkeitsbedingung NP schwer. Unter Optimierern gehendie Meinungen eiber die prakti-
sche Bedeutung diesertheoretischen Aussageweit auseinander.

Wirkung von Nic htlinearit at und Nic htk onvexit at 11

Im Falle reiner Gleichungssystemewurde festgestellt, dassnichtlineare Probleme, fur die alle Funk-
tionen stetig di erenzierbar sind, im lokalen Sinne ( d.h. bei Vorgabe einesAnfangspunktesin der
unmittelbaren Nahe einer Losung) nur unwesetlic h schwerer als lineare Probleme sind.

Das gilt auch in Kombination mit Ungleichungen. Als Verallgemeinerungvon Newton's Methode
nahert man dann dasgegelenenNLP durch eine Folgevon Systemenauslinearen Gleichungenund
Ungleichungenan. Bei der direkten LesungdesOptimierungsproblemeswird dabei die Zielfunktion
quadratisch angemhert. Das fehrt zu den sogenaniten sukzessivemuadmatischen Optimierungs-
verfahren (SQP).

Glohal, d.h. ohne Vorgabe guter Startwerte, sind nichtlineare Probleme viel schwerer, da schon die
Sudhe nach einemauch nur annaherungsweisezulassigenVektor einenin der Zahl seinerKompo-
nenten exponertiellen Aufwand verursacen kann.
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Wirkung von Nic htlinearit at und Nic htk onvexit at |

Die scheinbar harmlose polynomiale (Zusatz-)Gleichung
xi x) =0

erzwingt, dassdie i-te Variable x; binar ist, d.h. nur die Werte 0 oder 1 annehmendarf. ( Man
kann so leicht das klassiste EntscheidungsproblemSAT als NLP schreiben.)

Ein guter Anfangswert bedeutet hier praktisch die Vorentscheidung, ob x; nun 0 oder 1 sein soll.
Nur im Falle konvexerNLP ( d.h. h musslinear sein,aber f und die p Komponerten von c kennen
allgemeinerekonvexe Funktionen sein) werden keine guten Startwerte benetigt. Denn dann sind

saowvohl die Menge aller zulassigenund insbesonderedie Menge aller optimalen Lesungenselbst
konvex und esgibt keine lokalen Minima.

E -3.2 Nichtlineare Ausgleic hsprobleme

Nic htlineare Ausgleic hsprobleme

Eine wichtige Klasse (hau g unrestringierter) NLPs sind von der Form:

min f (2) %kF(z) yk? = %(F(z) y) (F(z) )

wobei F : R" I R™ mit m n ein an versdiedenenPunkten ausgevertetes mathematisches
Modell darstellt. Der Variablenvektor z soll so gewahlt werden soll, dassder Euklidische Abstand
kF(x) yk zu'gemessenenDaten y 2 R™ meglichst klein ist.

Zum Beispiel kennte man die in Ubung 3 Aufgabe 1 betrachteten 'synthetischen' ( d.h. nicht
wirklic h gemessenesondernkenstlich erzeugten) Daten

1

——; Xi=f 6 :3; :1,0;:1;,:3;:6g; feuri=1;:::;7
1+ 25¢2"

yi =
auch nichtlinear annahern.

Fortsetzung des Beispieles

Statt die Daten durch eine Linearkombination von Monomen u; (x) = xI 1 oder sonstiger Basis-
funktionen kennte man annehmendass

Yi Fi(z) '(Xi;z) mit ' (x;2) z3+ zc0qZ3X + Z4)

Mit anderen Worten: Wir nutzen eine Kosinusfunktion mit den vier Parameternz ~ (z;)i=1 .- 4
als Modell fur unsereDaten.

O ensichtlich ist nun F(z) vy = (Fi(z) Vi)i=1::: 4 nicht mehr linear und entsprechend f (z)

KF(z) yk®=2auch nicht quadratisch in z. Wegender Oszillationen der Kosinusfunktion ist dieses
Problem auch nicht konvex und hat mehrerelokale Minima.

Nichtlineare Ausgleichsproblemekennenentweder mit allgemeinenAlgorithmen zur nichtlinearen
Optimierung oder mit versciedenenVarianten dessogenanten Gauss-Newton- Verfahrensgelost
werden.

Gauss-Newton
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Bei dieser Verallgemeinerungdes Newton-Verfahrenswird am jeweiligen Annaherungsvert z fer
einen zunachst beliebigen Schritt s approximiert

F(z+s) F.(s) F(z) + FY2)s

wobei FYz) 2 R™ " wiederum die aus allen ersten partiellen Ableitungen @i=@; vonF nach z
geformte Jacobimatrix darstellt.

Wahrendim Newtonverfahrender Scritte s sogewahlt wird, dassdas GleichungssystemF 9(z)s =
F (z) exakt erfullt wird, geht diesim vorliegendenuberbestimmten Falle m n im allgemeinen

nicht. Hier wird wie beim linearen Ausgleichproblem s sogewahlt, dasss das ResiduumkF 4z)s+

F (z2)k minimiert. Im wohlbestimmten Falle m = n ergibt dies den exakten Newton-Sdritt s =

Fz) F(2).
Wiederholung fehrt hier unter Nutzung der Normalengleichung zur Gauss-Newton- Iteration

1

z z FY%)’F%) "FY%2)”F(2)

Unter geeignetenVorraussetzungenergibt sich von guten Anfangspunkten lineare Konvergenzge-
genein lokalesMinimum vonf (z) = 1=2kF (z) yk®. Dabei mussgegelenenfallseine Dampfung der
Sdhritt weite eingesetztwerden und selbst mit ihr ist Konvergenzvon beliebigen Anfangspunkten
nicht garartiert.

E-3.3 Klassen von Optimierungsv erfahren

Lesbark eit allgemeiner NLPs

Man untersc heidet drei M eglic hk eiten

(i) zulassig () ; 6 S fx2R": h(x)=0;¢c(x) 0g
(i) bestirankt () 1 < f infff (x) :x 2 Sg
(iii) lesbar () ;6 argmin(fjS) fx2S:f(x)=f g

Bei der Linearen Programmierung, d.h. wenn f ; c;h linear sind gilt
() & (i) =) (i) sowie argmin(fju\ S) argmin(fjS)

wobei f M die Restriktion der Funktion f auf eine beliebige TeilmengeM seinesDe nitonsb erei-
chessymbolisiert.

Nic htlineares Gegenbeispiel: S=1[0;1); f(x)=e * D’

T

o 1

(iv)  zulassigund besdrankt, aber nicht lesbar.
(v) x = 0ist lokalesaber nicht globalesMinimum.

Warn ung:
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Die Meglichkeiten (iv) und (v) kennenim Allgemeinendurch einenOptimierungsalgorithm us nicht
festgestellt werden.

Praktisc hes Abbruc hkriterium:

Gib auf, wenn die an benadbarten zulassigenPunkten erzielbaren Reduktionen des Funktions-
werteskleiner als eine vorgegeleneToleranzist ( oder der Algorithm us anderenHindernissen,wie
zum Beispiel singularen Matrizen, begegnetist.)

Grundlegende algorithmisc he Herangehensw eisen

Lok ale Abstiegsmetho dik

Ausgehendvon xg 2 S erzeugeeine Folge

Xk+1 = Xk + Sk with  f (Xk+1) < f (Xk)

sodassho entlich fur ein o enes U

I(Ililm Xk =X with x 2argmin(f ju\ S)

Globale Optimierungsmetho  dik

Erzeugeeine endliche Punktwolke X = fx,gf.;  R" meglicherweiseunter Berecksichtigng des
"Fitnesswertes" f (xx) und wahle

x 2 argmin(f jS\ X)

See:Evolutionare Algorithmen = Simmulated Annealing

Genetic Algorithms (GA)

+ + 1l

Griew ank's function: The GA playground

N I A / O) U
‘\ \ (2 T\ : e

N //l“{' 705 N ‘ =
WSy - O O
08 ll’b‘i\\\\\\\ ‘/ "\\\\\ ‘ Iy ‘6‘ “ 6‘\\ _

o — T ROOENOM
X o2 Y
f(x)=1+ 5= cos P
200 ,

google (Griewank function) =) #1 2 27 Kilohits

Comparison between PSA/GAc and GA (Griew ank function)

56



Comparison between PSA/GAc

E -3.4 Unrestringierte

Optimalit atsb edingungen unrestringierten

dim PSA GA (20*20) duGa
Optimum 1.0e-5order 0 0
Succesgate 10 0.9 0.0 0.2
Evaluations 3008201 3200400 | 2676960
Succesgate 30 1.0 0.7 0.9
Evaluations 3118041 2922120 | 1819760
and GA (Rosen bro ck function)
Optimum dim | 1.0e-8order 0 0
Succesgate 10 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2750721 | 3200400| 3200400
Succesgate 30 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2723441 | 3200400| 3200400

nichtlineare Optimierung

Fall (m= 0= p)

Gradient versctwindet

=) ist lokal aquivalent zu ‘Ioseg(x) rf(x)= 0‘

i=1;::n

o@f

0 r2f(x) &
i &K

HessematrixH (x) ist positiv semi-de nite
j=1;:n

gx)=0~™ H(x) O~" det(H(x)) 8 0 =) x lokalesMinimum
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Rosenbro ck { Funktion

10

——
e

LW W v e

S S

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

Hehenlinien der Rosenbro ck { Funktion

X2

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
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Gradien ten - Verfahren fur Rosenbro ck - Funktion

X2

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung
Was klemm t beim Steilsten Abstieg (Cauc hy,1847) ??7?
Xk+1 = Xk kO Mmit K argngin(f Xk 9«k))
>

Die Berecherung von g heisstline-searc h bzw Strahlsuc he .

Fur  f(x1;X2) = 2(x3+ x 3) zeigt die Methode zigzaging :

Im allgemeinenFall ist die Konvergenzrate

kxk x k  kxo x k@1 ) kxo X k(1 2k=)

+1
wobei = (H) KkH kkH k= max (H )= min (H)
Bedeutung von Skalierungsin varianz

Steilster Abstieg funktioniert perfekt wenn

Hx)=1() HX)=I
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oder wenn angevandt auf das transformierte Problem

fz) f(H 2

=) Newton's Methode Dynamische Transformation

Xk+1 = Xk + xSk mit  H(Xk)sk =

=) Quasi{Newton Methode, z.B.
Bksk = o mit Hy By UBk 1S 1,0 O 1)
diesist der einzige Weg zur superlinearen Konvergenz,d.h.

. kxXksr X K _
kl!llm kxek X k

0

BF GS - Verfahren fer Rosenbro ck - Funktion

x2

Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

Mutations-Selektions - Verfahren fur Rosenbro ck-F unktion
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Grak: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

Kosten der Linearen Algebra vs. Ausw ertungsk omplexit at

OPS(H, ‘o) = &n® OPS(B, 'g) n?
MEM (Hy) = n? MEM (Bk) = kn for LM-BFGS
LM  Limited Memory Version
% 4 via Algorithmischem Di erenzieren
%:(fx()’;» 4n im sahlimssten vollbesetztenFall
Zwisc henfolgerungen (fur den unr estringierten Fall)

Gradienten kosten nur ein kleines Vielfachesder zu Grunde liegendenFunktionsauswertung
vorrausgesetztdieseist durch einen Auswertungscade gegelen.

Hesse-und Jacobimatrizen, e.g.r 2f und im besdrankten Falle r h;r c, kennen sehrteuer
zu faktorisieren sein, falls sie keine geeigneteDennbesetzheitsstruktur besitzen.

Gradientenbasierte quasi{Newton Methoden sind ein guter Kompromiss zwischenlangsamen
ableitungsfreien Verfahren und teuren Methoden zweiter Ordnung wie z.B. Newton.

Bei unrestringierten Problemen kann durch Strahlsuche Konvergenzzu einem stationaren
Punkt erzwungenwerden.

Globale Optimierung ist extrem teuer und/o der sehr unzuverlassig.
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E -3.5 Restringierte Nic htlineare Optimierung

Umform ungstric ks zu unrestringiertem  Problem

Gleichheitsrestriktion
Ungleichungsrestriktion  konvertierbar zu  Vorzeicherbedingung
oder quadrierter Schlupf

Gg(x) 0 () G(X)+z' =0 mit e=1lundz O oder e=2

Bew ertungsfunktion:
f (x) f(x)+ p(h(x)) + +b(c(x))
wobei
p(z) = Strafefurz6 0 e.g.p(z)= 22
b(z) = Barrierefurz! 0 e.g.b(z)= 1In(2)
Unter ziemlich allgemeinenVoraussetzungergilt dann
lim x argminf (x) = x 2 argmin(f jM)
Lo X2 RN
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KKT Optimalit atsb edingungen fer restringierte  Minima
An lokalen Minimalpunkten mussdie Lagrangefunktion
X
L, )=f(x)+ jhj(x) + ic(x) mit ; O
j=1 i=1

nach Karush (1939) und Kuhn-T ucker (1951) die folgendenBedingungenerster Ordnung erfelllen

0
0

r<L(x;; ) = 0 r
roLx; ) 0 : Ty

L(x;; )
L(x;; )

Als Bedingung zweiter Ordnung mussgelten fur beliebigev 2 R"

rh(x)v=0; diag( i)r c(x)v=0 =) Vv'riL(x;; )v O
Erw eiterte Lagrange Metho den (MINOS(1970),LANCELOT(1988) )
Minimiere
1 2 X 2
L, )=L&x,; )+ 5 khk* + max(0; ¢)
i=1
welche identische Minima x = x fur grosses und korrektes , hat.

Sequentiel le Quadr atische Programmierung (Wilson(1963), Powel I)

inimi T 1T
Minimiere f (x) + g(x)' s+ 3s'Bs

sth(xX)+r h(x)s = 0 mit linearen Restriktionen

c(x) + r c(x)s 0
wobei
B riL0c: )=r?f)+  rihe+ irfg(x)
j=1 i=1
alle Kr ummungsinformationen enth alt.

problem nv nc ipopt  knitro  -d -a logo  pennon  snopt
bearing 200 40000 O 10 236 10 93 11 29 fail
bearing 400 160000 O 106 856 67 1018 89 173 fail
camshape 1600 1600 3200 3 31 1 c 4 fail 10
camshapesaoo 6400 12800 17 178 7 t i fail 177
elecyoo 600 200 84 14 22 27 67 34 46
elecsno 1200 400 994 63 164 190 1296 183 78
gasoil 1600 16001 15998 8 164 120 923 15 t 225
gasoil 3200 32001 31998 26 1239 748 5163 110 t 688
mar ine goo 19215 19192 8 11 14 3039 28 t t
mar ine 1600 38415 38392 42 39 31 t 204 t t
pinene 1600 32000 31995 14 8 15 t 17 40 loop
pinene 3200 64000 63995 54 42 60 t 66 123
r obotgog 7199 4801 4 3 6 12 i fail 78
r obotisoo 14399 9601 10 10 12 48 t fail 149
r ocketeaoo 25601 19200 18 6 18 1918 14 fail 1335
r ocketizgoo 51201 38400 36 17 37 t 37 fail loop
steering 400 32000 25601 9 7 12 t t 10 298
steering 12800 32000 25601 19 21 32 t t 31
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Schlussfolgerung bezeglic h restringierter  Probleme
Wesettlich schwerer als unrestringierte Probleme, Au nden eineszulassigenPunktes nicht
garartiert.

SQP Methoden e zien t und zuverlassigauf Problemen mittlerer Gresse,d.h. mit einigen
hundert Variablen und Restriktionen.

Bei noch gresserenProblemen scheinen Innere Punkt Methoden derzeit am e ektivsten.

Anwendung von SQP und Innere Punktmethoden in Praxis verlangt oftmals (zu) hohen
Implementierungsaufwand.

Lokale Optimierung  Fine Tuning & Strukturelle Optimierung .
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F-1 Endlic he Wahrscheinlic hk eitsr aume

Wir betrachten folgendesExperiment: Eine Menze wird geworfen. Das Ergebnis sei entweder
.Kopf\ oder ,Zahl . Der Ausgang einessolchen Experimentes ist nicht exakt vorraussagbar.Man
mel te ein exaktes physikalisches Modell und alle netigen Parameter, Anfangs- und Randdaten
haben, was aber unmeglich ist.

Im betrachteten Fall spreden wir von einem Zufallsexp erimen t. Die Wahrscheinlic hkeits-
theorie analysiert Gesetzma igk eiten solcher Zufallsexperimerte.

Jederhat eine gewisseVorstellung von der Aussage:, Bei einer fairen Menzeist die W ahrsc hein-
lichkeit far ,Kopf genausogro wie fur ,Zahl™\

Intuitiv denkt man dabei etwa: , Wenn man die Menzeoft (hintereinander) wirft, sokonvergiert die
relativ e Hau gk eit von ,Kopf® (von ,Zahl’) gegenl1/2.\ Eine De nition der Wahrscheinlichkeit
mit Hilfe der relativen Hau gk eiten ist im Allgemeinen jedoch problematisch.

Beispiel F.1 (Experiment: ZweimaligesWurfeln). Die Menge aller meglichen Kombinationen ist
=f@G Dl B 6o

Also gibt esj j = 36 megliche AusgangedesExperimertes. Bei einemsogenanten fairen W wrfel

sind alle dieseAusgange(Elemen tarereignisse ) gleichwahrscheinlich. Z.B. gestieht dasEreignis
f(1;2)g = ,erst 1, dann 2 mit einer Wahrscheinlichkeit von 1=36. Das Ereignis ,, Summe der
Augenzahlenist hechstens3\ entspricht der Menge A := f(1;1);(1;2);(2; 1)g. Es gilt alsojAj = 3
und somit ist die Wahrsdeinlichkeit fur diesesEreignis gleich 3=36= 1=12.

F-1.1 Elementare De nitionen

De nition  F.2 (Endlic her Wahrsc heinlic hkeitsraum). Sei einenicht-leere endliche Menge,
also =1f1,2;:::;Ngund P() derenPotenzmenge,d.h. die Menge aller Teilmengenvon .

1. Eine Wabhrsc heinlic keitsv erteilung (oder auch ein W ahrsc heinlic hkeitsma ) auf st
eine Abbildung P : P() ! [0;1] mit folgendenEigensdaften:

PO = 1
P(A[ B) = P(A)+P(B) fur A\ B=;:

Die Menge nennenwir Ergebnismenge oder auch Ergebnisraum
2. TeilmengenA hei en Ereignisse , P(A) heit Wahrscheinlic hkeit von A.
3. Eine Mengef! gmit ! 2 heit Elemen tarereignis .

4. DasPaar( ;P) heit Wahrscheinlic hkeitsraum (genauer:endlicher Wahrsdeinlichkeits-
raum).

5. Wir nennen dassichere Ereignis und ; dasunm eglic he Ereignis .

Bemerkung:

(Wahrsdheinlichkeitsma als Voraussage) Auch wenn wir hier, wie angekeindigt, mathematisch
vorgehen und Wahrsdeinlichkeiten von Ereignissendurch eine abstrakt gegekene Funktion P
de nieren, ohne dies weiter zu erklaren, sollte jeder eine intuitiv e Vorstellung von Wahrschein-
lichkeit haben. Das Wahrsdheinlichkeitsma kennenwir auch als Voraussage eber die meglichen
AusgangeeinesZufallsexperimentes interpretieren. Eine solche Sichtweisewird z.B. das Verstand-
nis desBegri es der bedingten Wahrscheinlichkeit unterstetzen.
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Satz F.3 (Eigensc haften eines W ahrscheinlic hkeitsma es). Seien( ;P) einendlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum und A; B 2 P(). Esgilt:

1. P(A®) =1 P(A), wobei A°= nA dasKomplemen t von A ist. Speziell gilt P(;) = 0.

N

.A B) P(A) P(B).

w

. P(AnB)= P(A) P(A\ B).

8
4. FallsAq;:::; A, paarweisedisjunkt sind, d.h. fur i 6 j gilt Aj\ A; = ;,danngilt P( Aj) =
i=1

P P
P(A)). Speziell gilt P(A) = P(f! g).
i=1 12A

8 P
5. Fur beliebige (i.a. nicht paarweisedisjunkte) A1;:::;A, 2 P() qilt P( Aj) P(A).
i=1 i=1

= 1=
6. P(A[ B)=P(A)+ P(B) P(A\ B).
De nition F.4 (Laplacesc her Wahrscheinlic hk eitsraum). Sei( ;P)
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Falls alle Elementarereignissedie gleiche Wahrscheinlichkeit
haben, heit P Gleic hverteilung , und ( ;P) heit Laplacesc her W ahrscheinlic hk eitsraum .
Es gilt dann:

1
I
jAj
i

fur alle! 2 ;

P()

P(A) fur A ;

wobeij j, jAj die Anzahl der Elemente in  bzw. A ist.

Beispiel F.5 (,, 6 Richtige im Lotto 6 aus49 ). Wir beredinen die Wahrsdeinlichkeit dafur, dass
6 bestimmte Zahlen (der eigeneTipp) zufallig als Gewinnzahlen gezogenwerden, auf zwei ver-

und w; 6 w; furi6 jund1 i;j 6g
Die Anzahl dieser Teilmengenist j 1j= % = 13983816.

Jede Ziehung (jedes Elemertarereignis) habe den gleichen Wahrsdeinlichkeitswert, insbesondere

1
P1(A1) = 3 7:1511 10 &:

2. Jetzt nehmenwir als Elemertarereignissealle Sechsertugel von paarweiseversciedenenganzen
Zahlen zwischen 1 und 49. Es kommt also auf die Reihenfolgebei der Ziehung an. Z.B. sind die
Tupel (1;2;3;4;5;6) und (6;5; 4; 3; 2; 1) voneinanderversdieden.
2 = f(wyiiywe)jw 2 f1;:::;490;furallel i 6
w; 6 wifuri6jundl i;j 6g:

Die Anzahl solcher Setsertupel ist

491

j 2 = 4948 44=
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Das Ereignis ,,6 Richtige\ entspricht der Menge

hervorgehen.Fur den Lottogewinn ist esja egal, in welcher Reihenfolgedie Gewinnzahlengezogen
werden. Es gilt alsojA,j = 6!. Wir erhalten also
i 2]
6!(49 6)!
49!

P2(A2)

1
49
6

7:1511 10 8;

also letztlich das gleiche Ergebnis wie bei der ersten Rechnung.

Beispiel F.6 (Dreimal Wurfeln mit Laplae-Werfel). Wie gro ist die Wahrsdeinlichkeit dafer,
dassdabei keine Wiederholung vorkommt? Wir wahlen

= f(wy;wo;wg)jl 211;2;3;4;56gfur 1 i 3g

als Ergebnismenge.Die Anzahl aller meglichen Elemertarereignisse(Dreiertup el) ist 6%. Das Er-
eignis ,keine Wiederholung entspricht der Menge A aller Dreiertupel, in denenalle drei Zahlen
versdiedensind. Es gibt genau6 5 4= % soldhe Dreiertupel. Also ist

654 5

P(A)= —= ¢

Satz F.7. Die Elemente einer Menge mit n Elementen lassen sich auf genau n! verschielene
Arten anordnen.

Satz F.8. Auseiner Mengemit n verschiglenenElementenlassensich k Elemente (ohne Bereck-
sichtigung der Reihenfolge) auf

n _ n!

k  ki(n k)
Arten auswahlen.

Satz F.9. Aus einer Mengemit n verschiglenen Elementenlassensich k Elemente (mit Bereck-
sichtigung der Reihenfolge) auf

n!

nin 1)(n 2):::(n k+1)=m

Arten auswahlen.

Satz F.10. Das Urnenexperiment 'Ziehen ohne Zurucklgger: In einer Urne be nden sich N
Kugeln, S Schwarzeund W weie, wolkei S+ W = N ist. Aus der Urne werden nacheinander
zufallig n Kugeln gezagen, davon seien ng Kugeln schwarz und n,, Kugeln wei. Dann ist die
Wabhrscheinlichkeit dafur, genaung schwarzeund n,, wei e Kugeln zu ziehengleich

P (Anzahl schwarzeKugeln = ng) = S w = N

Ns Ny n

Satz F.11. Das Urnenexperiment 'Ziehen mit Zurecklegen: In einer Urne be nden sich N Ku-
geln, S Schwarzeund W weie, woltei S+ W = N ist. Aus der Urne werden zufallig n Kugeln
gez@en, nach jedem Zug wird die Kugel wieder zuruckgelgt. Es werden ng schwarzeund n,, wei e
Kugeln gezgen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit dafur, genauns schwarzeund n,, wei e Kugeln
zu ziehengleich

n s " ow ™
P (Anzahl schwarzeKugeln = ng) = N N X

Ns
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F-1.2 Bedingte Wahrscheinlic hkeit

In Bemerkung hatten wir schon erwahnt, dassman ein gegelenesWahrsdeinlichkeitsma als Vor-
aussagefur ein Zufallsexperiment interpretieren kann. Wenn man nun zusatzliche Informationen
eber dasExperiment erhalt, sokann man dieseVoraussage,verbesserh. Z.B. hat man nach einem
einfachen Experiment wie Munzwurf die Information, wie das Experiment ausgegangerist, und
man kann mit dieser vollstandigen Information im Nachhinein sogar eine deterministische ,, Vor-
aussage (die dann ihren Nameneigertlic h nicht mehr verdient) machen, d.h. man wird nicht mehr
dasa priori gegeteneWahrsdheinlichkeitsma betrachten, sondernvielmehr ein anderes(determi-

nistisches), dasjedem Ereignis entweder die Wahrsdeinlichkeit 0 oder 1 zuordnet. Im allgemeinen
erhalt man keinevollstandige Information, sondernnur eine solche der Art, dassbestimmte Ereig-
nissesicher eintreten. Demertsprechend gelt man zu einem neuen Wahrsdeinlichkeitsma eber.

Beispiel F.12. (V oraussage fur den zweifachen M enzwurf bei zusatzlic her Information)
Wir betrachten zwei aufeinanderfolgendeMenzweirfe mit einer fairen Menze. Wie gro ist die
Wahrsaheinlichkeit dafur, dass,zweimal Kopf\ fallt (Ereignis A), wenn man wei, dass

1. Fall: der erste Wurf das Ergebnis ,Kopf\ hat (Ereignis B1).
2. Fall: mindestensein Wurf gleich ,Kopf\ ist (Ereignis B>).

Als Ergebnisraum wahlen wir

= f(K;K); (K3 2)5(Z;:K); (Z; 2)0:

Da wir die Meinze als fair annehmen,hat jedesElemertarereignis die Wahrscheinlichkeit 1=4. Fer
unserespeziell betrachteten Ereignisseqgilt

A = f(K;K)g;
1
P(A) = Z;
B: = f(K;K);(K;Z)g;
P(BY) = 3

B> = f(K;K);(K;Z);(Z;K)g;
3
P(B2) = Z:
1. Fall: Aufgrund der zusatzlichen Informationen, dassdasEreignis B eintritt, kennendie Ele-
mentarereignisse(Z;Z) und (Z; K) vellig ausgeshlossenwerden. Es kennenalsonur (K ;K)
oder (K;Z) eintreten. Ohne jegliche weitere Information sind diese beiden als gleichwahr-

sdcheinlich anzunehmen.Durch diese Uberlegungenordnen wir insbesonderedem Ereigneis
(K;K) eine neue Wahsdeinlichkeit zu:

. 1
P(AjB1) = >

Wir bezeitinen dieseals die bedingte W ahrscheinlic hkeit des Ereignisses (K;K) bei
gegebenem Bj.

2. Fall: Es kennennur (K;K);(K;2Z);(Z;K) eintreten. Wieder sehenwir diese Elemertarer-
eignisseals gleichwahrscheinlich an. Also

. 1
P(AjB) = 3
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In beiden Fallen werden die meglichen Elementarereignisseauf eine Menge B reduziert. Wie
wir sehen,ist die bedingte Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis A bei gegelenemB gleich
JA\ Bj _ P(A\ B),

iBj P(B)

P(AjB) =

Mit Hilfe desletzten Ausdrucks de nieren wir allgemein die bedingte Wahrsdeinlichkeit.

De nition F.13 (Bedingte W ahrscheinlic hkeit). Seien( ;P) ein endlicher Wahrsdeinlich-
keitsraum, B mit P(B) > Ound A 2 . Die bedingte Wahrscheinlic hkeit von A bei
gegebenen B ist

. \
P(AjB) = LF')A‘(B)B):
Bemerkung
Es folgt
P(A\ B) = P(B) P(AjB): (F.2)

Satz F.14 (zur bedingten Wabhrscheinlic hkeit). Sei( ;P) ein endicher Wahrscheinlich-
keitsraum.

1. (Die bedingte Wahrscheinlic hkeit ist ein Wahrscheinlic hkeitsma) SeiP(B) > 0.
Durch

Pe (A) == P(AjB)
ist ein Wahrscheinlichkeitsma auf deniert. Ist A B¢ oder P(A) = 0, soist P(AjB) = 0.

8
2. (Formel der totalen Wahrscheinlic hkeit) Sei = Bi mt Bij\ Bj = ; furi 6 j
i=1
(disjunkte Zerlegungvon ). Dann gilt fur jedesA
X
P(A) = P(Bk) P(AjBk): (F.2)
Pl(Bkk)z;O

Daher wird uber alle Indizes k summiert, fur die P(By) > 0. Wir schreiben der Kerze halber auch

P P
.\ anstatt ,, \', wobei wir im Fall P(Bk) = 0 das Produkt als O de nieren.

k=1 1k m
P(By)>0

3. (Formel von Bayes) Seineben den Voraussetzungenin 2. zusatzlich noch P(A) > 0 erfullt.
Dann gilt fur jedesl i n:

P(Bi) P(AjBi)

P(BijA) = :
- P(Bk) P(AjBk)

Bemerkung
Interpretation der Formel von Bayes

Wie durch dasweiter unten folgendeBeispiel F.15 illustriert wird, werdenin der Formel von Bayes,
die EreignisseB als megliche ,Ursachen fur dasbeobaditete Ereignis (, Symptom\ ) A aufgefasst.
Fur jedesEreignis B wird die A-priori-W ahrsaheinlichkeit P (Bg) als bekannt vorausgesetztund
ebenso die bedingten Wahrsdeinlichkeiten dafur, dass bei Eintreten von Ursache By auch das
Symptom A eintritt. Mit Hilfe der Formel von Bayeswird fur ein B; die A-posteriori-Wahrsdein-
lichkeit berednet unter der zusatzlichen Information, dassdasSymptom A beobadtet wird. Diese
Vorgehensweise der Korrektur von A-priori-W ahrscheinlichkeiten aufgrund von Beobaditungen
spielt in der BayesischenStatistik ein wichtige Rolle.
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Beispiel F.15 (Diagnostischer Test, vgl. [ ]). Eine Krankheit komme bei etwa 0;5% der
Bevelkerung vor. Ein Test zur Aundung der Krankheit fehre bei 99% der Kranken zu einer
Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden.Wir mechten die Wahrscheinlichkeit dafur ermitteln,
dasseine Person, bei der die Reaktion eintritt, die Krankheit tatsachlich hat, und des Weiteren
die Wahrsdheinlichkeit, dasseine Person,bei der keine Reaktion eintritt, in Wirklic hkeit krank ist.
Dazu de nieren wir megliche Ereignisse:

B. : .Die Personhat die Krankheit.\ ;

B, = BlC . .Die Personhat die Krankheit nicht.\ ;
Ay .Testpositiv\;

A, = Af : ,Testnegatiw :

Nach der Formel von Bayesgilt
P(B1) P(A1jBa)

P(B1) P(A1jB1)+ P(B2) P(A1jB2)
5 10 3 0:99

= 0:2:
5 10 3 0:99+ (1 5 10 3) 0:.02

P(B1jA1)

Die gesutite bedingte Wahrscdheinlichkeit fur eine tatsachliche Erkrankung einer Person, bei der
der Test positiv ist. betragt etwa 0:2.

Auch die Wahrsdheinlichkeit dafur, dasseine negativ getestete Person tatsachlich krank ist, be-
rechnen wir nach der Formel von Bayes:

P(B1) P(A2jB1)

P(BijA = . .
(Baj2) P(B1) P(AzjB1)+ P(B2) P(A2jB2)
3 .
- 5 10 ° 001 51 10 5
5 10 % 001+ (1 5 10 3) 0:.98
Denition F.16 (Ezienz diagnostisc her Tests, s. [ ]). Wir betrachten wie in Beispiel

F.15 einen diagnostischen Test fur eine Krankheit. Der getestete Patient kann gesund (Ereignis
K ©) oder tatsachlich krank sein (Ereignis K ). Der Test kann positiv ausfallen, d.h. der Patient
wird als krank getestet (Ereignis T. ), oder negativ (Ereignis T = TE).

1. Die Spezit at desTestsist die bedingte Wahrsceinlichkeit P(T jK ©) fur einennegativen
Test, wenn der Patient gesundist.

2. Die Sensitivit at desTestsist die bedingte Wahrscheinlichkeit P (T jK) fur einenpositiven
Test, wenn der Patient krank ist.

Spezi zit at und Sensitivitat kennen wir als Gutekriterium eines Tests ansehen.Sie sollten bei-
de nahe bei 1 liegen. Die bedingte Wahrsdeinlichkeit P(K jT.) ist der Voraussagew ert eines
positiven Testergebnissedei Kranken, und P (K ©jT ) ist der Voraussagewtrt einesnegativen Te-
stergebnissedei Gesunden.Diesesollten idealerweiseebenfalls nahe bei 1 liegen. Sie hangennach
der Formel von Bayesallerdings auch von der A-priori-W ahrsdheinlichkeit fer die Krankheit ab,
welche als die relative Hau gk eit ,,Anzahl der Kranken geteilt durch die Gesanizahl der Men-
schen (z.B. in einembestimmten Land) de niert ist, der sogenanrten Pr avalenz der Krankheit.

Diese Abhangigkeit kann wie in Beispiel F.15 zu niedrigen Voraussagewrten fehren, wenn die
Krankheit nur sehrseltenist, also zu typischem ,Fehlalarm bei seltenenEreignissen .

F-1.3 Unabh angigk eit von Ereignissen

Beispiel F.17 (fur zwei unabhangige Ereignisse). Wir betrachten folgendesExperiment: Es wird
zweimal mit einem Laplace-Werfel gewerrfelt. Wir betrachten dasEreignis A, dassdie , Summeder
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Augenzahlengeradé und Ereignis B, dassder ,zweite Wurf eine 1\ ist. Es gilt P(A) = %; P(B) =

%; P(A\ B) = %; wie man durch Abzahlen der jeweiligen Mengensiett. Also

P(A\ B)=P(A) P(B), P(A)=P(AjB), P(B)= P(BjA):

D.h. durch die zusatzlichen Informationen, dassB eintritt, andert sich nichts an der (bedingten)
Wahrsaheinlichkeit dafur, dassA eintritt.

De nition  F.18 (Unabh angigk eit zweier Ereignisse). Zwei EreignisseA und B hei en von-
einander unabh angig, wenn die Pro duktformel

P(A\ B)=P(A) P(B)

gilt.
Bemerkung

1. Die Relation , A ist unabhangig von B\ ist symmetrisch d.h. ,A ist unabhangig von B\ genau
dann, wenn,B unabhangigvon A\ ist. Aber im allgemeinenist sienicht re exiv (far 0< P(A) < 1
gilt z.B. , dassP(A\ A) = P(A) 6 P(A) P(A)) oder transitiv (aus , A ist unabhangig von B\
und , B ist unabhangig von C\ folgt i.a. nicht, dass,A unabhangig von C\ ist, wie man fer
die Wahl einesBeispielsmit A = C mit 0 < P(A) < 1und B = ; sielt.) 2. Ebensoist die
Nicht-Unabhangigkeit zweier Ereignissenicht transitiv. Als Gegerbeispiel betrachten wir den La-
placestien Wahrsceinlichkeitsraum (vgl. De nition F.4), bestehendaus := f1;2;3;4g und der
Verteilung P(f! g) = % fur jedes! 2  sowie die EreignisseA = f1;2g9,B := flgund C := f1; 3g.
Man rechnet leicht nach, dass A nicht unabhangig von B und B nicht unabhangig von C ist.
Allerdings ist A unabheangig von C.

De nition  F.19. (Unabh angigk eit einer Familie von Ereignissen) SeifA;;i 2 Jg eine
endliche Familie von Ereignissen.

1. Wir sagen,dassdie Pro duktformel fur fA;;i 2 Jg gilt, wenn

\ Y
P( A)= P(A)):
i2J i2J

2. Wir sagen,dasseine (nicht unbedingt endliche) Familie A = fA;;i 2 | g von Ereignissen
unabh angig ist, wenn fur jede endliche Teilfamilie fA;;i 2 Jgmit J | die Produktformel
gilt.

F-1.4 Produktexp erimen te

De nition  F.20 (Pro dukt von Wahrscheinlic hk eitsr aumen). Die Menge

- = (F.3)

1
—_
o
e
=}
~
N
—h
s
=
|
=
=}
(o]

heit das (kartesisc he) Pro dukt oder auch die Pro duktmenge von ( )1 i n. Durch die
Wahrsaheinlichkeitsfunktion

Y
P() = Pi(ti) (F.4)
i=1

ist ein Wahrsdheinlichkeitsma auf de niert, das wir ebenfalls mit P bezeidinen. Wir nennen
( ;P) dasPro dukt der Wahrscheinlic hkeitsr aume ( i;Pi)1 i n-
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Satz F.21. (Eindeutigk eit des Pro dukts von Wahrscheinlic hkeitsr aumen)

1. Durch (F.4) ist tatsachlich ein Wahrscheinlichkeitsma auf de niert.

2. Sei X die i-te Koordinatenfunktion auf , d.h. X;(!)="!;. Danngilt fur A; 2 (i = 1;:::;n):
\n Y

P( in 2Aig): Pi(Ai)Z (F.5)
i=1 i=1

Hierbei folgendeNotation fur als Urbild de nierte Mengen:
fXi2Aig=fl =(q;:0tn)2 (Xi(M)=1; 2 A0
Insbesondee gilt dann
P(fXn 2 Acg) = Pc(Ak) fur allel k n. (F.6)

3. Das durch (F.4) de nierte Wahrscheinlichkeitsma ist daseinzigeMa auf , bezuglich dessen
jede Mengenfamilie (f X; 2 Aig)1 i » unabhangigist und fur die (F.6) gilt.

Beispiel F.22 (n-facher Munzwurf). Wir betrachten eine Folge von n unabhangigen Einzelexpe-

rimenten, die jeweils durch die Ergebnismenge ; = fK;Zg und das Wahrscdeinlichkeitsma
_ p fur w; = K;
(1) =
Pi(ti) 1 p fur w=2Z;
(mit 1 i n) besdirieben sind. Hierbeiist 0 p 1. Die Produktmenge ist
=f0;1g" = f(wg;:;wy)jwi 2 fK;Zg;1 i ng;

und das Wahrsdheinlichkeitsma ist gegelen durch seineWahrsdeinlichkeitsfunktion
Y k k
P() = Piti)=pC p" % (F.7)
i=1
wobei k die Anzahl der Indizesi mit ! ; = 1ist.

De nition  F.23 (Bernoulli-V erteilung). Derin Beispiel F.22 betrachtete Produktraum ( ;P)
heit Bernoulli-Exp erimen t mit Erfolgsw ahrscheinlic hkeit p, und P heit Bernoulli-V erteilung .

Beispiel F.24 (Binomialverteilung). Wir fehren Beispiel F.22 fort. Seifur 0 k n mit Ey das

Ereignis bezeitinet, dassgenauk-mal ein Erfolg (eine 1) eintritt. Es gibt genau E solcher
' 2 . Also

P(Ek) = r|: K@ P)" K= b (K): (F-8)

Wir wuberprufen durch eine kurze Rechnung, dassdie Summeder P (Ey) gleich 1 ist:

X _ X n K n k= k= 1.
bup (k) = Kk P Pt = @ p)=L
k=0 k=0

Dabei haben wir im ersten Schritt die binomische Formel verwendet.

F-1.5 Zufallsv ariablen

De nition F.25 (Zufallsv ariable). Seien( ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und
eine Menge. Eine Funktion X : ! heit Zufallsexp eriment mit Werten in (oder auch
-wertige Zufallsv ariable ). Falls = R, heit X reelle Zufallsv ariable .
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Abbildung F.1: Stabdiagramme fur die Binomialverteilungen bs;1 und bs;z2.

Bemerkung

Ublicherweisewird einesogenanrte Unbestimmte, z.B. dasArgument einer Funktion, alsVariable
bezeitinet. Man beadte, dassmit Zufallsvariable selber eine Funktion gemeirt ist (deren Wert
mit dem zufalligen Argument variiert).

Beispiel F.26 (fur reelle Zufallsvariablen). 1. Geldw ette bei M unzwurf: Ein einfacher Menzwurf
seidurch = fK;Zg,P(K)=p;P(Z)=1 pmodelliert, wobei0 p 1.Bei Kopf erhalt man
2 Euro Gewinn, bei Zahl verliert man 1 Euro. Der Gewinn (Verlust) ist eine reelle Zufallsvariable:

X ' f 1,202 R;
X(K) = 2
X(Z) = 1
2. W wrfeln: = f1;:::,69, wobei mit ! = 1 das Elemertarereignis ,,Es wird eine 1 gewrfelt.\
gemeirt ist. Sei X die Zufallsvariable, die jedem Wurf die erzielte Augenzahl zuordnet, also z.B.
X)) =1,

wobei die 1 auf der linken Seite das Elemertarereignis ,,Es wird eine 1 geweirfelt.\ bezeidinet und
die 1 auf der rechten Seite die reelle Zahl 1.

3. Vergleiche Beispiel F.24: Wir betrachten die Binomialv erteilung zum n-maligen Menzwurf
mit Ergebnisseneines einzelnen Menzwurfes in fK; Zg. Die Anzahl der Erfolge (Kopf) sei mit
X (1) bezeitinet, also

X: =fK;zg" ! f0;:::;ng; (F.9)

X
(g0 T Xi(h);
i=1
wobei

X : ! fO; ng;

‘ _ 1 fur w; = K;

Xi(t) = 0 fur w, = 2Z:

Die Zufallsvariable X ist alsodie Summeder Zufallsvariablen X;.
Satz F.27. (Eine Zufallsv ariable de niert eine Wahrscheinlic hkeitsfunktion auf dem

Bildraum)  Seien( ;P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : ! eine Zufallsva-
riable. Dann ist auf eine Wahrscheinlichkeitsfunktion Px durch
Py : I [0;1]
Px(y) = P fX=yg
X
= P()
P2 X ()=y
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de niert. Hierbei bezeidinet f X = yg:= f! 2 jX (! ) = yg die Urbildmenge von y bezuglich der
Abbildung X.

De nition F.28 (Verteilung einer Zufallsv ariablen). DasWahrscheinlichkeitsma zur Wahr-
scheinlichkeitsfunktion Px aus Satz F.27 heit Verteilung von X bezeuglich P oder auch das
W ahrsc heinlic hkeitsma von X bezeglich P.

Bemerkung: Wic htigk eit von Verteilungen

Meistensinteressiertman sich aussdilie lic h fur die Verteilung von Zufallsvariablen X und nicht
fur das Wahrsdheinlichkeitsma P auf . Wir hatten schon in Beispiel F.5 gesehendassversdie-
dene Wahlen von  meglich sein kennen. Oftmals ist der ,steuernde Wahrsdeinlichkeitsraum\
nicht explizit bekannt oder sehr kompliziert.

Beispiel F.29 (Binomialverteilung als Verteilungsma ). Dasin (F.8) durch die Binomialverteilung

als die Verteilung der Zufallsvariablen X aus (F.9) in Beispiel F.26 au assen, also als Wahrscdein-
lichkeitsma auf der Menge f0; 1;:::ng. Ein Element k aus dieser Menge entspricht dabei der
Menge Ey aus Beispiel F.26. Also

Px (k) = bnyp (K):

De nition  F.30 (Unabh engigk eit von Zufallsv ariablen). Sei( ;P) ein endlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Familie (X;)i2; von Zufallsvariablen X; : ! i (mit i 21) heit
unabh aengig , wenn fur jede endliche Teilmenged | und jede Wahl von A; j fur allej 2J
die Familie (f X; 2 Ajg);j25 unabhangigist. (vgl. De nition F.19).

Bemerkung:In terpretation der Unabh engigk eit von Zufallsv ariablen

Seienz.B. X; und X, zwei voneinander unabhangige Zufallsvariablen mit Werten in ; und o,
respektive. Die Verteilung von X, kennenwir als ,Voraussage eber den zufalligen Wert von X,
interpretieren. SeienA; 2und x5 2 1 mit P(fX1 = x30) > 0. Die Kenntnis, dassX; den
Wert x; annimmt, ermeglicht uns keine ,,bessere Voraussageelber den Wert von X ,. Dies wird
an Beispiel F.31 veransdaulicht werden.

Bemerkung: Pro duktformel fer unabh engige Zufallsv ariablen

Fer unabhangige Zufallsvariablen X 1;:::; X, mit X;: I gilt
Y
P(X12A1r A"Xp2A)= P(Xi 2 Aj)
i=1
fur jede Wahl von EreignissenA; i . Die Beredhnung der Wahrscheinlichkeit von solchen Ereig-

nissender Form f X1 2 Aig\ :::\ X, 2 A, g ist alsobesonderseinfach.

Beispiel F.31 (Voneinander unabhangige Munzwrfe). Wir betrachten den zweifachen Menzwurf
aus Beispiel F.22 (alson = 2). Auf = fK;Zg? ist das Produktma geradesode niert, dassdie
beiden Zufallsvariablen

Xi: ! fK;Zg;
(Yast2) 70Ny

von denen X ; geradeden Ausgang des ersten Wurfs besdireibt und X, den deszweiten, vonein-
ander unabhangig sind, was ansdaulich auch klar sein sollte. Es gilt z.B.

P(fX1=K"*Xz=Kg) = Pi(K) Pz(K)
= P(fX1=Kg) P(fX2=Kg);

wobei wir im ersten Schritt die Produktformel (F.7) fur die Wahrscheinlichkeitfunktion verwendet
haben.
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F-1.6 Erwartungsw ert, Varianz, Ko varianz

In einem Spiel wie in Beispiel F.26 interessiert uns der zu erwartende Gewinn und allgemein der
.Mittlere Wert\ einer reellen Zufallsvariablen.

De nition  F.32 (Erw artungsw ert einer reellen Zufallsv ariablen). Sei X eine reelle Zu-

fallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum ( ; P). Der Erw artungsw ert von X ist de niert

als X X

EX = E(X) := X)) P()= X Px (X): (F.10)
12 X2R

Bemerkung: Erw artungsw ert einer Verteilung

In (F.10) ist Px die Verteilung von X (s. De nition F.28). Lediglich solche Summandensind
ungleich 0, fur die Px (x) > 0. Dies sind aber nur endlich viele, da der De nitionsb ereich und
somit der Bildb ereich von X endlich ist. In (F.10) wird der , steuernde Wahrsceinlichkeitsraum
\ nicht explizit erwahnt. Der Erwartungswert ist also eine Eigensdaft der Verteilung. Durch
(F.10) ist der Erw artungsw ert der Verteilung Px de niert, und analogde niert man allgemein
den Erw artungsw ert eines Wahrscheinlic hkeitsmaes auf endlic hen Mengen reeller
Zahlen .

Satz F.33 (Eigensc haften des Erw artungsw ertes).

1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. fur reelle Zufallsvaraiblen X ;Y und 2 R gilt

E(X +Y)= EX)+E(Y): (F.11)

2. Sind X ;Y unabhangig, so gilt
E(X Y)=E(X) E(Y):

Hierbei bezeihinet X Y dasProdukt der beiden Zufallsvariablen. Diesedurch (X Y)(!) =
X (') Y(!) de nierte Produktfunktion ist wieder eine reelle Zufallsvariable auf demselken
Wahrsaheinlichkeitsraum.

Beispiel F.34 (fur Erwartungswerte spezieler Verteilungen). 1. Wir beredinen den Erwartungs-
wert der Binomialv erteilung zudenParameternn und p (s. (F.8)) auf zwei versciedeneWeisen.
[1ex] 1. Methaode:

_ X n k n k
E(X) = k  PQ P
k=0
_ npw (n 1) ok DA g D KD
L& DI(n 1) (k1!
X g
= np g Pa prF
k=0
= np(p+ (1 p)"
= np:

Dabei haben wir die Substitution n 1= rund k 1= K verwendet.

2. Methode: Wir verwenden(F.11) (Linearit at von E). Es gilt
X=X+ + X
mit X;: ! f0;1g, P(fX;=1g)=p, P(fX;=0g) =1 p, alsoE(X;) = pund somit
X

E(X) = E(Xi) = np:
i=1
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2. Wir beredinen den Erwartungswert fur die Augenzahl beim Laplace-W wrfel , gegelen durch
=f1;::;;6gund P(!) = % fur | 2 . Die Zufallsvariable X gibt die Augenzahlan. (S. Beispiel
F.26) Wir erhalten
X
E(X) = i == 35: (F.12)
i=1
Insbesonderesehenwir, dass der Erwartungswert i.a. nicht als Wert von der Zufallsvariablen
angenommenwird.

3. Wir vergleichen das letzte Beispiel mit der Zufallsvariablen Y, de niert auf demselken ( ;P)
durch
Y(')=35 far ! 2 f1;:::;60:
Diese Zufallsvariable hat den gleichen Erwartungswert wie der Laplace-Wheirfel:
E(Y) = 35

Dennoch sind die beiden Zufallsvariablen nicht gleichverteilt. Wie durch die Stab diagramme in
der folgenden Abbildung veranstaulicht wird, ist die Verteilung Py deterministisch, wohingegen
P, um den Erwartungswert streut.

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
0.4 0.4
0.2 0.2
N N N I T
1 EKKL-s 3354 EHKl+s 6 1 2 3354 5 6

Abbildung F.2: Stabdiagramme fer den Laplace-Weirfel und ferr eine determinstische Zufallsvaria-
ble

De nition  F.35. (Varianz, Streuung, Kovarianz, Korrelationsk oe zien t) Seien( ;P)
ein endlicher Wahrsdheinlichkeitsraum und X ;Y reelle Zufallsvariablen.

1. Die Varianz von X ist Var(X) = E (X E(X))? :

2. Die Streuung (oder Standardab weichung) von X ist
=  Var(X):

3. Die Kovarianz von X und Y ist
Cov(X;Y)=E (X EX) Y E(Y)):

4. Der Korrelationsk oezien t von X und Y (mit ; y 6 0) ist

XY
y = M: (Flg)
Xy
5. Zufallsvariablen X ;Y mit Cov(X;Y) = 0 hei en unk orreliert .
Satz F.36 (Eigensc haften von Varianz und Kovarianz). Seien X;Y;X; (fur 1 i n)
reelle Zufallsvariablen und a; b;c;d 2 R. Dann gilt:
1. )
Var(X)= E(X?) E(X) " (F.14)
2.
Var(aX + b) = a> Var(X): (F.15)
3.
Cov(X;Y)=E(XY) E(X) E(Y): (F.16)
4,
Cov(aX + b;cY +d)=a ¢ Cov(X;Y); (F.17)

78



X X
Var(X1+ + Xp) = Var(X;) + Cov(Xi; Xj); (F.18)
i=1 (i ):

wobei in der letzten Summedie SummandenCov(X 1; X2) und Cov(X,; X 1) etc. auftreten.

6. Sind X; Y unabhangig, so sind sie auch unkorreliert.

X
Var(Xy + + Xp) = Var(X;): (F.19)
i=1

Bemerkung

(Aus Unk orreliertheit  folgt nicht Unabh angigk eit) Aus der Unkorreliertheit von Zufallsva-
riablen folgt im Allgemeinen nicht deren Unabheangigkeit, wie wir in Beispiel F.41 sehenwerden.

Beispiel F.37 (Varianz bei der AugenzahldesLaplae-Weurfels). Es gilt fur daszweite Momen t
der Augenzahl X desLaplace-Werfels:

X
E(X?) = i? %:

o1
i=1 6

Daraus erhalten wir nach (F.14) und unter Verwendeungvon (F.12)

Var(X) = E(X?) (E(X))? (F.20)
91 __, 35

Die Streuungist also x  1:71.

Beispiel F.38 (Varianz der Binomialverteilung). Mit Hilfe der Formel von Bienayme (F.19) be-
rechnen wir analog zur 2. Methode in Beispiel F.34 die Varianz der Binomialverteilung zu den
Parametern n unf p. Die Varianz von X; ist

Var(Xi) = (0 E(Xj) PXi=0+ (1 E(Xj) PXi=1)
(P> @ p+@ p? p=pe p):
Aus der Unabhangigkeit der X; folgt also

X X
Var(X) = Var( Xj)= Var(X;) = np(l1 p):
i=1 i=1

Zur Veransdaulichung von Korrelation fehren wir noch den wichtigen Begri der gemeinsamen
Verteilung ein und besdranken uns dabei hier auf den Fall zweier reellwertiger Zufallsvariablen.
Zur naheliegendenVerallgemeinerungauf den Fall von endlich vielen Zufallsvariablen mit Werten
in beliebigenMengens. z.B. | ]

De nition F.39. (Gemeinsame Verteilung zweier reeller Zufallsv ariablen) SeienX;Y :
7! R zwei auf derselken Ergebnismenge de nierten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Vertei-
lung Px v (vgl. De nition F.28) der Produktfunktion

X Y: T7T'R?

heisst gemeinsame Verteilung von X und Y. Die Funktion X Y nimmt genaudie Werte
(x;y) 2 R? mit positiver Wahrsdeinlichkeit an, fur die Px (x) > 0 und Py (y) > 0 gilt und gema
Satz F.27 erhalten wir

Py v(x;y)=P(C 2 :X{)=xundY(!)=y):
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Beispiel F.40 (Korr elation bei Merkmalsverteilung). SeienX ; und X, Zufallsvariablen mit Werten
in f0; 1g. Die Produktzufallsvariable X1 X, nehmedie Werte (0; 0), (1;0), (0;1) und (1;1) mit
den Wahrsdheinlichkeiten &, £, 2, Z, respektive, an. Wir schreibenabkerzend Py, x,(1;1) statt
Px, x,(f(1;1)g) etc. Wir stellen die gemeinsameVerteilung sowie die Verteilungen von X ; und
X tabellarisch dar:

Xo,=0]| X2=1 | Verteilung von X:
X1=0 1=10 3=10 2=5
X1=1 1=5 2=5 3=5

Verteilung von X : 3=10 7=10

Die Verteilung von X 1 und X, steht o ensichtlich im oberenlinken Teil der Tabelle. Die Verteilung
von X 1 steht in der unteren Zeile. Die Werte wurden als Summeder Zahlen der jeweiligen Spalten
berednet. Ebensosteht die Verteilung von X in der rechten Spalte. Diese Werte sind jeweils die
Zeilensummen(aus dem Tabellenteil der gemeinsamenVerteilung). Eine Kontrollrechnung zeigt,
dassdie Summeder Werte der unteren Zeile (der rechten Spalte) jeweils 1 ergelen.

Wir berecinen nun die Kenngre en der Verteilungen.

2 3 3
E(X1) = 0 g"’l 5E- ©
3
E(X?) = £
3 3?2 6
Var(Xy) = 5 5 =E3;
iy
X, = o5 0:49:
7 7
E(X2) = E; E(X22):E;
7 72 2
VarXa) = 15 10 T 100
r
21
X2 m 0:46:
E(X1 X2) = ;
Cov(X1;X2) =

3 7 1

2
5
E(X1 X2) E(X1) E(X2)
2 r_ 1
5 5 10 50’

1
Xix, = —2—  0.082

6 21
25 100

Die Zufallsvariablen X ; und X, sind nicht voneinanderunabhangig, da Ihre Kovarianz ungleich 0
ist. (Es gilt namlich: ,Unabhangigkeit ) Kovarianz gleich O\.) Der Betrag ihres Korrelationsko-
e zien ten ist allerdings auch nicht besondersgro, d.h. nahe bei O.

Bemerkung: Interpretation von Korrelation
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1. (geometrisc he Sichtweise) Wir kennen die Kovarianz als Skalarprodukt in R™ mit n = j |
au assen. Hierzu nehmenwir an, dassalle Elementarereignisseeine positive Wahrsdeinlichkeit
haben. Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov(X;Y) Xy

und somit fur ; , 6 O:
1 XY 1:

Den Korrelationskoe zien ten kennen wir dann als ,, Kosinus des nicht-orientierten Wink els zwi-
schen X und Y\ au assen.

2. (Korrelation  als linearer Zusammenhang) Fer zwei Zufallsvariablen X und Y deutet ein
Korrelationskoe zien t x.y nahebeil auf eine,Tendenx der Variablen X E(X)undY E(Y)
hin, gemeinsamgro e bzw. kleine bzw. stark negative Werte anzunehmen,also auf einen , linearen
Zusammenhang. Analogesgilt fer x.y nahebei 1. Wir veranstaulichendiesin Beispiel F.41.

Beispiel F.41. (lllustration  von speziellen gemeinsamen Verteilungen und Korrelation)

Die hier diskutierten Beispielefur gemeinsameVerteilungen sind in der folgendenAbbildung gra-
phisch dargestellt. Die Werte der jeweiligen Verteilungen mit positiver Wahrscheinlichkeit sind
als Punkte in die x-y-Ebene eingezeitinet, wobei (x;y) Werte der Funktion X Y sind. Eine
soldhe Darstellung kennte noch prazisiert werden,indem man zu jedem Punkt die Wahrsdeinlich-
keit schreibt, was bei einer kleinen Anzahl von Punkten noch ebersictlich ware. Der Einfachheit
halber habe hier jeweils jeder Punkt die gleiche Wahrsceinlichkeit.

1. SeiX eine Zufallsvariable mit Varianz 2 > Ound seiY = aX + bmit a6 0. Wir beredinen
unter Verwendung der Satze F.33 und F.36 den Korrelationskoe zien ten von X und Y.

var(Y) = a*Var(X); ) v =ja  x;
Cov(X;Y) = Cov(X;aX + b =aCov(X;X)=a %;
az :
: = —F—— = SIigh(a).
XY Jal x gn(a)

Der Korrelationskoe zient x.y ist alsol1l oder 1, je nachdem, ob a positiv oder negativ ist. In
den Abbildungen (a) und (b) sind Beispiele fur solcthe gemeinsamenVerteilungen von X und Y
dargestellt. Die Punkte der gemeinsamerVerteilung liegenauf einer Geraden.Wir bemerken auch,
dassim Fall a= 0, alsoY = b, die Zufallsvariable Y deterministisch ist und somit Varianz Null
hat. Auch hier liegen die Punkte der gemeinsamenVerteilung von X und Y auf einer Geraden
(nicht abgebildet), aber der Korrelationskoe zien t ist im Sinnevon De nition F.35 nicht de niert.

2. In den Abbildungen (c) und (d) sind die gemeinsamenVerteilungen von Zufallsvariablen dar-
gestellt, deren Korrelationskoe zien t nahe bei 1 bzw. nahe bei -1 liegt. Die Punkte liegen zwar
nicht auf einer Geraden, aber man kann kennte jeder der Verteilungen eine Gerade zuordnen, von
der die Punkte , nicht allzu sehk abweichen. Eine solche Zuordnung gestieht z.B. mit Hilfe von
linearer Regression

3. Der in Abbildung (e) dargestellten Verteilung ware optisch nur schwer eine Geradezuzuordnen.
Der Korrelationskoe zien t in diesemBeispiel liegt nahe bei 0.

4. Wir betrachten nun noch ein sehr speziellesBeispiel. Die gemeinsameVerteilung von X und Y
sei

1
Px v( 1;1)= Px y(0;0)= Py Y(1;1):§
dargestellt. Die Kovarianz von X und Y ist
X 1
Cov(X;Y) = Xy Px v(xy)= 3 @ (1H+00+1 1)=0:

(xy)

81



20,

15

10

20,

15

10
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25 5 75 10 125 15

(a) Die Punkte lie-

25 5 75 10 125 15

(b) Die Punkte lie-

.
25 5 75 10 125 15

(c) Die  Punkte

gen auf einer steigen- gen auf einer fallen- streuen schwach
den Geraden den Geraden um eine steigende
Gerade
r»-1 r»0 r=0

20 20 20

15 15 15

10 10 10

5 5 5

25 5 75 10 125 15 25 5 75 10 125 15 25 5 75 10 125 15

(d) Die  Punkte (e) Punkt wolke ohne f) Nic ht-lineare
streuen schwach um zuzuordnender Gera- funktionale

eine fallende Gerade

de

Abh angigk eit

Abbildung F.3: lllustration von Korrelationskoe zien ten mit Hilfe von gemeinsamenverteilungen

Dabei haben wir in der ersten Zeile uber alle Werte (x; y) mit positiver Wahrsdeinlichkeit sum-
miert. Die beiden Zufallsvariablen sind also nicht korreliert. Thr Korrelationskoe zien t ist gleich
0. Wir bemerken noch, dassY nicht unabhangig von X ist (s. De nition F.30). Im Gegerteil, es
bestelt sogarein funktionaler Zusammenhangzwischen beiden Variablen. Kennt man den Wert
von X, soauch denvon Y. DieserZusammenhangdst aber nicht linear (vgl.262). Analog zu diesem
Beispiel sind die Zufallsvariablen, deren gemeinsameVerteilung in Abbildung (f) dargestellt ist,
unkorreliert, obwohl ein funktionaler Zusammenhangzwischen ihnen besteh.

F-1.7 Das schwache Gesetz der groen Zahlen

In diesemAbschnitt formulieren wir mit Satz F.43 eine Version desschwachen Gesetzegler gro en
Zahlen, das insbesondereeinen Zusammenhangzwischen dem abstrakt eingekihrten Begri der
Wahrsdheinlichkeit und relativenHau gk eiten bei einer Folgeauslauter voneinanderunabhangigen
Zufallsexperimerten herstellt, die alle den gleichen Erwartungswert haben.

Der folgende Satz liefert uns eine Abschatzung fur die Wahrsdeinlichkeit der Abweichung ei-
ner Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert um mehr als eine vorgegelene Konstante. Diese
Abschatzung benutzt nur die Varianz der Zufallsvariablen, ohne irgendwelche weiteren Bedingun-
genan die Verteilung zu stellen, und ist damit anwendbarsobald man die Varianz kenrt. Allerdings
ist siein vielen Fallen auch nur sehr grob oder gar vellig nutzlos, z.B. wenn die rechte Seite in
(F.21) gre er gleich 1 ist. Dennoch liefert sie uns einen sehr einfachen Beweis des schwachen
Gesetzedgler gro en Zahlen.
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Satz F.42 (Tsc hebysche -Ungleic hung). SeiX einereelle Zufallsvariable auf ( ;P). Dann

gilt fur jedes > O:

Var(X)
2

PGX EX)j> ) : (F.21)

Beweis: SeiZ = X E(X). Wir de nieren zu Z? eine Minorante, d.h. eine Zufallsvariable Y
mit Y(!') (Z(1)?:
— 0 fur jZ(')j < ;
YEIE 2 ez

Mit Hilfe dieserMinorante kennenwir den Erwartungswert von Z?2 nach unten absdatzen:

Var(X) = E(Z? E(Y)
= 2 P(Y: 2)
= 2 P(GX EMj )
o
Satz F.43 (Das schwache Gesetz der groen Zahlen). SeienX 1; X 2;::: unabhangige
Zufallsvariablen mit den gleichen Erwartungswerten E(X 1) und Var(X;) M. Dann gilt
1 M
P —(X1+ + X E(X - F.22
~ (X1 ") E(Xy) > (F.22)
insbesondere 1
Iim P =(X1+ +X5) E(Xj) =0
n'l n
Beweis: SeiS(™ = X1t _*Xu Dannist E(S(M) = E(X4), und
1 1 M
(my = - — .
Var(S'") = ﬁVar(X1+ + Xp) = 2 n M = P

wobei wir im vorletzten Sdritt die Unabhangigkeit von (X;); verwendet haben. Die Behauptung
folgt nun aus der Tschebysdhe -Ungleic hung. O

Beispiel F.44 (n-maligesWurfeln). In Beispiel F.34 hatten wir schon den Erwartungswert E (X;) =

3:5und in Beispiel F.37 die Varianz fur die Augenzahl beim einfachen Wurf des Laplace-Wuerfels
berednet. Wir betrachten nun zum n-fachen Wurf die gemittelte SummeS(™ = 1(Xy+ :::+ X))

der Augenzahlen.Nach dem schwachen Gesetzder gro en Zahlen (Satz F.43) ist zu einer vorgege-
benenSdranke > 0 bei hau gem Werfeln die Wahrsdheinlichkeit, dassdie beobaditete mittlere

Augenzahlum mehr als von ihrem Erwartungswert E (S(™) = 3:5 abweicht klein, vorausgesetzt
n ist hinreichend gro. Doch wie oft muss man z.B. werfeln, damit fur = 0:1 die Wahrsdcein-
lichkeit einer Abweichung kleiner ist als 0:01? Hier geben wir mit einer sehr groben Abschatzung

zufrieden, die auf der Tschebysche -Ungleichung (Satz F.42) beruht, und wollen damit nur (F.22)

an einem Beispiel illustrieren.

Wir erhalten mit M = 3 und = 0:1:

35
12 01 n’
Die rechte Seite der Abschatzung (F.23) ist kleiner oder gleich 0:01, falls n  4200.D.h. wenn

man 4200 mal oder noch hau ger werfelt, dann weicht die mittlere Augenzahl mit einer Wahr-
scheinlichkeit von hechstens1% um 0.1 oder mehr vom ihrem Erwartungswert ab.

P s 35 01 (F.23)

Bemerkung: Zum schwachen Gesetz der groen Zahlen

Das schwache Gesetzder gro en Zahlen sagt, dassin der Situation in Satz F.43 fur ,groe\ n
der gemittelte Wert S(™ = (X + 111+ X,) mit ,gro er\ Wahrscheinlichkeit (also einer solchen
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nahebei 1) vom Erwartungewert E (S(") = E(X;) ..nicht stark\ abweicht. Wenn man den Erwar-
tungswert der Augenzahl bei einem W urfel statistisch durch viele Werfe ermitteln will, fahrt man
aber z.B. eine recht lange Versudsreihevon Werfen durch, die einer Folge X 1; X 2;::: entspricht
und betrachtet entsprechend die Folge der gemittelten Werte S® ;S@ ;::: Das schwache Gesetz
der gro en Zahlen sagt, dassfur ein vorgegbenes fur hinreichend gro e n die Wahrsdeinlichkeit
fur eine Abweichung jS(™M  E(X1)j > .klein\ ist, schliet aber nicht aus, dasfur eine betrach-
tete Folge von Weurfen diese Abweichung ,immer wieder mal auftritt. Aber das stark e Gesetz

der groen Zahlen, daswir hier nicht als mathematischen Satz formulieren, sagt, dassfer fast
alle Folgen (von Werfen) die Folge der Werte von S(" tatsachlich gegenE (X 1) konvergiert. Das
bedeutet, die Wahrsdheinlichkeit fur dieseKonvergenzist gleich 1.
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F -2 Unendlic he Wahrscheinlic hkeitsr aume

F-2.1 Diskrete Wahrscheinlic hkeitsr aume

De nition  F.45 (Diskreter W ahrscheinlic hkeitsraum). Seien eine hechstens abzahlbare
Mengeund P : P() ! [O;1] eine Funktion. Dann heit ( ;P) ein diskreter Wahrscheinlic h-
keitsraum , wenn folgendesgilt:

P() =1L (F.24)
Fuer jede Folge A1; Ay; ::: paarweiserdisjunkter Teilmengenvon st
r X
P A = P(A): (F.25)
i=1 i=1

Eigensdaft (F.25) heit -Additivit at.

Vorsic ht: bei der Summation ist die Summierbarkeit (absolute Konvergenz)i.a. nicht gewahrlei-
stet.

Beispiel F.46 (fur einen unendlichen diskreten Wahrscheinlichkeitsaum). (P oisson-V erteilung)
Eine bestimmte Masseeiner radioaktiv en Substanzzerfallt. Die Anzahl der Zerfalle X .7} im Zeit-
intervall [O; T] ist eine Zufallsvariable. Dabei nehmenwir an, dassdie Gesanizahl der radioaktiven
Teilchen sich im betrachteten Zeitraum nicht weserlich andert. Als mathematischesModell neh-
men wir die Verteilung

(T)*
k!
mit einem Parameter > 0, die in der folgendenAbbildung illustriert ist.

P (Xprj=k =¢e T fur k 2 0;1;2;::0; (F.26)

1 1
0.8 0.8
0.6 0.6
04 0.4
0.2 ‘ 0.2 ‘
| | . | | | 1
E-s=0 E=1 E+s=2 3 4 5 0 EEs1 E=2 3E+s 4 5

Abbildung F.4: Stabdiagramme von Poisson-\erteilungen mit den Parametern = 1und T = 1,
bzw. T = 2

Es gilt fur den Erwartungswert, das zweite Moment und die Varianz der Verteilung:

X T k
E(Xp7)) = k P(X=k)= ke T %
k=0 k=0 ’
b k 1 b I
- T T (I-(r ) o =T e T (-I|—|
k=1 ( )! 1=0 :
= T e’ T =T;
2 X 2 2
E(Xprp?) = k" PX=K=m=(T)+T
k=0
(Ubungsaufgale 6, Serie 6)
Var(Xpry)) = E((Xpr)?) (EXpT)?= T
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Des weiteren gilt
dE(Xpry) _ .
dT '

d.h. st die Zerfallsrate = Mittlere Anzzah![ der Zerfalle
h. o .

Beispiel fur eine Verteilung ohne endlichen Erwartungswert siehe@bungsaufgate 7, Serie 6.

F -2.2 Kontin uierlic he Wahrscheinlic hkeitsr aume

hier: Intervall, z.B. [0;1],[0;1 [,] 1 ;11

De nition  F.47. (W ahrscheinlic hkeitsma e mit einer Dic htefunktion) Sei = [a;b] ein
Intervall mit a < b. 1. Eine Wahrscheinlic hkeitsdic hte auf ist eine integrierbare Funktion
f: ! Rmit

1. Nicht-Negativit at:
f 0,dh.f(!) Ofwrale! 2

2. Normiertheit:
7Zb

fOYd =1

a

Die De nition im Falle von (halb-) o enen Intervallen ist analog.

2. Das zur Dichte f geherende W ahrsc heinlic hkeitsma P ist auf Intervallen durch

2o
P(lao;bo]) = f(!)d! (F.27)

ao

de niert, wie in der folgendenAbbildung illustriert.

(
|
|
|
I
a a bo b

Abbildung F.5: Wahrsdeinlichkeitsdichte: Die Flache uber dem Intervall [ag; k] ist gleich der
Wahrsdheinlichkeit diesesintervalls

3. Die Integralfunktion F von f, de niert durch

z
Fx)=  f()d;

heit Verteilungsfunktion  vonP.
4. Eine reelle Zufallsv ariable ist eine Funktion

X: ' R
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Ihr Erw artungsw ert ist
Zb
EXX):= XM)f(¢)d; (F.28)

a

falls das Integral in (F.28) existiert, und ihre Varianz ist

Zb
Var(X):=  (X(1) E(X)()d; (F.29)

a

soferndie Integrale in (F.28) und (F.29) existieren.

Bemerkung: Erw artungsw ert und Varianz einer W ahrscheinlic hkeitsv erteilung auf R

Wir bezeitinen mit
7Zb

= x f(x)dx (F.30)

den Erw artungsw ert der Verteilung und mit

7o
= (x )f(x)dx (F.31)

a

2

ihre Varianz , soferndieselntegrale existieren.

(Formaler Bezug durch die Zufallsvariable X (x) = x.)

Beispiel F.48. (Gleic hverteilung auf einem beschr ankten Interv all) Die Gleic hverteilung
auf [a; b] ist durch die Dichtefunktion

1
fi[abh! R; 7 —;
[a;b] ; X7 =4
gegelen.
1
5
-1 1
Abbildung F.6: Gleichverteilung auf dem Intervall [ 1;1]
Es gelten
1
f(x)= >0
®=5=
und
Zb
f(x)dx = 1;
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d.h. f ist alsotatsachlich eine Wahrscdheinlichkeitsdichte.

Sei X eine Zufallsvariable, deren Verteilung die Dichte f hat, also X = x.

Der Erwartungswert ist

_ 1 1 1 . _ bt a
E(X) = nxdx-mé(bz a?) = >
a
also gleich dem Mittelpunkt desIntervalls [a; b).
Zur Beredhnung der Varianz benutzen wir
var(X) = E (X E(X))? = E(X?) E(X) %

Wir messenalso noch das zweite Momen t E (X 2) von X beredinen.

Zb
2y — 1 . _ 1 } 3y — } 2y.
E(X?) = 5 X dx—b < 3(b3 a)—3(b2+ab+a).
a
Damit erhalten wir
Var(X) = }(bz + ab+ a?) }(bz + 2ab+ a?) = i(b a)2:
3 4 12 '

Die Varianz hangt also nur von der Intervalllangeab. Physikalisch kann man den Erwartungswert

von X als Schwerpunktbei homogenerMasserverteilung interpretieren, und die Varianz ist pro-

portional zum Tragheitsmomen t, also proportional zum mittleren quadratisc hen Abstand

zum Schwerpunkt.

Beispiel F.49 (Exponentialverteilungen auf [0;1 )). Die Exp onentialv erteilung mit Parameter
> 0 ist gegelen durch die Dichte

f :0;1)! R
t7! e '

Sie tritt  z.B. beim durch den Poisson-Proze modellierten radioaktiven Zerfall auf (s. Beispiel
F.46) Die Wartezeit bis zum ersten Zerfall ist eine Zufallsvariable, deren Verteilung die Dichte
f hat.

(siehe auch Ubungsaufgale 8, Serie 6)

Beispiel F.50 (Normalverteilungen). Die Normalv erteilung N (; 2) mit Erwartungswert und
Varianz 2 hat die Dichte

)2

f.o2(x) = —pl?e Enanll (F.32)

Die Normalverteilung N (0; 1) mit Erwartungswert O und Varianz 1 heit Standard-Normalv er-
teilung .

Durch die Normalverteilung werden viele gestreute Gre en, wie z.B. Kerperlangen von Perso-
nen in einer Bevelkerung besdirieben, allerdings nur in einem hinreichend kleinen Intervall um
die Durchsdchnittsgr ® e herum, denn naterlich gibt eskeinen Menschen mit negativer Gre e oder
von 3m Lange. Solde Verteilungen haben mit den Normalverteilungen die typische Glockenform
gemeinsam.Mathematisch wird der Zustand zwischen der Normalverteilung und mehrfach wieder-
holten Experimenten (z.B. mehrfacher Munzwurf) durch den zentralen Grenzw ertsatz (Satz
F.53) hergestellt.
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Abbildung F.7: Die Standard-Normalverteilung mit ihrem -, 2 - und 3 -Intervall

f. 2(x) ist eine Wahrsdheinlichkeitsdichte, d.h. f . 2(x)  08x und Normiertheit ist erfullt:

2
Das uneigertliche Integral 0 < e dx< 1 existiert (Majorante).
1

Zu der Funktion e *° gibt eskeine elementae Stammfunktion.

Man kann aber berednen: (Transformation in Polarkoordinaten)

2

e dx = P

Wir erhalten die Normiertheit der Dichtefunktion:
A

1 (x_ )2
—p?e—zz_ dx=1

Erwartungswert und Varianz einer N (;  2)-verteilten Zufallsvariablen X . :

2
E(X. 2)= x f. 2(x)dx =

Var(X. :)= E(X§ 2) E(Xq 2)*= 2 0= 2
(invariant beziglich Versdiebung)

Verteilungsfunktion  der Standard-Normalv erteilung
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De nition  F.51. Die Verteilungsfunktion  (s. De nition F.47) der Standard-Normalv er-
teilung st

(z) = . fo.1(x) dx:

Graphen der Dichte fo.; und von sieheAbbildung.

1
f_1 -2 0.8
D ()= e 7d .
(2) j:m T”f X
0.6
1 07%2 0
V2nr
0.2
-3 -2 -1 1 2 3

Z

Abbildung F.8: Die Standard-Normalverteilung und ihre Verteilungsfunktion

Bemerkung zur Verteilungsfunktion  der Standard - Normalv erteilung

Es gibt keine Darstellung von  durch elementae Funktionen.

Werte von lassensich aber beliebig genaunumerisch berecnen, und fer diskrete Werte von
z liegendie Funktionswerte tabellarisch vor (z.B. Bronstein, Tasderbuch der Mathematik).

Dadurch kann man scnell Integrale der Form
Zy
foa(x)dx= (b (a)

a

[-0.2cm] auswerten.

Wegen
( 2=1 (2
enthalten solche Tabellen z.B. nur die Werte fur nicht-negative z.

Fur symmetzrische Intervalle [ z;z] (mit z > 0) gilt:
z

foa()dx = (20 ( 2= (20 @ (2)=2(2 L

z

Einige spezielle Werte von :

(0 = 05
I:21
1) 0:8413 ) 1 foa(y) dy 0:6826
R
) 09772 ) Z foal(y)dy 0:9544
R
A3) 0:9986 )  foaly)dy 0:9972
Aus der zweiten Zeile folgt z.B., dassbei irgendeiner Normalverteilung dem Intervall | N

mit Radius (Streuung) um den Erwartungswert herum eine Wahrscheinlichkeit von etwa 68%
zugeordnetwird. Bei einem Experiment mit vielen voneinanderunabhangigenN (; 2)-verteilten
Messungenliegen ungefahr 68% der Me w erte in diesemintervall.
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Abbildung F.9: Die Standard-Normalverteilung mit ihrem -, 2 - und 3 -Intervall

De niton  F.52 ( -Quantile der N(; 2)-Verteilung). Sei 2]0;1[. Das -Quantil der
Standard-Normalverteilung ist die Zahl z 2 R mit
Z z

= foa(X)dx = ( z);
1

also

z= )
Bemerkung: Quantile fer allgemeine Verteilungen, Median

Man kann -Quantile allgemeinfer (diskrete oder kontin uierliche) reelle Verteilungen de nieren.

Das %-Quantil heit Median der Verteilung. Im Falle einer kontin uierlichen Verteilung auf einem
Intervall [a; b] mit wberall positiver Dichte f ist der Median m die durch die BedingungP ([a;m]) =
% eindeutig festgelegteZahl. Der Median ist im allgemeinenvom Erwartungswert versdieden.

Transformation einer beliebigen Normalv erteilung in die Standard-Normalv erteilung

Normalverteilung N (; 2) (Erwartungswert , Varianz: ?)
)2
2

1
f. z(x):—pZ:e—Z_

Standard-Normalverteilung N (0; 1) (Erwartungswert 0, Varianz: 1)

2

1
fo,1(x) = p==e -

Umrechnung:

Wabhrsdeinlichkeit: SeiX N (; ?2)-verteilt.

P(X 2 [a;h]) f. 2(x)dx
Za
b1
= _fO;l
a

Z o

= fo;l(Z)dZ

X dx




Verteilungsfunktion: 7
z

(2)= . fo:1(z)dz

PX 2[al)= > a

(Anwendungin EUbungsaufgake 5, Serie 6)

Der zertrale Grenzwertsatz, den wir hier in einer speziellen Version formulieren, erklart die her-
ausragendeBedeutung von Normalverteilungen fur die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

Satz F.53 (Zentraler Grenzw ertsatz). Sei X3;X»;::: eine Folge von auf demsellien Wahr-
scheinlichkeitsaum ( ;P) de nierten, paarweise unabhangigenreellen Zufallsvariablen, die alle
dieselle Verteilung haken mit

E(Xi)= ; Var(Xj)= 2>0:

SeiX(M = X, + :::X,, und sei (M = &éﬁi (Somit hat Z(™ den Erwartungswert 0 und die
Varianz 1.)

Dann gilt fur jedesintervall [ag;bp] R:
Z p,
lim P(Z™ 2 [ag;b]) = fou(x)dx:
n! ao
wobei f .1 die Dichte der Standard-Normalverteilung ist. Aquivalent dazu kennenwir schreiben:
. XM n Z
Jm P ——p=—2[a0k0] = fo;1(x) dx:

ap

Beispiel F.54 (Binomialverteilung fur gro e n).

Die Binomialverteilung mit gegelenemErfolgsparameter p wird fer gro e n ungefmhr gleich einer
N (np;np(1 p)) Normalverteilung:

2

P(k) = Ep"(l p)" K pzlre 7 mit =npund 2=npd p):

Dieser Sacwerhalt, der fur p = 0:3 und n = 100in der folgenden Abbildung illustriert ist, folgt
direkt aus dem zertralen Grenzwertsatz, denn die binomialverteilte Zufallsvariable K kann als
Summe vieler unabhangiger Zufallsvariablen X; aufgefasstwerden, die jeweils nur die Werte 0
oder 1 (jeweils mit Wahrsaheinlichkeit (1 p) bzw. p) annehmen,und die den Erwartungswert p
und die Varianz p(1 p) haben.
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Abbildung F.10: Histogramm der Binomialverteilung fur n = 100und p = 0:3, verglichen mit der
N (np;np(1 p)) Verteilung.
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