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D - 1 Numerik im •Ub erblic k { Was ist, was will 'Numerik'

Ausgangsdilemma
Die Modellierung natur- oder sozialwissenschaftlicher Zusammenh•ange bzw 'Systeme' f•uhrt zu
mathematischen 'Gleichungen', die nur in ganz einfachen F•allen per Hand oder sonstwie 'exakt'
gel•ost werden k•onnen.
Zum Beispiel k•onnen schon bei der unbestimmten Integration Maple und Mathematica nur in
speziellenAusnahmef•allen eine L•osungals Formel angeben.
Es l•asst sich sogarzeigen,dasseine solche 'symbolische' L•osung im Regelfall garnicht existiert.

Praktisc her Ausw eg
Die mathematischen Gleichungen werden in Computerprogramme umgesetzt und, wenn es sich
dabei um Di�eren tialgleichungen handelt 'diskretisiert'.
Die resultierenden Systeme linearer oder nichtlinearer algebraischer Gleichungen werden dann
ann•aherungsweise•uber dem Raster(=Screen) der Gleitkommazahlengel•ost
Die Ergebnissewerden ausgedruckt oder bessergraphisch dargstellt.

Stufen des 'Wissensc haftlic hen Rechnens'

1. Modellierung ( desAnwendungssystems)

2. Diskretisierung ( von Di�eren tialgleichungen )

3. Dateneingabe ( f•ur aktuelle Situation )

4. L•osung ( durch Gleitkomma-Algorithmen )

5. Datenausgabe ( in geeigneterForm )

Eventuell k•onnen (iii) - (v) auch innerhalb einer Wiederholungsanweisung(Schleife, Schlaufe) aus-
gef•uhrt werden (z.B. wenn die Ausgabe zur Echtzeitsteuerung einesSystem dient).

D - 1.1 Numerisc he Grundaufgab en und ihre L •osbark eit

Lineare algebraisc he Gleic hungssysteme
Im Prinzip v•ollig im Gri�. Variablenzahl jeweils durch Speichergr•osseund Prozessorzahlund -
geschwindigkeit beschr•ankt.

Nic htlineare algebraisc he Gleic hungssysteme
Lokal, d.h. bei vorhandenerguter Anfangsn•aherung: wie linearer Fall.
Global: beliebig schwierig und eventuell unl•osbar.

Anfangsw ertaufgab en f •ur ODEs
Im Prinzip v•ollig im Gri� unabh•angig von Linearit •at.

Randw ertaufgab en f•ur ODEs
Standarddiskretisierung f•uhrt auf lineare bzw nichtlineare algebraische Gleichungen und ist ent-
sprechend l•osbar.

Partielle Di�eren tialgleic hungen PDE
Nur im elliptischen Fall schnell l•osbar, alles andere ist Forschungsgebietund st•osst jeweils an die
GrenzenvorhandenerRechnerkapazit•aten.

W arn ung
Alles wird beliebig viel schwieriger wenn

� einige Variablen ganzzahligsein m•ussen

und / oder

� die L•osunggegebenenUngleichungen gen•ugen muss

wie in der Optimierung •ublich.
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D - 2 Gleitk ommadarstellung und -arithmetik

Ein System von Gleitk ommazahlen wird de�niert durc h:

� Basis (oder Radix) b (= •ublicherweise2)

� Mantissenl•angel

� Minimaler Exponent emin

� Maximaler Exponent emax

Teilmenge der reellen Zahlen R mit Darstellung

x =
�
� 1

� s
0:m1 m2 � � � ml| {z }

Man tisse m

be �
�
� 1

� s �
m1be� 1 + m2be� 2 + m3be� 3 + : : : + m l be� l �

Vorzeic henbit s, Man tisse m, Exp onent e

s 2
�

0; 1
	

mi 2 f 0; 1; : : : ; b � 1g e 2 f emin ; emin + 1; : : : ; emax g

Bin •ardarstellung, d.h. Basis b = 2
ist die am h•au�gsten verwendeteBasis von Gleitkommazahlen
Auch b = 10 wird zuweilen in Hardware verwendet.

Arten von Gleitk ommazahlen

� normalisierte Gleitpunktzahl :

m1 > 0 =)
1
b

� m �
�
�x b� e

�
� < 1

x = � 0:m1 m2 m3 � � � ml � be with m1 > 0 =) eindeutige Darstellung

� unnormalisiert : m1 = 0 zugelassen=) keine Eindeutigkeit

� denormalisiert : m1 = 0; e = emin

Vorsic ht:
Rechnen mit denormalisierten Zahlen f•uhrt zu verst•arkten Rundungse�ekten.

Betragsm •assig kleinste normalisierte Zahl TINY
TINY = 0:1 � bemin = bemin � 1

Betragsm •assig gr •o�te normalisierte Zahl HUGE
HUGE= 0:(b� 1)(b� 1)(b� 1) : : : (b � 1) : : : bemax = bemax (1 � b� l )

Epsilon (relativ e Masc hinengenauigk eit) "
ist die kleinste Zahl " f•ur die 1 + " in Gleitkommaarithmetik nicht 1 ergibt, d.h. " � b� l

Merk e:

� Mantissenl•angel bestimmt die Rechengenauigkeit.

� Exponentenbereich emax � emin bestimmt den Wertebereich.

Beispiel D.1 (Gleitpunktzahlsystemmit Basis 2 und Mantissenl•ange3).
Beispiel D.2 (Einfache genaueGleitkommazahlenim Salford Fortr an 95 Compiler). b = 2; l =
24, emin = � 125, emax = 128

HUGE � 2128 =
�
210

� 12:8
�

�
103

� 12:8
� 1038

TINY � 2� 125� 1 =
�
210

� � 12:6
� (103)� 12:6 � 10� 38

Epsilon � 2� 24 =
�
210

� � 2:4
�

�
103

� � 2:4
� 10� 7

Folgerung D.3. Bei Verwendung der Gleitkommazahlendes Salford Fortr an 95 Compilers in
Standardgenauigkeitwird mit etwa sieben signi�kanten Dezimalstel len gerechnet.
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PSfrag replacements

x = 0:m1 m2 m3 2e Exponentenbereich � 1 � e � 1

Normalisierte positive Zahlen: m1 = 1 ; m2 2 f 0; 1g 3 m3

Denormalisierte positive Zahlen: m1 = 0 ; e = � 1 ; m2 2 f 0; 1g 3 m3

v5 = v3 � v4

0

denormalisiert TINY= 1
4 ; HUGE= 7

4 ; EPSILON= 1
8

1

e � 1� 1� 1� 1� 1� 1� 1� 1

m1

m2

m3

1
16

1
8

3
16

1
4

5
16

3
8

7
16

1
2

5
8

3
4

7
8 1 5

4
3
2

7
4

0000

000000 00

000000 00

0

0000

111111111111

111111 11

111111 11

1111

-1

D - 2.1 Gleitpunktop erationen

Bemerk enswert

( 1.0 / 8.0 ) * 8.0 = 1.0 [1em] ( 1.0 / 5.0 ) * 5.0 6= 1.0

Konsequenz
Gleitpunktop erationen st•oren normale algebraische Rechenregeln,insbesondereDistributivit •at:

Im Allgemeinen gilt (a + b) � c 6= a � c + b� c:

Man musssich also •uber die Reihenfolgeder Anwendung von Operationen Gedanken machen.

Allgemein g•ultiger Standard: ANSI - IEEE 754

(ANSI ! American National Standards Institute und IEEE ! Institute of Electrical and Elec-
tronics Egineering.)

Grundideen:

1. Alle Zwischenergebnissewerden zur n•achsten Gleitpunktzahl gerundet.

2. The showmust go on. Auch bei Fehlern wird weiter gerechnet.

D - 2.2 Zu Grundidee (i) { Rundung von Zwisc henergebnissen

Auch wenn x und y im Gleitpunktb ereich liegen, gilt dies im Allgemeinen nicht f•ur das Ergebnis
x � y, wobei � 2 f� ; + ; �; =g. Dann wird x � y zun•achst mit erh•ohter Genauigkeit berechnet und
anschlie�end zur n•achstliegendenGleitpunktzahl gerundet.

Rundungsarten

r (x � y) nach unten gerundet

(gr•o�te untere Schranke im Gleitpunktb ereich)

�( x � y) nach oben gerundet

(kleinste obere Schranke im Gleitpunktb ereich)

Verh •altnis der Rundung nach ob en und un ten
Falls e gemeinsamerExponent von �( x � y) und r (x � y) ist, dann gilt

�( x � y) � r (x � y) � 2� l 2e � 2� l 2 � jx � yj; dajx � yj � 1
2 2e

q q
0:m � 2e 0: ~m � 2e
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Bezeichnet man also mit � (x � y) 2 fr (x � y); �( x � y)g die Gleitpunktzahl, die am n•achsten zu
x � y liegt, so gilt

j� (x � y) � x � yj � 1
2 j�( x � y) � r (x � y)j � 2� l jx � yj � eps� jx � yj

wobei eps= 2� l die relative Maschinengenauigkeit ist.

Alternativ e Schreibweise:

f l (x � y) = (x � y) � (1 + "); wobei j" j � eps:

f l (x � y) bezeichnet das in Gleitpunktarithmetik erzielte Ergebnis f•ur x � y.

Konsequenz f •ur relativ en Fehler:�
�
�
�
f l (x � y) � (x � y)

x � y

�
�
�
� � j" j � eps

W arn ung:
Rundungsfehlerentstehen in (fast) jeder einzelnenOperation und p
anzen sich fort.

Algorithmen (z.B. zur Matrixfaktorisierung) m•ussendeswegenauf ihre Stabilit •at, d.h. die Verst•arkung
oder Abd•ampfung von Rundungsfehlern,untersucht werden.

Beispiel D.4. Gausssche Elimination ohne Pivotierung ist extrem instabil.

Gaussmit Pivotierung ist dagegenrecht stabil.

Frage
Waspassiert,wenn x � y au�erhalb desWertebereichs [-HUGE, HUGE]liegt, d.h. entwederr (x � y)
oder �( x � y) nicht existiert?

Beispiel D.5 (Programm). REALu,s,t s = TINY(u)**2 ! ergibt 0 t = HUGE(u)*8
! ergibt INF, signalisiert OVERFLOW

D - 2.3 Zu Grundidee (ii) { Fortsetzung der Berec hnung trotz Fehlers

Mit INF und -INF kann (soweit esgeht) normal weiter gerechnet werden,ohne dasssich je wieder
normale Zahlen ergeben.

(Einige) Rechenregeln
x + INF == INF f•ur alle x 6= -INF x * INF == sign(x) * INF f•ur x 6=

0 x / 0 == sign(x) * INF f•ur x 6= 0

wobei sign(x) das Vorzeichen von x liefert.

Unde�nierte Operationen wie 0/0 , INF/INF , INF-INF und 0*INF ergeben den sehrspeziellenWert
NaN� Not a Number.

Da ein NaNnicht mit sich selbstoder etwasanderemverglichenwerdenkann, gilt x 6= x .EQUIV. .TRUE.

genaudann wenn x ein NaNist.

Infektionsprinzip:
Wenn immer ein NaNals Argument oder Operator einer Operation auftritt sind die Ergebnisse
wiederum NaNs.
Auf dieseWeisewird der gesamte Berechnungszweig als ung•ultig ausgewiesen.
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D - 3 Summation numerisc her Reihen

D - 3.1 Fehlerfortp
anzung

Erinnerung:
f l (x � y) = x � y � (1 + ") mit � eps� " � eps wobei � 2 f + ; � ; � ; =g

Prinzip Ho�n ung f•ur komplexe Berec hnungen
Da Auf- oder Abrunden mehr oder minder zuf•allig auftreten hebt sich derenWirkung (ho�en tlich)
im Gro�en und Ganzenauf.

Positiv es Beispiel: Geometrisc he Reihe:

s =
nX

i =0

x i =
1 � xn +1

1 � x
falls x 6= 1 :

Einfac h genaues Ausw ertungsprogramm in Fortran 95
INTEGERi,n REAL(KIND=1)x,y,s REAL(KIND=2)check s = 0 ! Partialsumme y =
1 !jeweils Potenz von x DOi = 0, n s = s+y ; y = y*x ENDDO check = x ; eps =
EPSILON(x)check = (1-check**(n+1))/ (1 -ch eck) WRITE(*,*) s,check,s/check -1, n*eps

Programm ergibt f •ur n = 100 und x = 2:0=3:0

s check s/check - 1 n * eps
3:0000002 3:00000019 2 � 10� 8 1:2 � 10� 5

Beobac htungen

� Gleitpunkt wert von x ist o�en bar gr•o�er als 2
3 (durch Rundung), da beide Summen gr•o�er

als

1 +
2
3

+
�

2
3

� 2

+ � � � +
�

2
3

� n

= 3

 

1 �
�

2
3

� n +1
!

| {z }
� 1

� 3

� Der beobachtete relative Fehler zwischen einfach und doppelt genauerL•osung ist lediglich
2 � 10� 8, d.h. von der Gr•o�enordnung der Maschinengenauigkeit, obwohl wir 100Operationen
durchgef•uhrt haben. Die Rundungen scheinen sich partiell aufgehoben zu haben.

� Eine exakte Absch•atzung f•ur den worst case (d.h. schlimmster Fall) ergibt den Wert (1 +
eps)100 � 100� eps als relativen Fehler. Das l•asst sich wie folgt herleiten.

Theoretisc he Schrank e des Fehlers im obigen Programm
F•ur yi +1 = f l (yi � x) als berechneter Wert von y im i -ten Schritt gilt:

y0 = 1
y1 = x
y2 = f l (y1 � x) = x2(1 + " 2)
y3 = f l (y2 � x) = x3(1 + " 2)(1 + " 3) = x3(1 + ~" 3)2 wobeij~" 3j � eps
y4 = f l (y3 � x) = x4(1 + ~" 2)2(1 + " 4) = x4(1 + ~" 4)3

...
yi = x i (1 + ~" i ) i � 1

...
yn = xn (1 + ~" n )n � 1

9



Entsprechend erh•alt man f•ur die Partialsummen si +1 = f l (si + yi ) als berechnete Werte von
1 + x : : : + x i +1

s1 = f l (y0 + y1) = f l (1 + x) = (1 + x)(1 + " n +1 )

s2 = f l (s1 + y2) = f l (s1 + y2)(1 + " n +2 )

=
�
(1 + x)(1 + " n +1 ) + x2(1 + " 2)

�
(1 + " n +2 )

= (1 + x + x2)(1 + ~" n +2 )2 f•ur j~"n +2 j � eps

sn = (1 + x + x2 + � � � + xn )(1 + ~" 2n )n � s(1 + ")n

so dassfalls eps � 1
n ( ) n � eps � 1

j(sn =s� 1)j = j(1 + ")n j � 1 = 1 + n � " +
n � (n � 1)

2
"2 : : : � 1 � n � j" j � n � eps

Ergebnis: Worst case err or - Absc h•atzung:
jsn =s� 1j � n � eps

Negativ es Beispiel (d.h. Prinzip Ho�n ung versagt) : Harmonisc he Reihe

1X

i =1

1
i

=

8
>>>>><

>>>>>:

1 (mathematisch, in exakter Arithmetik)

15:403 auf Griewank's Laptop, in einfacher Genauigkeit
(f •ur alle hinreichend gro�en Summations-Schranken

= Zahl der Terme)

Frage:
Was passiert?

An twort:
Die Summation bleibt irgendwann liegen, da die zus•atzlichen Terme im Vergleich zur berechneten
Teilsummezu klein werden.

Erkl •arung:
Betrachte kleinen Summanden y und gro�en Summanden x = 0:m1m2 : : : ml � 2e so dass x =
x + 2� l + e die n•achst gr•o�ere Gleitpunktzahl zu x ist und x = x � 2� l + e ist die n•achst kleinere
Gleitpunktzahl zu x.

PSfrag replacements

2e� 1 x

2� l + e 2� l + e

2ex x

Konsequenz:
Falls jyj < 1

2 2� l + e = 2� l � 1+ e gilt immer f l (x + y) = x.

Eine hinreichendeBedingung ist: jyj � jxj � eps.

Am Beispiel der harmonischenReihe gilt nach (n � 1) Termen:

x =
n � 1X

i =1

1
i

&
Z n

1

1
z

dz = ln(n):

Also bleibt die Summation liegen (d.h. die Partialsummen wachsennicht mehr weiter) wenn

jyj =
1
n

� ln(n) � eps

was auf jeden Fall gilt wenn

n &
1

eps � ln(n)
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Beispiel D.6 (Programm, das die harmonische Reihe summiert, bis die Partialsummen konstant
bleiben:). REAL(KIND=1)salt,sneu,one salt = -1 ; sneu = 0 ; one = 1.0 ; n =
1 DOWHILE(sneu 6= salt) salt = sneu sneu = sneu+one/n n
= n+1 ENDDO WRITE(*,*) sneu,n

Ergebnis auf Griew ank's Laptop

sneu = 15:403: : :
n = 2097152� 2 � 106

Laufzeit � 1
6 Sekunde

D.h. obiger Schleifenk•orper wird in etwa 107 mal pro Sekunden ausgef•uhrt (entspricht ca. 10
Mega
ops, d.h. 10 Millionen Operationen/Sekunde.)

Vergleic h zur theoretisc hen Herleitung
n = 2097152 ergibt ln(n) � n � EPSI LON (x) = 3:6

Frage:
Was passiert bei Ausf•uhrung des obigen Programms, wenn statt mit einfacher Genauigkeit (d.h.
KIND=1) nun mit doppelt genauenGleitkommazahlen(d.h. KIND=2) gerechnet wird?

An twort:
Das Programm l•auft ewig, da eps� 1 und damit dann auch n um Faktor 253=224 � 229 � 1

2 109

gewachsenist.

In Sekunden:
1
6

�
1
2

� 109 s =
108

36� 103 h = 25� 104 h = 25:000Stunden � 1000 Tage:

D - 3.2 Rundungsfehlerabsc h•atzung bei Riemann

Verallgemeinerung der harmonisc hen Reihe: Riemannsc he Zetafunktion

� (x) =
1X

k=1

1
kx f•ur x > 1

Konvergenzbeweis mittels Integralschranke

PSfrag replacements 1X

k=1

1
kx � 1 +

1Z

1

dy
yx = 1 +

y� x +1

1 � x

�
�
�
�

1

1

= 1 �
1

1 � x
=

x
x � 1

1

k � x

� � n (x) = � (x) � � n (x) =
1X

k � 1

k � x �
nX

k=1

k � x

=
1X

k= n +1

k � x �
Z 1

n
k � x dk =

k1� x

1 � x

�
�
�
�

1

k= n
=

1
k1� x (1 � x)

�
�
�
�

1

k= n

= 0 �
1

nx � 1(1 � x)
=

1
nx � 1(x � 1)

� tol

) n � x � 1

s
1

tol (x � 1)
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Partialsummen:

� n (x) =
nP

k=1

1
k x wachsen monoton mit n und sind nach oben durch x

x � 1 beschr•ankt, haben also

einen eindeutigen Grenzwert � (x).

Praktisc he Not wendigk eit: Diskretisierung
Hier, wie h•au�g in numerischer Mathematik muss mathematisches Problem durch Ausf•uhrung
endlich vieler Operationen auf endlich vielen Variablen ann•aherungsweisegel•ost werden.Hier ein-
fach Ann•aherungvon � (x) durch � n (x). Der entsprechendeAbbruchfehler j� (x) � � n (x)j kann hier
einfach mit Hilfe einer Integralschranke abgesch•atzt werden.Unabh•angig vom in der Numerischen
Analysis betrachteten Diskretisierungsfehlerist der Rundungsfehlerzu ber•ucksichtigen.

Rundungsfehlerabsc h•atzung
F•ur bi > 0

f l
� �

: : :
���

b1 + b2
�

+ b3
�

+ b4
�

: : : + bn +1
�

+ bn
�

=
�
: : :

���
b1 + b2

��
1 + "1

�
+ b3

��
1 + "2

�
+ b4

��
1 + "3

�
: : : + bn

��
1 + "n � 1

�

= b1
�
1 + ~" 1

� n � 2
+ b2

�
1 + ~" 1

� n � 1
+ b3

�
1 + ~" 2

� n � 2
+ : : : + bn

�
1 + ~" n � 1

� 1

=)
�
� f l

�
b1 + : : : + bn

�
�

�
b1 + b2 + : : : + bn

� �
�

� b1

h�
1 + eps

� n � 1
� 1

i
+ b2

h�
1 + eps

� n � 1
� 1

i
+ : : : + bn

�
1 + eps

�

�
��

b1 + b2
�
(n � 1) + (n � 2)b3 + (n � 3)b4 + : : : + bn

�
eps

Mit anderen W orten:
Der an der j + 1-ten Stelle eingebrachte Summandwird (n � j ) -mal in den Operationen von einer
Rundung betro�en und tr •agt entsprechend zur Gesamtfehlerschranke bei.

Schlussfolgerung:
Um Rundungsfehler zu minimieren sollten Summen m•oglichst vom kleinsten zum gr•o�ten Sum-
manden gebildet werden.Bei konvergenten (ho�en tlich monoton fallenden) Reihen sollte von hin-
ten, d.h. r•uckw•arts summiert werden.

Beispiel D.7 (� (2) auf G's Laptop in einfacher Genauigkeit:).

� (2) =
1X

k=1

1
k2 �

8
>>>><

>>>>:

� 2=6 = 1:6449340: : : exakt

1:6447253 vorw•arts bis. liegen bleiben n = 4097

1:6446900 r•uckw•arts vom gleichen n = 4097

1:6449339 r•uckw•arts mit n = 223 = 8388608

Bemerkung:
Durch R•uckw•artssummation k•onnen deutlich mehr Summandender Form 1=k� x mit n > 4097
ihren Beitrag zur Gesamtsumme leisten. Mehr Summandenzu benutzten bedeutet aber, den Dis-
kretisierungsfehler zu verringern und damit den exakten Wert � (x) besserzu approximieren.

Absc h•atzung des Rundungsfehlers

Vorw •arts:

eps
nX

k=1

1
k2 (n � k) = eps

nX

k=1

� � n
k2

�
�

1
k

�
� eps

�
n

� 2

6
� ln(n)

�
� eps � n �

� 2

6

R •uckw •arts:

eps
nX

k=1

1
k2 k = eps

nX

k=1

1
k

� eps � ln(n)
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Vergleic h:

eps � n �
� 2

6
� eps � ln(n)

D - 3.3 Kon vergenzb eschleunigung (1. Stufe nach Wijngaard)

Beobac htung bei Riemann:

� (x) = 1 +
1
2x + � � � +

1
100x +

1
101x +

1
102x + � � �

| {z }
sp•atere Terme •andern sich nur langsam

Idee:
Erste grobe Ann•aherung mit bk =

1
kx

a1 = b1 + b2 � 2 + b4 � 4 + � � � + (b2i ) � 2i > � = b1 + b2 + b3 + b4 : : :

Reihe der 2i b2i konvergiert viel schneller als
P

bk . Die Korrektur erfolgt durch transformierte
Terme

aj =
1X

i =1

�
bj 2i

�
2i :

Satz D.8. Satz: F•ur bk = k � x oder andere monoton konvergierendeReihen gilt im Grenzwert

1X

k=1

bk =
1X

j =1

(� 1)j � 1 aj :

Bemerkung
Bemerkung: Die neueReihe ist alternierend, wobei aj � bj , d.h. die einzelnenTerme gehennicht
schneller gegenNull als die der Ursprungsreihe.

Idee des Bew eises:

Betrachte, wie oft bk in aj auftritt

V orz j nk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
+ 1 1 2 � 4 � � � 8 � � � �
� 2 � 1 � 2 � � � 4 � � � �
+ 3 � � 1 � � 2 � � � � � 4
� 4 � � � 1 � � � 2 � � � �
+ 5 � � � � 1 � � � � 2 � �
� 6 � � � � � 1 � � � � � 2
+ 7 � � � � � � 1 � � 2 � �
P

mit Vorzeic hen
1 1 1 1 1 1 1 : : : : : : : : :

Bemerkung
Bei Riemann k•onnen die ai = ai (x) sogarexplizit berechnet werden.
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D - 3.4 Schlussfolgerungen aus dem Summationsb eispiel

� Die Behandlung mathematischer und andererModellierungsproblemebedingt dasAuftreten
von Abbruchs- � Diskretisierungsfehlernsowie Rundungsfehlern.Beide sollten abgesch•atzt
und m•oglichst minimiert werden.

� Gleitpunktarithmetik ist weder kommutativ noch assoziativ, distributiv usw. Spezielle
Konsequenz: Betragsm•a�ig fallende Reihen von hinten summieren!

� Es ist erstaunlich einfach, an die Grenzender Gleitpunkt- und Ganzzahlarithmetik zu sto�en.

� Viele Jobs (� Programme, Daten) laufen entweder im Sekunden-oder Stundenbereich. Be-
obachtung der Abarbeitung im Minutenbereich ist relativ selten.

� Mathematisch endlich ist nicht gleich rechentechnisch endlich.
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D - 4 L•osung (nic ht-)linearer Gleic hungssysteme

Metho den zur L •osung des linearen Problemes Ax = b mit dim(x) = dim(b) = n

� Cramersche Regelx i = (� 1)i det(A i )=det(A) f•ur i = 1::n

( In A i wird die i � te Spalte von A durch b ersetzt )

� Gauss-Elimination � P A = LU Faktorisierung

( P Permutation, L unterhalb und U oberhalb dreiecksf•ormig )

� Schmidt-Ortogonalisierung � A = QR Faktorisierung

( Q orthogonal, R oberhalb dreiecksf•ormig )

� Fixpunkt Iteration x  x � M F (x) mit F (x) � Ax � b

( M 2 Rn � n angen•aherte Inverseso dassM A � I )

Hin weise:

� F•ur (eindeutige) L•osbarkeit ist •uberall det(A) 6= 0 vorrauszusetzen.

� L•oseLU x = b bzw QRx = b durch Substitution/T ransponierung.

� Die letzte Methode l•asst sich auch auf nichtlineares F (x) anwenden.

Linearisierung des 'F reistoss' Beispieles
Das nichtlineare System von 3 Gleichungen in 3 Unbekannten

F1(x1; x2; x3) = x1 � x2 � 4:9 � x2
1 � 2 = 0

F2(x1; x2; x3) = 10� ln(1 + 0:1 � x3 � x1) � 25 = 0
F3(x1; x2; x3) = (x2 � 9:8 � x1) � ( 1

x 3
+ 0:1 � x1) + 1p

3
= 0

hat die Jacobimatrix

F 0(x) �
@

@x
F (x) �

�
@Fi

@x j

� i =1 ;2;3

j =1 ;2;3

�

2

6
4

x2 � 9:8 � x1 x1 0
x 3

1+0 :1� x 1 � x 3
0 x 1

1+0 :1� x 1 � x 3

z(x) 1
x 3

+ 0:1 � x1 � x 2 � 9:8� x 1
x 2

3

3

7
5

mit z(x) � � 9:8 � ( 1
x 3

+ x 1
10 ) + 1

10 (x2 � 9:8 � x1) = x 2
10 � 9:8

�
1

x 3
+ 1

5 x1

�

D - 4.1 Linearisierung durc h Jacobimatrix

Falls f•ur F : Rn ! Rn die n2 Komponenten der Jacobimatrix

F 0(x) �
@

@x
F (x) �

�
@Fi

@x j

� i =1 ;::: ;n

j =1 ;:::;n

bez•uglich jeder der Variablen x1; : : : ; xn Lipschitz-stetig sind, so l•asst sich aus dem Hauptsatz der
Di�eren tial- und Integralrechnung herleiten, dassf•ur jeden Schritt s 2 Rn gilt

kF (x + s) � [ F (x) + F 0(x) s ] k � 
 ksk2

Hierbei ist F 0(x)s ein Matrix-V ektor Produkt und k � k ist eine Vektor- bzw. Matrixnorm (siehe
Abschnitt B-3) mit

kF 0(x) � F 0(y)k � 
 kx � yk

Fx (s) � F (x)+ F 0(x)s ist alsFunktion desvariablen Vektors s die Linearisierung ( verallgemeinerte
Tangente ) von F an der Stelle x.
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D - 4.2 Newton's Metho de im Vektorfall

Setzt man die Linearisierung Fx (s) = F (x) + F 0(x)s zu null so erh•alt man das lineare Gleichungs-
system

As = b mit A = F 0(x) und b = � F (x)

Die L•osung l•asst sich ausdr•ucken als

s = A � 1b = � F 0(x) � 1F (x)

und heisst Newtonschritt.
Wiederholte Berechnung von s und anschliessendeInkrementierung x  x + s ergibt Newton's
Methode

x(k+1) � x(k ) + s(k ) mit F 0(x(k ) ) s(k ) = � F (x(k ) ) f•ur k = 0; 1; : : :

Hierbei z•ahlt der hochgestellte Index (k) die Iterationen.

W arn ung:

� Das Verfahren mussabgebrochen werden wenn det(F 0(x(k ) )) null oder sehr klein ist.

� Im letzteren Falle werden die Schritte s(k ) typischerweisesehr grossund f•uhren h•au�g zu
Argumenten x (k+1) wo F garnicht mehr ausgewertet werden kann.

� Zur Vermeidung diesesProblems wird s(k ) manchmal mit einem D•ampfungsfaktor � (k ) < 1
multipliziert, der dann Schrittweite genannt wird. Wir iterieren also e�ektiv

x(k+1) = x(k ) � � (k ) F 0(x(k ) )� 1F (x(k ) )

Die Bestimmung einesgeeigneten� (k ) heisst auch Strahlsuche (engl: Line Search).

D - 4.3 Lok ale Kon vergenz von Newton

Satz D.9 (Satz von Kan toro vic h). Sei die Vektorfunktion F : Rn ! Rn einmal di�er enzierbar
und besitze ihre Jacobimatrix F 0(x) 2 Rn � n die Lipschitzkonstante 
 .
Weiterhin sei x (0) ein Punkt an dem F 0(x(0) ) regul•ar ist und somit eine Inverse F 0(x(0) )� 1 exi-
stiert. Mit k � k als induzierte Matrix-Norm folgt dann aus






 F 0(x(0) )� 1








2 




 F (x(0) )






 �

1
2


dassNewton's Methode zu einer L•osungx( � ) mit F (x( � ) ) = 0 konvergiert.
Die Konvergenzgeschwindigkeitist quadratisch in dem Sinne dassf•ur eine Konstante c und alle k
gilt






 x(k+1) � x( � )






 � c






 x(k ) � x( � )








2

Bemerkung:
Je nichtlinearer ein Problem umsogr•osserist 
 und destost•arker ist damit die Bedingung an x (0) .
Wird praktisch nie •uberpr•uft !!!!
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D - 5 Gew •ohnlic he Di�eren tialgleic hungen (ODE)

(nach Hartmann, Mathematik f•ur Informatiker )

De�nition D.10 (Gew •ohnlic he Di�eren tialgleic hungen (ODE)). Eine Gleichung, in der
neben der unabh•angigen Variablen x und einer gesuchten Funktion y = y(x) auch deren Ablei-
tungen dn y

dx n = y(n ) (x) bis zur Ordnung n auftreten, heisst Gew •ohnlic he Di�eren tialgleic hung
n-ter Ordn ung (ODE) .

Sind ausserdemein x0 ausdemDe�nitionsb ereich von y(x) und zugeh•origeWerte y(x0); y(1) (x0); : : : ; y(n � 1) (x0)
gegeben, so spricht man von einem Anfangsw ertproblem .

D - 5.1 Separable Di�eren tialgleic hungen

De�nition D.11 (Separable Di�eren tialgleic hung). Eine Di�eren tialgleichung F (x; y; y0) = 0
erster Ordnung heisst separab el, wenn sie sich in der Form

y0 = f (x) g(y)

darstellen l•asst, wobei f : I � ! R, g : J � ! R stetige Funktionen auf den Intervallen I � R,
J � R sind.

Satz D.12 (L •osbark eit: Anfangsw ertproblem separabler ODE). Eine separable Di�er en-
tialgleichung erster Ordnung mit der Anfangsbedingung y(x0) = y0 f•ur x0 2 I , y0 2 J , hat im
Interval l J eine eindeutige L•osungy(x) : I � ! J , falls

g(y) 6= 0 8y 2 J:

Seien

G(y) :=
Z y

y0

1
g(y)

dy; F (x) :=
Z x

x 0

f (x)dx

die Stammfunktionen von 1
g(y) bzw. f (x).

Dabei wurden f•ur Integrationsvariable und Obergrenzeder Integration das gleiche Symbol ver-
wendet.

Auf J ist G0(y) = 1
g(y) 6= 0 (VoraussetzungSatz D.12), daher ist G streng monoton und besitzt

eine Umkehrfunktion G� 1.

Dann ist aber
y(x) := G� 1(F (x))

die L•osungdesAnfangswertproblems y0 = f (x) g(y), y(x0) = y0.

Prob e:

G(y(x)) = F (x) =) G0(y(x)) y0(x) = F 0(x) = 1
g(y(x )) y0(x) = f (x)

=) y0(x) = f (x) g(y(x))

Anfangsw ert : y(x0) = y0

F (x0) = 0 =) y(x0) = G� 1(F (x0)) = G� 1(0)

G(y0) = 0 =) G� 1(0) = y0

=) G� 1(0) = y0 = y(x0)

Satz D.13. Das Anfangswertproblemy0(x) = f (x) g(y), mit Funktionen f : I � ! R, g : J � ! R,
und dem Anfangswerty(x0) = y0 2 J , hat die eindeutigeL•osungy, die man erh•alt, wenn man die
folgendeGleichung nach y au
 •ost:

Z y

y0

1
g(y)

dy =
Z x

x 0

f (x)dx
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D - 5.2 Lineare Di�eren tialgleic hungen erster Ordn ung

De�nition D.14 (Lineare Di�eren tialgleic hung). Di�eren tialgleichungen,bei denendie Funk-
tion y = y(x) und ihre Ableitungen nur in linearem Zusammenhangauftreten heissenLineare
Di�eren tialgleic hungen .

Lineare Di�eren tialgleichungen erster Ordn ung haben die Form

y0+ a(x)y = f (x):

Ist die Funktion f (x) � 0 auf der rechten Seite identisch Null, so heisst die Gleichung homogen ,
sonst inhomogen .

Die Funktion F (x) auf der rechten Seite heisst Quellfunktion .

Satz D.15 (L •osung homogener linearer ODE). Ist a(x) auf dem Interval l I stetig, so lautet
die vollst•andige L•osungder linearen Di�er entialgleichungy0+ a(x) y = 0

y(x) = c � e� A (x )

wobei c 2 R und A(x) eine Stammfunktion von a(x) ist.

Satz D.16 (L •osung inhomogener linearer ODE). Die inhomogen lineare Di�er entialglei-
chung y0+ a(x) y = f (x), f ; a : I � ! R stetig, x0 2 I , besitzt die vollst•andige L•osung

y =
� Z x

x 0

f (t) eA (t ) dt + c
�

� e� A (x )

wobei c 2 R und A(x) eine Stammfunktion von a(x) ist.

D - 5.3 Lineare Di�eren tialgleic hungen n-ter Ordn ung

De�nition D.17 (Lineare ODE n-ter Ordn ung). Eine Di�eren tialgleichung der Form

y(n ) + a1(x) y(n � 1) + � � � + an � 1(x) y0+ an (x) y = f (x)

heisst lineare Di�eren tialgleic hung n-ter Ordn ung .

Dabei sind die Funktionen f ; ai : I � ! R auf dem Intervall stetig.
Die ai heissenKoe�zien tenfunktionen, f heisst Quellfunktion.

Ist f = 0, so heisst die Gleichung homogen , sonst inhomogen .

Satz D.18 (Existenz und Eindeutigk eit der L •osung). Sei

y(n ) + a1(x) y(n � 1) + � � � + an � 1(x) y0+ an (x) y = f (x)

eine lineare Di�er entialgleichungn-ter Ordnung mit ai ; f : I � ! R und x0 2 I .

Dann gibt es zu den Anfangswerten

y(x0) = b0; y0(x0) = b1; : : : y(n � 1) (x0) = bn � 1

genaueine L•osungy = y(x) diesesAnfangswertproblems.

Diese L•osungexistiert auf dem ganzenInterval l I .

Satz D.19 (L •osungsstruktur linearer ODE n-ter Ordn ung). Die Menge H der L•osungen
y : I � ! R der homogenenlinearen Di�er entialgleichungy(n ) + a1(x) y(n � 1) + � � � + an � 1(x) y0+
an (x) y = 0 mit ai : I � ! R bildet einen reellen Vektorraum der Dimension n.

Eine Basis desL•osungsraumesH nennt man Fundamentalsystem .

Jede L•osungy der inhomogenenGleichung y(n ) + a1(x) y(n � 1) + � � � + an � 1(x) y0+ an (x) y = f (x)
mit f : I � ! R hat die Form

y = ys + yh

wobei xh 2 H eine L•osung der homogenenund ys eine spezielle L•osung der inhomogenenDi�e-
rentialgleichungist.
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D - 5.4 Lineare Di�eren tialgleic hungen mit konstan ten Ko e�zien ten

F•ur inhomogenelineare Di�eren tialgleichungen n-ter Ordnung (siehe De�nition D.17) existiert
kein allgemeinesL•osungsverfahren.

F•ur den Fall konstanter Koe�zientenfunktionen ai (x) 2 R kann jedoch ein Fundamentalsystem
angegeben werden:

L •osung des homogenen Systems
y(n ) + a1 y(n � 1) + � � � + an � 1 y0+ an y = 0

L•osungsansatz : Exponentialfunktion y(x) = e� x und damit

y(x) = e� x ; y0(x) = � e� x ; y00(x) = � 2 e� x ; : : : ; y(n ) (x) = � n e� x

Einsetzen in die Di�eren tialgleichung liefert

� n e� x + a1� n � 1 e� x + � � � + an � 1� e� x + an e� x =

(� n + a1� n � 1 + � � � + an � 1� + an ) e� x = 0

De�nition D.20 (Charakteristisc hes Polynom). Das Polynom

p(� ) := � n + a1� n � 1 + � � � + an � 1� + an

heisstcharakteristischesPolynom der homogenenlinearen Di�eren tialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koe�zien ten

y(n ) + a1 y(n � 1) + � � � + an � 1 y0+ an y = 0:

Fortsetzung: L •osung des homogenen Systems
Aus den Nullstellen � i ; i = 1 : : : n mit p(� i ) = 0 descharakteristischen Polynoms kann ein Funda-
mentalsystem f•ur die homogeneDi�eren tialgleichung n-ter Ordnung konstruiert werden.

Dazu ist eine Fallunterscheidung nach der Vielfachheit der Nullstellen � i n•otig:

� 2 R ist einfac he Nullstelle
Dann ist e� x eine L•osungder Di�eren tialgleichung.

� = � + i � 2 C ist einfac he komplexe Nullstelle
e� x cos� x und e� x sin � x sind L•osungender Di�eren tialgleichung.

� 2 R ist k-fache reelle Nullstelle

x i e� x ; i = 0; : : : ; k � 1

sind k linear unabh•angigeL•osungen.

� = � + i � 2 C ist k-fache komplexe Nullstelle

x i e� x cos� x; x i e� x sin � x; i = 0; : : : ; k � 1

sind die 2k linear unabh•angigeL•osungsfunktionen.

Beispiel D.21. SieheHartmann, Mathematik f•ur Informatik er, S.352�.
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D - 6 Euler Verfahren f•ur Systeme von ODEs

D - 6.1 Systeme von ODEs und ihre numerisc he L•osung

In vielen Anwendungenwird der Zustand einesSystemszum Zeitpunkt t durch einen Vektor
x(t) = [x1(t); x2(t); : : : ; xn (t)]> mit n > 0

beschrieben. Die •Anderungsgeschwindigkeit _x � dx(t)=dt desZustandesnach der Zeit ergibt sich
h•au�g als Funktion F (x(t)) mit F : Rn ! Rn eben diesesZustandes.Also erhalten wir dasSystem
gew•ohnlicher Di�eren tialgleichungen

_x(t) = F (x(t)) kurz _x = F (x)
Das System heisst autonom, da die Zeit t auf der rechten Seite nicht explizit, sondern nur mit-
telbar •uber x = x(t) vorkommt. Diesesist keine Einschr•ankung da ein nichtautonomes System
_x(t) = F (t; x(t)) sich autonom umschreiben l•asst indem man t als nullte Zustandskomponente
x0(t) hinzuf•ugt und somit f•ur �x � (x0; x1; : : : ; xn )T erh•alt

d
dt

�x �
�

_x0

_x

�
=

�
_t
_x

�
=

�
1

F ( �x)

�
� F (x)

Auch ODEs h•ohere Ordnungen lassensich in Systemevon ODEs erster Ordnung umschreiben,
indem man z.B. die erste Ableitung y0 als neue abh•angige Variable v � y0 de�niert und dann
y00durch v0 ersetzt. So wird zum Beispiel aus einer nichtautonomen Di�eren tialgleichung zweiter
Ordnung

y00 = f (t; y; y0)

das autonome System erster Ordnung in den drei Variablen y0 � t , y1 � y und y2 � y0

2

4
y0

0
y0

1
y0

2

3

5 =

2

4
1
y2

f (y0; y1; y2)

3

5

Entsprechend lassensich Anfangsbedingungenumschreiben.

Die Umformulierung alsSystem1.Ordnung er•o�net die M•oglichkeit numerischeStandardmethoden
und Software f•ur die L•osung autonomer Systemeerster Ordnung mit Anfangsbedingungen zur
Anwendung zu bringen.

Satz D.22 (Existenz und Eindeutigk eit der L •osung). Sei F : D � Rn � ! Rn in einem
o�enem Gebiet D lokal Lipschitz-stetig.
Dann existiert f•ur jeden Punkt yo 2 D ein Interval l (a; b) 3 0 und eine eindeutigeL•osungy(t) 2 D
der ODE _y = F (y) f•ur a < t < b mit y(0) = y0.

Bemerkung:

1. F•ur die Existenz einer L•osung ist die Stetigkeit von F hinreichend. Vorraussetzung von
Lipschitz - Stetigkeit ist f•ur die Eindeutigkeit der L•osung und die Konvergenznumerischer
Verfahren erforderlich.

2. Das Intervall (a; b) kann so grossgew•ahlt werden, dassy(b) den Rand von D erreicht.

D - 6.2 Eulers Metho de und andere explizite ODE-L •oser

Die meisten ODEs haben keine geschlossendarstellbare L•osung.

Die L•osungkann aber durch numerischeMethodenmit (mehr oder weniger)beliebigerGenauigkeit
approximiert werden.
Numerische Approximationen sind auch alles,waszur Berechnung der mathematischen Standard-
funktionen ex , sinx etc. zur Verf•ugung steht, da dieseFunktionen als L•osungvon ODEs de�niert
sind.

Die einfachste numerische Methode zur L•osungvon ODEs ist das Explizite (Vorw•arts) Eulersche
Polygonzugverfahren.

Explizite (V orw •arts) Euler-Metho de
Sei y(t) die exakte L•osungvon _y(t) = f (t; y(t)) mit y(0) = y0.
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th 2h 3h tk = k �h T

y

y(k�h)

y(T)

exakter Wert

yk

yn = yt=h

im k-ten Schritt
berechneter Wert

_y(k�h) = f (tk;yk)
� Anstieg der Tan-

gente _y(t) der
L•osungy(t) in tk

y(0) = y0

Gesucht wird also yk � y(tk ) f•ur k = 0; : : : ; T
h mit tk = k � h:

yk+1 � yk + h f (tk ; yk ) � y(tk+1 )

Beispiel D.23 (Autonome lineare ODE).

_y = �y mit � 2 R und y0 = 1

Anwendung von Eulers Methode:

y1 = y0 + h �y 0 = (1 + h � )y0

y2 = y1 + h �y 1 = (1 + h � )y1 = (1 + h � )2y0
...

yk = (1 + �h )k y0 = (1 + �h )k

...
yn = (1 + �h )n y0 = (1 + �h )

T
h

Vergleic h mit exakter L •osung:
y(t) = exp(� t) ergibt am Endpunkt T

y(T) = e�T � lim
h! 0

(1 + �h )
T
h = lim

n !1

�
1 + �

T
n

� n

Erl •auterung
Die angen•aherteL•osungyT =h konvergiert gegendie exakte L•osungy(T) der ODE wenndie Schritt-
weite h = T=n gegenNull geht. Das bedeutet aber dassdie Anzahl der Eulerschritte und damit
der Berechnungsaufwand gegen1 gehen.

Frage:
Kann der Approximationsfehler kyT =h � y(T )k als Funktion der Schritt weite h = T=n dargestellt
und somit zur Bestimmung einer vern•unftigen Schrittzahl n genutzt werden?

An twort: JA!
Im vorliegendenspeziellenFall gilt

lim
h! 0

�
yT =h

y(T)
� 1

�
1
h

= � 1
2 T� 2

und somit erf•ullt der Fehler

yT =h � y(T ) = h(� 1
2 T� 2) + O(h2)
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Beweis.

lim
h! 0

e� �T (1 + �h )T =h � 1
h

= lim
h! 0

e� �T d
dh eT =h ln (1+ �h )

= lim
h! 0

e� �T (1 + �h )T �=�h
�

�
T
h2 ln(1 + �h ) +

T �
h(1 + �h )

�

= lim
h! 0

1
2h

T
�
� �

�
(1 + �h )

+
�

(1 + �h )
+

� 2h
(1 + �h )2

�

= � 1
2 T� 2

Folgerung D.24 (Appro ximationsfehler der Euler-Metho de). F•ur alle Lipschitz-stetigen
Probleme(d.h. die rechte Seite F (t; y; _y) der ODE ist Lipschitz-stetig) liefert das Euler-Verfahren
eine numerischeL•osungmit

yT =h � y(T ) = c(T) h + O(h2):

Deshalb nennt man dieseMethode auch

Verfahren erster Ordn ung:
Die Verdopplung der Approximationsgenauigkeit durch Halbierung der Schritt weite h verdoppelt
den Berechnungsaufwand.

Frage:
Gibt esVerfahren der Fehlerordnung p so dass

kyn � y(T )k = c(T)hp + O(hp+1 )

gilt und damit die Halbierung der Schritt weite h zu einer Reduktion des Fehlers um den Faktor
( 1

2 )p f•uhrt ?

An wort: JA!

p = 2 Mittelpunkt - Regel oder Heun'schesVerfahren

p = 4 Runge-Kutta 4. Ordnung

p = 5 Runge-Kutta-Fehlberg

D - 6.3 Runge-Kutta Verfahren der Ordn ung 2 und 4

Mittelpunkt-Regel

� tk+1 =2 = tk + 0:5hk ; tk+1 = tk + hk

� yk+1 =2 = yk + 0:5hk f (tk ; yk )

� yk+1 = yk + hk f (tk+1 =2; yk+1 =2)

Runge-Kutta 4 (Standardw ahl)

� tk+1 =2 = tk + 0:5hk ; tk+1 = tk + hk

� yk+1 =4 = yk + 0:5hk f (tk ; yk )

� yk+1 =2 = yk + 0:5hk f (tk+1 =2; yk+1 =4)

� yk+3 =4 = yk + hk f (tk+1 =2; yk+1 =2)

� yk+1 = yk + h k
6

�
f (tk ; yk ) + 2f (tk+1 =2; yk+1 =4) + 2f (tk+1 =2; yk+1 =2) + f (tk+1 ; yk+3 =4)

�
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D - 6.4 Visualisierung der Verfahrensordn ung

F•ur einen beliebigennumerischen Integrator folgt aus der vorrausgesetztenBeziehung

kyT =h � y(T )k = c(T)hp + O(hp+1 ) � c(T )hp

durch Logarithmierung, dass

� log
�
kyT =h � y(T )k

�
� p(� log(h)) � log(c(T))

Die linke Seite ist ein Ma� der korrekt berechneten Dezimalstellen in der L•osung. Sie ist nun
ann•aherungsweiseeine a�ne Funktion von � log(h) also eine Gerade, deren Steigung geradedie
Ordnung p der Methode ist. [0.3cm]
Um die Ordnung eines Verfahrens zu pr•ufen kann man die Schritt weite zum Beispiel wie hk =
T=2k f•ur k = 1; 2 : : : variieren und die entsprechenden Fehler � log

�
kyT =h k

� y(T )k
�

•uber den
Abzissenwerten � log(hk ) = k log(2) � log(T) auftragen.

 0
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 30
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Euler
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Frage:
Wie kann die Schritt weite in Hinblick auf den gesch•atzten Fehler gew•ahlt werden?

An twort:
Durch Vergleich der Ergebnissef•ur verschiedeneSchritt weiten h oder verschiedenerMethoden.

Beispiel D.25 (Mittelpunkt - Regel).

yn = y(T) + c(T) h2 + O(h3)

y2n = y(T) + c(T) 1
4 h2 + O(h3)

=) yn � y2n = c(T) 3
4 h2 + O(h3)

=) c(T) � 4
3

yn � y2n

h2 � ~c(T)

=) ky2n � y(T )k � 4
3 ky2n � yn k

ist eine Fehlerabsch•atzung f•ur die Mittelpunktregel.

Folgerung D.26 (Einfac he Schritt weitensteuerung). Wenn die numerischeL•osungmit einer
absolutenGenauigkeit von � > 0 gew•unscht wird, dann w•ahlt man bei der Mittelpunktsregel

h = 2
p

� =~c(T)

Allgemeiner emp�ehlt sich f•ur ein Verfahren der Ordnung p

h = p
p

� =~c(T)
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Hierbei ist die Fehlerkonstante ~c(T) STARK vom Verfahren abh•angig.
Nimmt man dennoch an, dass f•ur Euler, Mittelpunkt und Runge-Kutta 4 die c = c(T) •ahnlich
grosssind, so ergeben sich Rechenaufw•ande von

1 � c=�; 2 �
p

c=� ; 4 � 4
p

c=�

Auswertungen der rechten Seite.Bei gr•osserergeforderter Genauigkeit, also kleinerem � sind Ver-
fahren h•oherer Ordnung zu bevorzugen, vorrausgesetztdie rechte Seite der ODE ist p mal di�e-
renzierbar.

D - 6.5 Numerisc he In tegration von Systemen

Runge-Kutta Methoden sind direkt auf Systeme

_y(t) = f (y(t)) 2 Rn bzw _y(t) = f (t; y(t)) 2 Rn

anwendbar. W•ahrend die unabh•angigeVariable t und die entsprechendenSchritt weiten h Skalare
bleiben, sind alle anderenGr•ossenjetzt Vektoren der L•angen.

Die Euler Rekursion
yk+1 = yk + hk F (tk ; yk ) 2 Rn

erfordert also das h-fache des Richtungsvektors F (tk ; yk ) 2 Rn zu dem alten Zustandsvektor yk

zu addieren, um den neuen Zustandsvektor yk+1 2 Rn zu erhalten. Es ist davon auszugehen,
dassdieseVektormultiplik ation und -addition vom Aufwand her gegen•uber der Auswertung der
Rechten Seite F (t; y) vernachl•assigbarist.
Die Konvergenzordnungenbleiben erhalten, wobei der Abstand zwischen der ann•ahendenund der
genauenL•osung jetzt als eine Vektornnorm kyT =h � y(T )k der Di�erenz zwischen yT =h und y(T)
zu bestimmen ist.

Lineares Beispiel f •ur Euler
Das autonome System linearer Di�eren tialgleichungen

�
_x(t)
_y(t)

�
=

�
� y(t)
x(t)

�
mit

�
x(0)
y(0)

�
=

�
1
0

�

hat die analytische L•osung [x(t); y(t)] = [cos(t); sin (t)]. Die Anwendung der Eulermethode mit
Schritt weite h ergibt

�
xn +1

yn +1

�
=

�
xn

yn

�
+ h

�
� yn

xn

�
=

�
xn � hyn

yn + hxn

�
=

�
1 � h
h 1

� �
xn

yn

�

= �
�

cos(� ) � sin(� )
sin(� ) cos(� )

� �
xn

yn

�
= � n

�
cos(n� ) � sin(n� )
sin(n� ) cos(n� )

� �
x1

y1

�

wobei � �
p

1 + h2 und � = arcsin(h=
p

1 + h2) .

D - 6.6 Langzeitv erhalten von ODE { L•osungen

Bemerkung zum Langzeitv erhalten
H•au�g ist von Interesse(z.B. in der Klima vorhersage),wie sich L•osungeny(t) der ODE _y = F (y)
f•ur sehr grosset qualitativ verhalten, und zwar unabh•angig vom Anfangswert y(t0) = y0.
D.h. man will wissen, ob das dynamische System sich einschwingt, einen Gleichgewichtszutand
erreicht, zuf•alliges (d.h. chaotisches) Verhalten o.•a. zeigt.

Im folgenden machen wir Aussagenf•ur autonome Systeme der Zustandsraumdimensionn, die
entspechend auch f•ur nichtautonome Systemeder Dimension n � 1 gelten.

(I) Falls n = 1 muss und sonst (n > 1) kann einer der beiden folgenden F•alle ein treten:

1. y(t) strebt einem station•aren Grenzwert y1 = lim
t !1

y(t) zu

Beispiel : _y = � (y � a); a 2 R; � < 0; y0 beliebig
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t

y

y1

y(t) = ce�t + a; c < 0

y(t) = ce�t + a; c > 0

(b) y(t) explodiert (blow up)

lim
t ! t �

ky(t)k = 1 f•ur endliche Zeit t � (kritisc he Zeit)

Beispiel : _y = y2 mit y(0) = y0 > 0

=)
dy
y2 = dt =)

Z
1
y2 dy =

Z
dt =) �

1
y

= t + c =) y(t) = �
1

t + c

AW: y0 =
� 1
c

> 0

=) c =
� 1
y0

< 0

=) y(t) =
1

1
y0

� t

t

y

t �

y(t) = 1
1

y 0
� t

(I I) Asymptotisc h perio dische L •osung
Falls die Zustandsdimensionn = 2 ist muss,ansonstenkann y(t) sich asymptotisch einer periodi-
schen L•osungy� (t) n•ahern, f•ur die gilt

y� (t + T) = y� (t)

f•ur alle t > 0 und feste Periode T.

Beispiel : sieheobigesLineares Beispiel f•ur Euler

(I I I) Chaotisc hes Verhalten
Falls Dimension n > 2 (einschliesslich n = 2 im nichtautonomen Fall) kann die L•osung y(t) der
ODE sich chaotisch verhalten, d.h. auch nach sehr langer Zeit l•asst sich keine periodische oder
station•are Struktur erkennen.

Beispiel : Lorenz - Attraktor ( •Ubung 2)
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D - 7 In terp olation mit Polynomen und Splines

D - 7.1 In terp olation mit Polynomen (Whd. 1.Semester)

Satz D.27 (Lagrange - In terp olation). Sei R = R oder ein anderer K•orper. Dann gilt:

1. Es existiert zu jeder Familie von Wertepaaren (x i ; yi ) 2 R � R f•ur i = 0; 1; : : : ; n mit
unterschiedlichen \A bzissenwerten" x i 6= x j f•ur i 6= j ein Interpolationspolynom P(x) vom
Grad � n, so da�

P(x i ) = yi f•ur i = 0; 1; : : : ; n:

2. DiesesPolynom ist eindeutig und l•a�t sich darstellen als

P(x) =
nX

i =0

yi
(x � x0) : : : (x � x i � 1)(x � x i +1 ) : : : (x � xn )

(x i � x0) : : : (x i � x i � 1)(x i � x i +1 ) : : : (x i � xn )
| {z }

� P i (x )

3. Insbesondere folgt aus yi = 0 f•ur i = 0; : : : ; n, dassalle Koe�zienten ci in P(x) = c0 + c1x +
c2x2 + : : : verschwinden,d.h. es gilt

ci = 0 f•ur i = 0; : : : ; n:

Beispiel { Lagrangep olynom

x i 0 1 2 3

yi -1 2 1 0

P(x) = � 1 �
(x � 1)(x � 2)(x � 3)
(0 � 1)(0 � 2)(0 � 3)

+ 2 �
(x � 0)(x � 2)(x � 3)
(1 � 0)(1 � 2)(1 � 3)

+ 1 �
(x � 0)(x � 1)(x � 3)
(2 � 0)(2 � 1)(2 � 3)

+ 0 �
(x � 0)(x � 1)(x � 2)
(3 � 0)(3 � 1)(3 � 2)

P(x) =
2
3

x3 � 4 x2 +
19
3

x � 1

1 2 3

1

2

� 1 �

�

�

�

W arn ung:
Interpolationspolynome h•oherer Ordnung k•onnen zwischen den vorgegebenenDatenpunkten sehr
stark oszillieren, deshalb wendet man in der Numerik lieber aus Polynomen niederer Ordnung
zusammengesetzteFunktionsmodelle an. =) Cubic Splines,Finite Elemente.

8

4

-4

6

2

x

8620

10

-2

0
4

PSfrag replacements

Lagrange- Polynom

Kubischer Spline
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D - 7.2 In terp olation durc h kubisc he Splines

Gegeb en:
gemesseneDatenpaare (x i ; yi ), i = 0; : : : ; n.

Gesucht:
manipulierbare Funktion P(x) mit P(x i ) = yi , i = 0; : : : ; n.

Ansatz
De�niere die interpolierende Funktion P : [x0; xn ] ! R in jedem Teilintervall [x i � 1; x i ] als kubi-
schesPolynom Pi , so dassf•ur x i � 1 � x � x i gilt:

P(x) = Pi (x) = ai (x � x i � 1)3 + bi (x � x i � 1)2 + ci (x � x i � 1) + di ;

wobei die 4n Koe�zien ten (ai ; bi ; ci ; di ) f•ur i = 1; : : : ; n zu bestimmen sind.

Eigensc haften kubisc her Polynome
Pi hat 4 freie Parameter und die Ableitungen

P
0

i (x) = 3ai (x � x i � 1)2 + 2bi (x � x i � 1) + ci

P
00

i (x) = 6ai (x � x i � 1) + 2bi

P
000

i (x) = 6ai

P
0000

i (x) = 0

F•ur die Bestimmung der 4n Koe�zien ten (ai ; bi ; ci ; di ),i = 1; : : : ; n, desgesuchten kubischen Spli-
nesP(x) sind genausoviele Gleichungenn•otig. Diesewerdenausvier verschiedenenBedingungen,
die die interpolierendenPolynome erf•ullen m•ussen,hergeleitet.

In terp olationsb edingung

Pi (x i ) = Pi +1 (x i ) = yi ; i = 1; : : : ; n � 1

P1(x0) = y0

Pn (xn ) = yn

Mit � x i = x i � x i � 1 folgt aus der Interpolationsbedingung f•ur i = 1; : : : ; n

di = yi � 1 = Pi (x i � 1)

ai � x3
i + bi � x2

i + ci � x i + di = yi = Pi (x i ) :

Das sind n mal 2 lineare Gleichungen in jeweils 4 Unbekannten.

Steigungsb edingung
P

0

i (x i ) = P
0

i +1 (x i ); i = 1; : : : ; n � 1

Daraus folgen die n � 1 weiteren Bedingungen:

3ai � x2
i + 2bi � x i + ci = ci +1 ; i = 1; : : : ; n � 1

Es bleiben noch n + 1 Freiheitsgradenach Erf •ullung der bisher gefundenen3n � 1 linearen Glei-
chungen.

Kr •umm ungsb edingung
P

00

i (x) = P
00

i +1 (x); i = 1; : : : ; n

Daraus folgen n � 1 weitere Bedingungender Form

6ai � x i + 2bi = 2bi +1 ; i = 1; : : : ; n:
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Insgesamt hat man nun 4n� 2 lineareGleichungenin 4n Unbekannten, die fehlenden2 Gleichungen
werdendurch spezielleForderungenan P1 und Pn im Anfangspunkt x0 bzw. Endpunkt xn erhalten.
Diesebeiden Bedingungenunterscheiden auch verschiedeneTypen kubischer Splines:

Nat •urlic her kubisc her Spline
P

00

(x0) = P
00

1 (x0) = 0 = P
00

n (xn ) = P
00

(xn )

Im Falle nat•urlicher Splinessind die letzten fehlendenGleichungen also

b0 = 0 und 3an � xn + bn = 0

Perio discher kubisc her Spline
P1(x0) = Pn (xn ); P

0

1(x0) = P
0

n (xn ); P
00

1 (x0) = P
00

n (xn ):

Berec hnung der Ko e�zien ten bei nat •urlic hen Splines

Gesam tbilanz
Man erh•alt ein sehrstrukturiertes linearesGleichungssystemvon 4n Gleichungen in ebensovielen
Unbekannten.

Reduktion auf ein lineares System in (n � 1) Variablen
zi = P

00

i +1 (x i ) = 2bi +1 f•ur i = 1; : : : ; n � 1

z0 = P
00

1 (x0) = 0

zn = P
00

n (xn ) = 0

Lemma D.28. Aus (yi � 1; yi ; zi � 1; zi ) ergeben sich die Koe�zienten (ai ; bi ; ci ; di ) von Pi als

di = yi � 1 bi = zi � 1=2

ai = z i � z i � 1

6� x i
ci = y i � y i � 1

� x i
� 1

6 (zi + 2zi � 1) � x i

Struktur des reduzierten Systems bei nat •urlic hen Splines
Mit

� i = 2(� x i + � x i +1 ) und � i = � x i

sowie

r i = 6
�

yi +1 � yi

� x i +1
�

yi � yi � 1

� x i

�

ist zur Bestimmung der zi , i = 1; : : : ; n � 1, das folgendediagonaldominante symmetrische tridia-
gonalelineare Gleichungssystemzu l•osen:

0

B
B
B
B
B
B
B
@

� 1 � 2

� 2 � 2 � 3

� 3 � 3 � 4

. . .
. . .

. . .
� n � 2 � n � 2 � n � 1

� n � 1 � n � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

0

B
B
B
B
B
B
B
@

z1

z2

z3
...

zn � 2

zn � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A

=

0

B
B
B
B
B
B
B
@

r1

r2

r3
...

rn � 2

rn � 1

1

C
C
C
C
C
C
C
A
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D - 8 Numerisc he In tegration { Quadratur

Gr •unde f•ur numerisc he In tegration

� Funktionen ohne geschlossendarstellbare Stammfunktion

� Stammfunktion nur durch sehr komplizierte Formel darstellbar

Beispiele D.29 (Funktionen ohne geschlossenesIntegral). �
R

e� x 2
dx Gau�'sche

Glockenkurve

�
Rp

1 � k2sin 2t dt Elliptisc hesIntegral

D - 8.1 In terp olatorisc he Quadraturformeln

Um eine N•aherung desbestimmten Integrals
Z b

a
f (x)dx

zu berechnen,wird dasIntegrationsintervall [a; b] in n 2 II gleichgrosseTeilintervalle [x0; x1]; : : : ; [xn � 1; xn ]
der L•ange hn = b� a

n unterteilt. Dabei gilt x i = a + i � hn und insbesonderex0 = a und xn = b.
Mit f i = f (x i ) wird der Funktionswert an der i -ten St•utzstelle bezeichnet.

Riemann'sc he Summen Z b

a
f (x) �

nX

i =1

f (x i )hn =
nX

i =1

f i hn

Fehlerterm Riemann'sc he Summen�
�
�
�
�

Z b

a
f (x) �

nX

i =1

f i hn

�
�
�
�
�

�
b� a

2
� hn � max

x 2 [a;b]
jf

0
(x)j

Summierte Trap ezregel

Tn = hn

"
1
2 (f 0 + f n ) +

n � 1X

i =1

f i

#

Appro ximationsfehler summierte Trap ezregel�
�
�
�
�

Z b

a
f (x)dx � Tn

�
�
�
�
�

�
b� a

12
� h2

n � max
x 2 [a;b]

jf
00
(x)j

Kepler'sc he Fassregel
Ansatz: Quadratischer Spline g(x) durch die Punkte (a; f (a)),( a+ b

2 ; f ( a+ b
2 )), und (b;f (b))

g(x) = cx2 + dx + e

Durch geeigneteUmformung desAnsatzeserh•alt man eine Berechnungsvorschrift ohne die Koef-
�zien ten c;d und e desSplinesg(x):

S0 =
b� a

6

�
f (a) + 4f ( a+ b

2 ) + f (b)
�

Simpson'sc he Regel (Summierte Kepler'sc he Fassregel)
Anwendung der Fassregelauf die Teilintervalle der L•ange hn = b� a

n , n gerade,ergibt die Simp-
son'sche Regel:

Sn =
hn

3

2

6
4f 0 + f n + 2

n
2 � 1X

i =1

f 2i + 4
n= 2X

i =1

f 2i � 1

3

7
5

Appro ximationsfehler summierte Simpson'sc he Regel�
�
�
�
�

Z b

a
f (x)dx � Sn

�
�
�
�
�

�
b� a
180

� h4
n � max

x 2 [a;b]
jf (4) (x)j
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D - 8.2 Quadratur mit Extrap olation { Rom berg's Verfahren

F•ur hinreichend oft di�erenzierbare Integranden f (x) beschreibt die Euler-Maclaurinsche Sum-
menformel den Fehler der summierten Trapezregel Tn als Polynom in geraden Potenzen der
Schritt weite hn :

Tn =
Z b

a
f (x)dx +

NX

k=1

� 2k h2k
n + O(h2N +2

n )

Die dabei auftretenden Koe�zien ten � 2k sind von hn unabh•angigeKonstanten.
Damit k•onnenFehlertermevon Quadraturformeln durch sog.Extrapolation zur Grenze/zum Limit
eliminiert werden, in der Werte einer Quadraturformel bei unterschiedlichen Schritt weiten hn ,
n = n1; n2; : : : , kombiniert werden.

Bei geschickter Wahl der Extrap olation erreicht man eine Aufhebung von Fehlertermen kleiner
Ordnung, so das der extrapolierte Wert eine deutlich genauereApproximation des gesuchten In-
tegralwertes ist.

Rom berg Verfahren
Zuerst wird f•ur n = 1 die Trapezregelauf dem gesamten Integrationsintervall [a; b] ausgewertet.
Der erhaltene Wert T1 (d.h. Schritt weite h1 = b� a) wird als erster Eintrag R0

0 in die erste Zeile
der Tabelle eingetragen.
Mit halbierter Schritt weite h2 = h1=2 wird T2 = R0

1 berechnet und in die erste Spalte der zweiten
Zeile direkt unter R0

0 notiert:

k n = 2k R0
k

0 1 R0
0

1 2 R0
1 R1

1

Daraus berechnet man den extrapolierten Wert R1
1 mittels

R1
1 =

4R0
1 � R0

0

3
= S2;

was aber genauSimpsonsRegel f•ur n = 2 ergibt.

Rom berg Verfahren (Fortsetzung)
DiesesVorgehenkann in einer neuenZeile der Tabelle fortgef•uhrt werden.

Die k-te Zeile erh•alt man dabei, indem zun•achst die Trapezregelmit erneut halbierter Schritt weite
hn = h2k (d.h. n = 2k ) ausgef•uhrt wird und T2k als R0

k in die erste Spalte eingetragenwird.

In den darau�olgenden k Extrap olationsschritten werden jeweils die Werte R j
k der k-ten Zeile f•ur

j = 1; : : : ; k aus dem links stehendenWert R j � 1
k und dem links dar•uber stehendenWert R j � 1

k � 1
berechnet:

R j
k =

4j R j � 1
k � R j � 1

k � 1

4j � 1
= R j � 1

k +
1

4j � 1

�
R j � 1

k � R j � 1
k � 1

�
j = 1; : : : ; k

Insgesamt ergibt sich damit das folgendeTableau:

Rom berg Verfahren (Fortsetzung)

k n = 2k R0
k = Tn R1

k R2
k . . .

0 1 R0
0 = T1

1 2 R0
1 = T2 R1

1

2 4 R0
2 = T4 R1

2 R2
2

3 8 R0
3 = T8 R1

3 R2
3 R3

3

4 16 R0
4 = T16 R1

4 R2
4 R3

4 R4
4

...
...

...
...

. . .
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Als Abbruc hbedingung eignet sich die Di�erenz zwischen den beiden zuletzt berechneten Dia-
gonalelementen desSchemas.
Falls mit einer vorgegebenenGr•osse� die Bedingung

jRk
k � Rk � 1

k � 1 j � �

erf•ullt ist, dann wird dasVerfahrenbeendetund Rk
k als N•aherungdesIntegrals

Rb
a f (x)dx betrach-

tet.

Appro ximationsfehler Rom berg-V erfahren
F•ur f 2 C2k+2 ([a; b]) gilt:

�
�
�
�
�
Rk

k �
Z b

a
f (x)dx

�
�
�
�
�

� (b � a)h2
1h2

2 : : : h2
2k � 2k+2 max

x 2 [a;b]
jf (2k+2) j

wobei � 2k+2 wiederum eine Konstante ist.

Bemerkung
Die auftretenden Konstanten � i ergeben sich als

� i =
B i

i !
;

wobei die B i die so genannten Bernoulli - Zahlen sind. Dieseberechnen sich rekursiv aus

B i = (� 1)i � 1

"
2i � 1

2(2i + 1)
+ (2i )!

i � 1X

k=1

Bk

(2i � 2k + 1)!(2k)!

#

:

31



Teil E

Lineare und nichtlineare
Optimierung

Inhaltsangab e
E - 1 Grundlagen der Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

E - 1.1 (Nicht)lineare Ausgleichsprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

E - 1.2 Allgemeine lineare Funktionenappro ximation . . . . . . . . . . . . . . . 35

E - 2 Lineare Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

E - 2.1 Einf •uhrendes Beispiel: Barkeeper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
E - 2.2 Lineare Optimierungsprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

E - 2.3 Transformationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

E - 2.4 Geometrische Untersuchung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

E - 2.5 Berechnung der optimalen Ecke { Simplex-Algorithm us . . . . . . . . . 42

E - 2.6 Dualit •at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

E - 2.7 Komplementarit •at . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

E - 2.8 Lineare ganzzahlige Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

E - 3 Grundlagen der Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

E - 3.1 Nichtlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at . . . . . . . . . . 53

E - 3.2 Nichtlineare Ausgleichsprobleme . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

E - 3.3 Klassen von Optimierungsv erfahren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

E - 3.4 Unrestringierte nichtlineare Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

E - 3.5 Restringierte Nichtlineare Optimierung . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

32



Literaturv erzeichnis

[AltOpt] Walter Alt, Nichtlineare Optimierung. 1. Au
age, 2002,Vieweg.

Sch•one Kombination aus Theorie, Numerik und Anwendung ISBN: 3-528-03193-X

[NocWri] Jorge Nocedal, Stephen J. Wright, Numerical Optimization. 1999, Springer-Verlag
New York, Inc.

Ein Standardwerk. ISBN: 0-387-98793-2

33



E - 1 Grundlagen der Optimierung

E - 1.1 (Nic ht)lineare Ausgleic hsprobleme

Wir betrachten zun•achst ein System

A x = b; A 2 Rm � n ; b 2 Rm

von m linearen Gleichungen in n � m Variablen. Wenn m > n nennt man das System •uberbe-
stimmt, da es weniger freie Variablen x i f•ur i = 1 : : : n gibt als Bedingungen, die an sie gestellt
werden.Wenn m = n spricht man vom wohlbestimmten oder quadratischenFall. DieseUnterschei-
dung macht eigentlich nur dann Sinn, wenn man folgendeAnnahme macht.

Vollrang-V orraussetzung
Die Matrix A 2 Rm � n hat vollen Spaltenrang n = min(n; m), d.h. sie erf•ullt die •aquivalenten
Bedingungen,dassihre n Spalten linear unabh•angig sind und man m � n Zeilen entfernen kann,
so dassdie verbleibendequadratische Matrix eine nichtverschwindendeDeterminante hat.

Fehlerminimierung

Beobac htung
Im Falle m > n = rang(A) ist f•ur fast alle rechten Seiten b 2 Rm das System von Gleichungen
Ax = b nicht exakt erf•ullbar.

Konsequenz
Man versucht deshalbx so zu w•ahlen, dassalle Komponenten desFehlervektors

F � A x � b = (Fi ) i =1 :::m

so klein wie m•oglich sind, d.h. man versucht einen A usgleich zwischen den m eigentlich als
Gleichungen gedachten Bedingungenzu scha�en.

Norm wahl

Zur Messungder Gr•o�e von F w•ahlt man h•au�g eine der Vektornormen aus Abschnitt B.3

kF kp = kAx � bkp mit p 2 f 1; 2; 1g

Hier bedeutet kF k1 die Summeder Komponentenbetr•agejFi j und kF k1 ihr Maximum. Die Mi-
nimierung dieserbeidenNormen f•uhrt auf lineare Optimierungsaufgaben mit Ungleichungsneben-
bedingungen.
Diesewerden sp•ater betrachtet und sind im allgemeinenschwerer zu l•osenals das Gau�sche Pro-
blem der kleinsten Quadrate (engl.: least squares),dassich ergibt, wennman die Euklidische Norm
kF k2 minimiert.

Metho de der kleinsten Quadrate

Satz E.1 (Kleinste - Quadrate - L •osung). F•ur jedes lineare GleichungssystemAx = b mit
A 2 Rm � n , b 2 Rm und rang(A) = n existiert ein eindeutiger Vektor x � 2 Rn , so dass

kAx � � bk2 = min
x 2 Rn

kAx � bk2

Diese Ausgleichsl•osungerf•ullt das quadratische, regul•are Gleichungssystem

A> A x � = A> b 2 Rn ;

welchesals Normalengleichungssystembezeichnetwird.

Bemerkung
Wenn die Vollrangvorraussetzungverletzt ist, existiert eine unendliche Menge von Vektoren, die
sowohl das Minimerungsproblem l•osenals auch die entsprechendeNormalengleichung erf•ullen.
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E - 1.2 Allgemeine lineare Funktionenappro ximation

Betrachte ein System von n vorgegebenenAnsatzfunktionen

uj (x) : [a; b] ! R f•ur j = 1 : : : n

mit dem gemeinsamenDe�nitionsb ereich [a; b].
Weiterhin betrachte m � n unterschiedliche St•utzstellen x i 2 [a; b] und entsprechende Daten
yi 2 R f•ur i = 1; : : : ; m.
Gesucht sind nun n Koe�zien ten zj , so dassdie Linearkombination

u(x) �
nX

j =1

zj uj (x)

die sog.mittlere Ab weichung � 2 m•oglichst klein werden l•asst:

� 2 �

"
mX

i =1

(u(x i ) � yi )2

# 1
2

:

L •osung der Gau�sc hen Ausgleic hsaufgab e
Aus den Vektoren

aj = (uj (x1); uj (x2); : : : ; uj (xm ))>

bilden wir die Matrix A = [a1; : : : ; an ] und mit

y = (y1; y2; : : : ; ym )> und z = (z1; z2; : : : ; zn )>

ist zur L•osungder Ausgleichsaufgabe das Funktional

kF (z)k2 = kAz � yk2

zu minimieren.
Dasheisstaber nichts anderes,alseineL•osungz� des(•uberbestimmten) GleichungssystemsAz = y
mit kleinsten Fehlerquadratenzu �nden.

Gau�sc he Ausgleic hsp olynome

Spezialfall: Gau�sc he Ausgleic hsp olynome
W•ahlt man als Ansatzfunktionen uj (x) = x j � 1, so ergibt sich das Polynom

u(x) =
nX

j =1

zj x j � 1

Die Vollrangbedingung rang(A) = n ist f•ur paarweiseverschiedeneSt•utzstellen x j erf•ullt, da die
ersten n Zeilen von A die folgendeVandermondscheDeterminante haben:

det

2

6
6
6
4

1 x1 : : : xn � 1
1

1 x2 : : : xn � 1
2

...
...

...
1 xn : : : xn � 1

n

3

7
7
7
5

=
nY

k=2

k � 1Y

j =1

(xk � x j ) 6= 0:

Zur Berechnung der L•osung mit kleinsten Fehler-Quadraten mu� die Normalgleichung A> A z =
A> y gel•ost werden.

Lemma E.2. Die Normalenmatrix A> A 2 R n � n ist symmetrisch und positiv semi-de�nit.

Unter der Vollrangvorraussetzungist A> A sogar positiv de�nit.
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Bemerkung:
Wegen der positiven De�nitheit der Matrix A> A kann man das Normal- gleichungssystemmit
dem sogenannten Cholesky- Verfahren l•osen.
Diesesist einepivotierungsfreieVersion desGau�schen Verfahrens,das die Symmetrie der Matrix
ausnutzt und dadurch den Berechnungsaufwand halbiert auf n3=6 Multiplik ationen gefolgt von
Additionen/Subtraktionen.
Allerdings kostet die Berechnung von AT A aus A bereits m n2 Operationen, was durch die QR
Zerlegungvermiedenwerden kann.

QR - Faktorisierung

Wendet man das in Abschnitt B.7 behandelteGram-Schmidt Orthogo- nalisierungsverfahren auf
die n Spaltenvektoren aj von A an soergibt sich darauseineFolgevon ebensovielen orthonormalen
Vektoren qj .
Ausserdemexistiert nach Konstruktion der qj die Darstellung

aj =
jX

k=1

qk r k j f•ur j = 1; : : : ; n

wobei die diagonalen Elemente r j j f•ur j = 1; : : : n alle positiv sind. Fasst man nun die qj als
Spalten zu einer orthogonalen Matrix Q = [q1; q2; : : : ; qn ] 2 Rm � n zusammenund erg•anzt die
Koe�zien ten r k j durch Nullen zu einer oberhalb dreiecksf•ormigen Matrix R 2 Rn � n , so hat man
f•ur A die Faktorisierung

A = Q R mit QT Q = I 2 Rn � n

Vereinfac hte Normalengleic hung
Aus der Orthogonalit •at ergibt sich unmittelbar

AT A = (QR)T (QR) = RT QT QR = RT R

und die Normalengleichung reduziert sich erst zu

RT Rx � = RT QT b

und letztlich zu
Rx � = QT b

was sehr billig l•osbar ist.

Zur Berec hnung der QR Zerlegung

� Es l•asst sich leicht pr•ufen, dassdie Zerlegung von A 2 Rm � n in das Produkt einer ortho-
gonalen Matrix Q und einer Dreiecksmatrix R mit positiven Diagonalelementen eindeutig
ist.

� Es gibt ausserdem Gram-Schmidt VerfahrenandereMethoden, mit denendie QR Zerlegung
berechnet werden kann. Zum Beispiel k•onnte man R aus der Cholesky Faktorisierung von
AT A gewinnenund dann Q = AR � 1 setzen.

� Als e�ektiv und gegen•uber Rundungsfehlernsehr stabil gilt die sukkzessive Reduktion von
A mit Hilfe sogenannter elementarer Re
ektoren oder Householdermatrizen.

Hin weis
F•ur die kleinen Aufgaben in •Ubung 3.1 kann dasGram-Schmidtsche Orthogonalisierungsverfahren
angewandt oder noch einfacher die Normalengleichung explizit gebildet und mittels Gau�scher
Elimination ohne Pivotierung gel•ost werden.

Bemerkung
Wesentlich f•ur die Anwendbarkeit der linearen Gau�schen Ausgleichsrechnung ist, da� f•ur die zu
bestimmendenGr•o�en eine lineare Beziehung gegeben ist, z. B. y(x) = a + bx.
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Ist die gegebeneBeziehung (etwa ausphysikalischenGr•unden) nichtlinear, sokann man versuchen,
aus ihr eine lineare Beziehung f•ur unter Umst•anden andere Gr•o�en zu gewinnen,aus denensich
dann nachtr •aglich die eigentlich gesuchten Gr•o�en bestimmen lassen.

Beispiel E.3.

y(x) =
a

1 + bx
=)

1
a

+
b
a

x =
1

y(x)
= ~y = ~a + ~bx
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E - 2 Lineare Optimierung

� lineare Optimierungsprobleme

� Polyeder

� Simplex-Algorithm us

� Dualit •at

� kombinatorische ganzzahligelineare Optimierungsprobleme

� Branch & Bound

� Schnitteb enenverfahren

E - 2.1 Einf •uhrendes Beispiel: Bark eeper

Cocktails:

� Daiquiri (45 ml wei�er Rum, 30 ml Cointreau, 30 ml Zitronensaft, 15 ml Zuckersirup, Eis),
5.50 Euro

� Kamikaze(30 ml Wodka, 30 ml Cointreau, 30 ml Zitronensaft, 1 Schu� Limonensirup, Eis),
4.50 Euro

� Long Island Ice Tea(20 ml Wodka, 20 ml wei�er Rum, 20 ml Gin, 20 ml Cointreau, 4 TL Zi-
tronensaft, 4 TL Orangensaft, 1/8 l Cola, 1 Orangenscheibe, Eis), 7.00 Euro

VorhandeneSpirituosen: 5 l wei�er Rum, 6 l Cointreau, 4 l Wodka und 3 l Gin

Welche Cocktails mu� der Barkeeper mixen, um m•oglichst viel Geld einzunehmen?

Variablen: x1: Anzahl Daiquiris x2: Anzahl Kamikazes x3: Anzahl Long Island Ice Teas

Zielfunktion: Maximiere die Einnahmen:

max 5:50x1 + 4:50x2 + 7:00x3

Nebenbedingungen:

Wei�er Rum: 45x1 + 20x3 � 5000
Cointreau: 30x1 + 30x2 + 20x3 � 6000
Gin: 20x3 � 3000
Wodka: 30x2 + 20x3 � 4000

Optimierungsproblem:

max

0

@
5:50
4:50
7:00

1

A

T

x

0

B
B
@

45 20
30 30 20

20
30 20

1

C
C
A x �

0

B
B
@

5000
6000
3000
4000

1

C
C
A

Schreib weise: � bei Vektoren u; v 2 Rn

u � v :( ) 8i = 1; : : : ; n : ui � vi

(� ; <; > analog)

L•osungmit MATLAB:
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>> A = [ [ 45, 0, 20 ]; [30, 30, 20 ]; [ 0, 0, 20 ]; [ 0, 30, 20 ] ]

A =
45 0 20
30 30 20
0 0 20
0 30 20

>> b = [ 5000, 6000, 3000, 4000 ]

b =
5000 6000 3000 4000

>> c = [- 5.5, -4.5, -7 ]

c =
-5.5000 -4.5000 -7.0000

>> x = linprog( c, A, b )
Optimization terminated.

x =
44.4444
33.3333

150.0000

E - 2.2 Lineare Optimierungsprobleme

De�nition E.4. Optimierungsprobleme mit linearer Zielfunktion und linearen (Gleichungs- und
Ungleichungs-)Nebenbedingungennennt man Lineare Optimierungsprobleme , Lineare Pro-
gramme , LPs .

Allgemeinste Form:

maxcT x + dT y Zielfunktion
Ax + B y � a � -Ungleichungen
Cx + Dy � b � -Ungleichungen
Ex + F y = g Gleichungen

x � 0 vorzeichenbeschr•ankte Variablen

W eiteres Beispiel: Tschebysche�sc he Appro ximationsaufgab e

•Uberbestimmtes linearesGleichungssystemAx = b, A 2 Rm � n , m > n

L•osungmit kleinstem Fehler:
min

x
kAx � bk1

in der Norm kAx � bk1 = max
i =1 ;:::;m

�
�
�
�
�
�

nX

j =1

aij x j � bi

�
�
�
�
�
�

(siehe lineare Ausgleichsproblemein E - 1.1)

Umformulierung: zus•atzliche Variable � 2 R

min
x;�

�
�
�
�
�
�
�

nX

j =1

aij x j � bi

�
�
�
�
�
�

� �

Au
 •osungder Betr •ageergibt ein LP:

min
x;�

�
nX

j =1

aij x j � bi � �

nX

j =1

aij x j � bi � � �
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E - 2.3 Transformationen

1. min-Probleme werdenzu max-Problemen, indem man die Zielfunktion mit � 1 multipliziert:

min cT x ( ) max � cT x

2. � -Ungleichungen werden zu � -Ungleichungen, indem man sie mit � 1 multipliziert:

Ax � b ( ) � Ax � � b

3. Gleichungen kann man durch Paare von Ungleichungen ersetzen:

Ax = b ( )
�

Ax � b
Ax � b

�

4. Ungleichungen kann man durch Einf •uhrung von Schlupfvariablen zu Gleichungen machen:

Ax � b ( )
�

Ax + s = b
s � 0

�

5. Vorzeichenunbeschr•ankte Variablen kann man in Paare von vorzeichenbeschr•ankten Varia-
blen aufsplitten:

x = y � z; y � 0; z � 0

6. Die Vorzeichenbeschr•ankungenkann man (formal) zu den anderenUngleichungenhinzuneh-
men: �

Ax � b
x � 0

�
( )

�
A

� �

�
x �

�
b
0

�

Folgerung E.5. Man kann jedesallgemeineLP in der Standar dform

max cT x
Ax = b
x � 0

oder in der Form
max cT x
Ax � b

schreiben.

Bemerkung E.6. Nat•urlich kann man auch Nebenbedingungenund Variablen skalier en. Das ist
wichtig bei der numerischenBehandlung.

Wir betrachten im folgendenlineare Programme der (allgemeinen) Form

maxcT x
Ax � b

(P)

mit A 2 Rm � n , b 2 Rm , c 2 Rn , x 2 Rn .

E - 2.4 Geometrisc he Un tersuc hung

Die Nebenbedingungensind lineare Ungleichungen � T x � � (� 6= 0)
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PSfrag replacements

x

x0

x � x0

0

'
� � T x > �

� T x = �

� T x < �
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Auf der Seite von � :

0 < cos' = < �; x � x0 > = � T (x � x0) = � T x � � T x0 = � T x � �

Auf der Seite von � � : � T x < �

f x : � T x = � g ist eine Hyp ereb ene.

f x : � T x � � g (oder � ) ist ein Halbraum .

Das System Ax � b besteht aus den Ungleichungen

� T
1 x :=

nX

j =1

a1j x j � b1

...

� T
m x :=

nX

j =1

amj x j � bm

A =

0

B
@

� T
1
...

� T
m

1

C
A
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Zulässige
Menge

Poly eder

JedeZeiledesUngleichungssystemsbeschreibt einenHalbraum. Die zul•assigeMengeist der Durch-
schnitt von (endlich vielen) Halbr•aumen. Dies nennt man ein Poly eder (wenn beschr•ankt auch
Polytop ).

P := P(A; b) := f x : Ax � bg

Annahme: Das Polyeder ist voll-(n)-dimensional.

(dim P = n � RangAeq(P ) , wobei Aeq(P ) die Teilmatrix von A zu den Ungleichungen ist, die von
allen Punkten aus P mit Gleichheit erf•ullt werden.)

Kon vexit •at und Ecken

Bemerkung E.7. Ein Polyeder ist eine konvexeMenge.Konvex bedeutet, da� mit je zwei Punk-
ten auch ihre gesamteVerbindungsstrecke in der Menge liegt:

x 6= y 2 P =) 8� 2 [0;1] : x(� ) := x + � (y � x) 2 P:

Ein Punkt desPolyeders, der nie im Innern, sondern immer am Rand von solchenVerbindungs-
strecken liegt, hei�t Ecke :

z Ecke ( ) 8x 6= y 2 P : (9� 2 [0;1] : z = x + � (y � x)) =) (� = 0 _ � = 1)
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Satz E.8. Sei P := f x : Ax � bg (A 2 Rm � n ) ein volldimensionalesPolyeder. Dann gilt: x0 2 P
ist Ecke von P genau dann, wenn n Ungleichungenmit linear unabh•angigen Zeilen von A mit
Gleichheit erf•ullt sind:

9B � f 1; : : : ; mg; jB j = n : 8i 2 B : � T
i x = bi ; f � i ; i 2 B g lin. unabh.

Schreibweise:

AB :=

0

B
B
@

...
� T

i
...

1

C
C
A

i 2 B

ist eine Teilmatrix von A aus den Zeilen mit Indizes aus B , genannt Basismatrix , und ist inver-
tierbar.

AB x = bB

Ab jetzt: Annahmen: P ist volldimensional, und P hat (mindestens) eine Ecke.

Lineare Zielfunktion auf dem Polyeder:
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PSfrag replacements
cT x =

Beobachtung:

Satz : WenndasLP eineOptimall •osunghat,
dann gibt esauch eineoptimale Eckl•osung.

E - 2.5 Berec hnung der optimalen Ecke { Simplex-Algorithm us

Idee:1. Starte mit einer zul•assigenEcke (d. h. einer Ecke, die alle Nebenbedingungenerf•ullt).

2. Gehezur n•achsten Ecke, wobei die Zielfunktion ansteigt (bzw. nicht abnimmt).

3. Tue dies, bis keine Verbesserungmehr m•oglich ist.

4. Vermeide,Ecken zweimal zu besuchen.

Simplex-Algorithm us der linearen Programmierung

Dantzig, 1947

hier: geometrische Version
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0. Starte mit einer zul •assigen Ecke x0 2 Rn .

Sei B die zugeh•orige Zeilenindexmengeund AB die zugeh•orige Basismatrix:

AB x0 = bB bzw. x0 = A � 1
B bB

1. Ist x0 optimal?

De�niere
uT := cT A � 1

B 2 Rn

Falls u � 0, dann gilt f•ur alle x mit Ax � b:

cT x = uT AB x � uT bB = uT AB x0 = cT x0

=) x0 ist optimal. STOP.

2. Finde eine Ric htung mit nic ht abnehmender Zielfunktion.

Es gibt also (mindestens) ein i 0 2 B mit ui 0 < 0.

Sei
d := � A � 1

B ei 0

Dann gilt f•ur alle � � 0:

cT (x0 + � � d) � cT x0 = � � cT d = � � � cT A � 1
B ei 0

= � � � uT ei 0 = � � � ui 0 � 0

=) Entlang der Richtung d nimmt die Zielfunktion nicht ab.

3. Ist das Problem unbeschr •ankt?

Finde die n•achste zul•assigeEcke in Richtung d, d. h.

� T
j (x0 + � � d) = � T

j x0 + � � � T
j d

!
� bj

Es gilt
� T

j x0 � bj 8j 2 f 1; : : : ; mg

und
� T

j d = � � T
j A � 1

B ei 0 = � � j i 0 � 0 8j 2 B

Falls auch
� T

j d � 0 8j 2 f 1; : : : ; mg n B

dann k•onnen wir jedes � > 0 w•ahlen und bleiben immer zul•assig. =) Das Problem ist
unbeschr•ankt. STOP.

4. Bestimme die Schritt weite, um zur n•achsten zul •assigen Ecke zu gehen.

Es gibt also (mindestens) ein j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T
j d > 0.

Bedingung f•ur � :

� �
bj � � T

j x0

� T
j d

8j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T
j d > 0

Sei

� := min

(
bj � � T

j x0

� T
j d

; j 2 f 1; : : : ; mg n B mit � T
j d > 0

)

und j 0 2 f 1; : : : ; mg n B ein zugeh•origer Index.
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5. Gehe zur n•achsten Ecke.

De�niere
x1 := x0 + � � d

und
Bneu := B n f i 0g [ f j 0g

Update von AB und A � 1
B .

Weiter mit Schritt 1 und x1 statt x0.

Bemerkungen zum Simplex-Algorithm us

Bei der Wahl von i 0 und j 0 hat man u. U. mehrere M•oglichkeiten. Durch bestimmte Strategien
(
"
w•ahle den kleinsten Index\ ) kann man vermeiden,dieselbe Ecke mehrmals zu besuchen. Da es

nur endlich viele Ecken gibt, terminiert der Algorithm us dann nach endlich vielen Iterationen.

Die Anzahl aller Ecken ist exponentiell in m, n (�
� m

n

�
). Man kann Beispielekonstruieren (Klee-

Minty), f•ur die der Simplex-Algorithm usalle Eckenbesucht. Die Worst-Case-LaufzeitdesSimplex-
Algorithm us ist also nicht polynomial.

Aber: Khachian (1979) und Karmakar (1984) haben polynomiale Algorithmen f•ur LP gefunden.
Also ist LP 2 P.

In der Praxis ist der Simplex-Algorithm us sehr konkurrenzf•ahig, typische Laufzeit � 3m, � logn.

Alternativ e: Innere-Punkt-Methoden (sp•ater in dieserVorlesung).

Zul •assige Startec ke x0 f •ur Simplex-Algorithm us

Formuliere ein Hilfsproblem, z. B. (mit y 2 R)

max
x;y

y

Ax � y � b � 0 � y � 0 y � 1

F•ur diesesProblem ist der Punkt x = 0, y = 0 zul•assig,er kann also als Startpunkt genommen
werden, um das Hilfsproblem mit dem Simplex-Algorithm us zu l•osen.(sogenannte PhaseI)

In der L•osung(x0; y0) ist y0 entweder 0 oder 1 (die L•osungist eine Ecke).

Wenn y0 = 0, dann ist Ax > y � b f•ur alle x und alle y > 0, also auch f•ur y = 1. Das eigentliche
LP ist also unzul•assig.

Falls y0 = 1, dann ist Ax 0 � b, x0 kann also als zul•assigeStartl •osungf•ur den eigentlichen Simplex
verwendet werden.

Folgerung : Einen zul•assigenPunkt zu �nden, ist eine genausoschwere Aufgabe, wie einen opti-
malen Punkt zu �nden.

E - 2.6 Dualit •at

Primales Problem
maxcT x
Ax � b

(P)

•aquivalent: (z 2 R)
maxz
z � cT x � 0
Ax � b

Pz :=
�

x 2 Rn :
�

� cT

A

�
x �

�
� z
b

��
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Lemma E.9 (Fark as-Lemma). Sei A 2 Rm � n , b 2 Rm . Dann gilt entweder

9x 2 Rn : Ax � b

oder
9u 2 Rm : u � 0; uT A = 0; uT b < 0:

maxf cT x : Ax � bg
= maxf z : z � cT x � 0; Ax � bg
= maxf z : Pz 6= fgg
� minf z : Pz = fgg
= minf z : 9u � 0; � � 0 : � �c T + uT A = 0; � �z + uT b < 0g

Wenn L•osungmit � = 0 existiert, ist Pz = fg 8z.

Wenn L•osungmit � > 0 existiert:

= minf z : 9u � 0 : uT A = cT ; uT b < zg
= minf uT b : uT A = cT ; u � 0g

Resultat : das Maximum von Problem (P) ist kleinergleich als das Minim um von Problem

min uT b
uT A = cT

u � 0
(D)

(u 2 Rm )

(D) hei�t das zu (P) geh•orendeduale Problem .

Folgerung E.10.

1. (P) ist unbeschr•ankt =) (D) ist unzul•assig.

2. (D) ist unbeschr•ankt =) (P) ist unzul•assig.

Schwache Dualit •at :

x zul•assigf•ur (P), u zul•assigf•ur (D). Dann gilt

cT x = uT Ax � uT b

Satz E.11 (Dualit •atssatz). Die beiden linearen Programme(P) und (D) haben optimale L•osun-
gen mit dem gleichenZielfunktionswert genaudann, wenn beide zul•assigeL•osungenhaben.

(Beweis mit Farkas-Lemma)

Folgerungen :

1. (P) hat endliches Optimum ( ) (D) hat endliches Optimum, beide haben den gleichen
Zielfunktionswert.

2. (P) ist unbeschr•ankt =) (D) ist unzul•assig.

3. (D) ist unbeschr•ankt =) (P) ist unzul•assig.

4. (P) ist unzul•assig=) (D) ist unzul•assigoder unbeschr•ankt.

5. (D) ist unzul•assig=) (P) ist unzul•assigoder unbeschr•ankt.
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E - 2.7 Komplemen tarit •at

Im Optimum gilt:

1. Primale Zul•assigkeit: Ax � b

2. Duale Zul•assigkeit: uT A = cT , u � 0

3. ZF-Werte sind gleich: cT x = uT b

0 = uT b� cT x = uT b� uT Ax = uT (b� Ax ) =
mX

i =1

ui � (b� Ax ) i

Wegenui � 0 und (b� Ax ) i � 0 gilt also:

1. Wenn ui 6= 0, ist (b� Ax ) i = 0.

2. Wenn (b� Ax ) i 6= 0. ist ui = 0.

Dies bezeichnet man mit Komplemen tarit •at .

Im Simplex-Algorithm us, Schritt 1:

berechne Dualvariable:
uT := cT A � 1

B

Teste,ob
u � 0

=) duale Zul•assigkeit + primale Zul•assigkeit =) Optimalit •at

Wir sind also immer primal zul•assigund im L•osungspunkt auch dual zul•assig.

Variante: Starte mit dualer Zul•assigkeit, iteriere, bis auch primale Zul•assigkeit erf•ullt ist.

! Dualer Simplex-Algorithm us

Anwendung: Re-Optimierung mit Warm-Start, Vermeidung erneuter PhaseI

d. h. nach erfolgter Optimierung: modi�ziere Problem, optimiere erneut

� zus•atzliche Variablen: setzezugeh•orige x-Werte auf 0, bleibt primal zul•assig! weiter mit
primalem Simplex

� zus•atzliche Nebenbedingungen:setzezugeh•orige u-Werte auf 0, bleibt dual zul•assig! weiter
mit dualem Simplex (wichtig f•ur Schnitteb enenverfahren)

Simplex-Soft ware

Kommerziell:

� CPLEX (ILOG)

� Xpress (Dash)

� . . .

Ak ademisc h:

� SoPlex (ZIB Berlin)

� lpsolve

� . . .
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E - 2.8 Lineare ganzzahlige Optimierung

Alle oder einige der Variablen m•usseneine zus•atzliche Ganzzahligkeitsbedingung erf•ullen, typi-
scherweise

x i 2 f 0;1g oder x i 2 Z oder : : :

Modellierung von: Anzahlen, Entscheidungen,usw.

Durch die Ganzzahligkeitsbedingung erhalten wir Kombinatorische Optimierungsprobleme.

Traveling Salesman Problem (TSP)

gegeben: Graph (V,E) mit
Ecken V (St•adten) und
Kanten E � V � V (Stra�en) und
Kantengewichten ce (Streckenl•angen)

gesucht: die k•urzesteRundreise,d. h. die geschlosseneTour
mit k•urzester L•angedurch alle Knoten

ordne jeder Kante e 2 E eine 0-1-Variable zu:

xe =
�

1 Kante e geh•ort zur Tour
0 sonst

(x: Inzidenzvektor)

Zielfunktion:
min

X

e2 E

cexe

Nebenbedingungen:

1. zu jedem Knoten gehenzwei Kanten der Tour
X

e2 � (v)

xe = 2 8v 2 V

mit � (v) := f e 2 E : 9v 6= u : e = uv _ e = vug (DegreeEquation)

2. auf geschlossenenStrecken (Kreisen) mit L•ange < jV j d•urfen nicht alle Kanten zur Tour
geh•oren X

e2 C

xe � jCj � 1 8 Kreise C � E ; jCj < jV j

(Subcircle Elimination Constraint)

0-1-LP f•ur das TSP
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min
X

e2 E

cexe

X

e2 � (v)

xe = 2 8v 2 V

X

e2 C

xe � jCj � 1 8 Kreise C � E ; jCj < jV j

xe 2 f 0;1g 8e 2 E

Allgemeines Mixed-In teger-LP (MILP)

min cT x
Ax � b
x j ganzzahlig; j 2 J � f 1; : : : ; ng
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mit der zul•assigenMenge

S = f x 2 Rn : Ax � b; x j ganzzahlig; j 2 J � f 1; : : : ; ngg

Bemerkung : Wenn man einen Punkt x � hat, der (MILP) l•ost, gibt eskeineKriterien, mit denen
man die Optimalit •at leicht nachweisenk•onnte. Schlimmstenfalls mu� man alle zul•assigenPunkte
untersuchen. ! Exponentielle Laufzeit.

(MILP) ist ein N P-schweres Problem .

L •osungsstrategien

� Relaxierungen: Vergr•o�ere die zul•assigeMenge.

z. B. lassedie Ganzzahligkeitsbedingungenweg ! LP.

� Teilprobleme: Zerlegedie zul•assigeMenge.

z. B. links: x i � bxS
i c , rechts: x i � bxS

i c + 1

� Heuristik en: Finde schnell zul•assigePunkte.

z. B. Runden, Greedy-Heuristik

DieseStrategien m•ussenan das konkrete Problem angepasstsein!

� Relaxierungen liefern lokale untere Schranken:

�Si � Si =) min
x 2 �Si

cT x � min
x 2 Si

cT x

� L•osungenvon Teilproblemen liefern globale obere Schranken:

S = S1 [ S2 =) min
x 2 Si

cT x � min
x 2 S

cT x

� Zul •assige Punkte liefern globale obere Schranken:

�x 2 S =) cT �x � min
x 2 S

cT x
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Das Branc h-&-Bound-V erfahren

1. Initialisiere die Liste der aktiv en Subprobleme mit dem gegebenen
Problem (MILP), x � := NULL.

2. Wenn die Liste leer ist, Stop: Problem (MILP) ist gel•ost, L•osung:
x � .

3. Entferne ein Subproblem (SUB) aus der Liste, und arbeite es wie
folgt ab.

4. L•ose die LP-Relaxierung von (SUB).

5. (SUB) ist unzul •assig, gehe zu (10).

6. L•osung xS ist schlechter als bisher gefundener bester Punkt x � , gehe
zu (10).

7. xS ist zul•assig f•ur (MILP), neuer bester Punkt: x � := xS , gehe zu
(10).

8. Wende Heuristik an, um zul•assigen Punkt xH zu �nden. Ist dieser
besserals x � : Setze x � := xH .

9. Teile (SUB) in zwei (oder mehr) neue Subprobleme auf, schreib e
diese in die Liste.

10. (SUB) ist abgearbeitet, gehe zu (2).
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PSfrag replacements

x i � bx S
i c x i � bx S

i c + 1

Kon vexe H •ulle

Polyeder: P = f x 2 Rn : Ax � bg (Annahme: dim P = n)

Zul•assigeMengevon (MILP): S := P \ Z j J j

Die konvexeH•ulle von S ist die kleinste konvexeMenge,die S enh•alt.

convS =
�

x 2 Rn : x =
qX

i =1

� i x i ;
qX

i =1

� i = 1; � i � 0;

f x1; : : : ; xqg ist eine beliebigeendliche Menge von Punkten aus S
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PSfrag replacements

convS

P

Satz E.12. convS ist ein Polyeder mit Punkten von S als Ecken.

Die komplette Beschreibung von convS erfordert u. U. sehrviele (� expn) Ungleichungen.Deshalb
arbeitet man bessermit Schnitteb enen.

G •ultige Ungleic hungen und Facetten

G •ultige Ungleic hungen f•ur convS sind Ungleichungen, f•ur die gilt:

� T x � � 8x 2 convS
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Eine Seiten
 •ache von convS der Dimension k wird beschrieben durch eine g•ultige Ungleichung
f•ur convS, die von genauk + 1 a�n unabh•angigenPunkten ausconvS mit Gleichheit erf•ullt wird.

x0; x1; : : : ; xk a�n unabh•angig
( ) x1 � x0; : : : ; xk � x0 linear unabh•angig:

PSfrag replacements

x0

x1

x2

x1 � x0

x2 � x0

Seiten
 •achen der Dimension 0 hei�en Ecken Seiten
 •achen der Dimension 1 hei�en Kanten . . .
Seiten
 •achen der Dimension n � 1 hei�en Facetten .

Schnitteb enen - Verfahren
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PSfrag replacements

convS

P

x+

Schnitteb ene

Abschneiden einesPunktes
x+ 62S:

1. � T x � � 8x 2 S

2. � T x+ > �

Separationsproblem: Finde eineUngleichung (aus einer Familie von m•oglichen Ungleichungen),
die x+ abschneidet.

Am besten:Facetten von convS als Schnitteb enen.

Schnitteb enenalgorithm us

f•ur das Problem minf cT x : x 2 P \ Z j J j g

1. t := 1: P 1 := P:

2. L•osedie LP-Relaxierung
cT x t := minf cT x : x 2 P t g:

Falls x t
j 2 Z 8j 2 J; STOP: (MILP) gel•ost.

3. Generiereeine odere mehrereSchnitteb enen

� j T
x � � j ;

die x t von P t abschneiden.

4. De�niere P t +1 durch Hinzuf•ugen der Ungleichung(en) � j T
x � � j zu P t (und evtl. durch

Entfernen einiger vorher hinzugef•ugter Ungleichungen).

5. Setzet := t + 1, und gehezu (2).

Generieren von Schnitteb enen
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� Problemsp ezi�sc he Facetten

z. B. Facetten desTSP-Polytops

Problem: Separation in polynomialer Laufzeit

� Lift-&-Pro ject-Cuts f•ur 0-1-Probleme

Betrachte Facetten von
min cT x
Ax � b
x j 2 [0;1] 8j 2 J
x i = 0 _ x i = 1

Farkas-Lemma! Charakterisierung der Facetten als Ecken einesPolyeders(Polare). Gene-
rierung von Facetten durch L•osung von LPs, die im wesentlichen doppelt so gro� sind wie
Ax � b.

� Gomory-Cuts

Runden von Koe�zien ten, soda� die Ungleichung f•ur ganzzahligePunkte erf•ullt bleibt, aber
f•ur nichtganzzahligePunkte versch•arft wird.

Branc h & Cut

Kombiniere Branch & Bound und Schnitteb enenalgorithmus.

GeneriereSchnitteb enenin (einigen, vor allem fr •uhen) Knoten, um (schnell) bessereSchranken zu
erhalten.

TSP Beispiele
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120 Knoten:

1000Knoten:

8246Knoten:

15112Knoten:
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E - 3 Grundlagen der Optimierung

E - 3.1 Nic htlineare Optimierungsprobleme mit Komplexit •at

De�nition eines Nic htlinearen Optimierungsproblemes (NLP)

min
x 2 S

f (x) bzw. min f (x) s:d: x 2 S

wobei die zul•assigeMengeS � Rn typischerweisede�niert ist durch

S � f x 2 Rn : h(x) = 0; c(x) � 0g

f•ur Gleichungs- und Ungleichungsrestriktionen de�niert durch

h : Rn ! Rm und c : Rn ! Rp

Falls m = 0 = p heisstdasNLP Problem unrestringiert. M•usseneinigeKomponenten x j ganzzahlig
sein so spricht man von einem MINLP in Analogie zum linearen MILP .

En tsprec hendes En tscheidungsproblem:

F•ur welche Schranke ' hat das System algebraischer Gleichungen und Ungleichungen

f (x) � '; h(x) = 0; c(x) � 0

•uberhaupt eine L•osungx 2 Rn ?

Komplexit •atsv ergleic h

Das jeweilige Entscheidungsproblemist nur unwesentlich einfacher als das Optimierungsproblem,
da letzteresdurch eineFolgevon Entscheidungsproblemenmit variierendem' approximativ gel•ost
werden kann.

Bemerkung

Abgesehenvom unten besprochenenkonvexenFall ist schon dasEntscheidungsproblemauch ohne
Ganzzahligkeitsbedingung NP schwer. Unter Optimierern gehendie Meinungen •uber die prakti-
sche Bedeutung dieser theoretischen Aussageweit auseinander.

Wirkung von Nic htlinearit •at und Nic htk onvexit •at I I

Im Falle reiner Gleichungssystemewurde festgestellt,dassnichtlineare Probleme,f•ur die alle Funk-
tionen stetig di�erenzierbar sind, im lokalen Sinne( d.h. bei Vorgabe einesAnfangspunktes in der
unmittelbaren N•ahe einer L•osung) nur unwesentlich schwerer als lineare Probleme sind.

Das gilt auch in Kombination mit Ungleichungen. Als Verallgemeinerungvon Newton's Methode
n•ahert man dann dasgegebenenNLP durch eineFolgevon SystemenauslinearenGleichungenund
Ungleichungenan. Bei der direkten L•osungdesOptimierungsproblemeswird dabei die Zielfunktion
quadratisch angen•ahert. Das f•uhrt zu den sogenannten sukzessivenquadratischen Optimierungs-
verfahren (SQP ).

Global, d.h. ohneVorgabe guter Startwerte, sind nichtlineare Problemeviel schwerer, da schon die
Suche nach einem auch nur ann•aherungsweisezul•assigenVektor einen in der Zahl seinerKompo-
nenten exponentiellen Aufwand verursachen kann.
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Wirkung von Nic htlinearit •at und Nic htk onvexit •at I

Die scheinbar harmlosepolynomiale (Zusatz-)Gleichung

x i (1 � x i ) = 0

erzwingt, dassdie i-te Variable x i bin•ar ist, d.h. nur die Werte 0 oder 1 annehmendarf. ( Man
kann so leicht das klassische EntscheidungsproblemSAT als NLP schreiben. )

Ein guter Anfangswert bedeutet hier praktisch die Vorentscheidung, ob x i nun 0 oder 1 sein soll.

Nur im Falle konvexerNLP ( d.h. h musslinear sein,aber f und die p Komponenten von c k•onnen
allgemeinerekonvexeFunktionen sein ) werden keine guten Startwerte ben•otigt. Denn dann sind
sowohl die Menge aller zul•assigenund insbesonderedie Menge aller optimalen L•osungenselbst
konvex und esgibt keine lokalen Minima.

E - 3.2 Nic htlineare Ausgleic hsprobleme

Nic htlineare Ausgleic hsprobleme

Eine wichtige Klasse(h•au�g unrestringierter) NLPs sind von der Form:

min f (z) �
1
2

kF (z) � yk2 =
1
2

(F (z) � y)> (F (z) � y)

wobei F : Rn ! Rm mit m � n ein an verschiedenenPunkten ausgewertetes mathematisches
Modell darstellt. Der Variablenvektor z soll so gew•ahlt werden soll, dassder Euklidische Abstand
kF (x) � yk zu 'gemessenen'Daten y 2 Rm m•oglichst klein ist.

Zum Beispiel k•onnte man die in •Ubung 3 Aufgabe 1 betrachteten 'synthetischen' ( d.h. nicht
wirklic h gemessenensondernk•unstlich erzeugten) Daten

yi =
1

1 + 25x2
i

; x i = f� :6; � :3; � :1; 0; :1; :3; :6g; f•ur i = 1; : : : ; 7

auch nichtlinear ann•ahern.

Fortsetzung des Beispieles

Statt die Daten durch eine Linearkombination von Monomen uj (x) = x j � 1 oder sonstigerBasis-
funktionen k•onnte man annehmendass

yi � Fi (z) � ' (x i ; z) mit ' (x; z) � z1 + z2 cos(z3 x + z4)

Mit anderen Worten: Wir nutzen eine Kosinusfunktion mit den vier Parametern z � (zi ) i =1 ;:::; 4

als Modell f•ur unsereDaten.

O�ensichtlich ist nun F (z) � y = (Fi (z) � yi ) i =1 ;:::; 4 nicht mehr linear und entsprechend f (z) �
kF (z) � yk2=2 auch nicht quadratisch in z. Wegender Oszillationen der Kosinusfunktion ist dieses
Problem auch nicht konvex und hat mehrere lokale Minima.

Nichtlineare Ausgleichsproblemek•onnen entweder mit allgemeinenAlgorithmen zur nichtlinearen
Optimierung oder mit verschiedenenVarianten dessogenannten Gauss-Newton- Verfahrensgel•ost
werden.

Gauss-Newton
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Bei dieser Verallgemeinerungdes Newton-Verfahrens wird am jeweiligen Ann•aherungswert z f•ur
einen zun•achst beliebigenSchritt s approximiert

F (z + s) � Fz (s) � F (z) + F 0(z)s

wobei F 0(z) 2 Rm � n wiederum die aus allen ersten partiellen Ableitungen @Fi =@zj von F nach z
geformte Jacobimatrix darstellt.

W•ahrend im Newtonverfahrender Schritte s sogew•ahlt wird, dassdasGleichungssystemF 0(z)s =
� F (z) exakt erf•ullt wird, geht dies im vorliegenden•uberbestimmten Falle m � n im allgemeinen
nicht. Hier wird wie beim linearen Ausgleichproblem s sogew•ahlt, dasss dasResiduum kF 0(z)s+
F (z)k minimiert. Im wohlbestimmten Falle m = n ergibt dies den exakten Newton-Schritt s =
� F 0(z) � 1F (z).

Wiederholung f•uhrt hier unter Nutzung der Normalengleichung zur Gauss-Newton- Iteration

z  z �
�
F 0(z)> F 0(z)

� � 1
F 0(z)> F (z)

Unter geeignetenVorraussetzungenergibt sich von guten Anfangspunkten lineare Konvergenzge-
genein lokalesMinim um von f (z) = 1=2kF (z)� yk2. Dabei mussgegebenenfallseineD•ampfung der
Schritt weite eingesetztwerden und selbst mit ihr ist Konvergenzvon beliebigenAnfangspunkten
nicht garantiert.

E - 3.3 Klassen von Optimierungsv erfahren

L•osbark eit allgemeiner NLPs

Man un tersc heidet drei M •oglic hk eiten

(i) zul•assig ( ) ; 6= S � f x 2 Rn : h(x) = 0; c(x) � 0g

(ii) beschr•ankt ( ) �1 < f � � inf f f (x) : x 2 Sg

(iii) l•osbar ( ) ; 6= argmin(f jS) � f x 2 S : f (x) = f � g

Bei der Linearen Programmierung, d.h. wenn f ; c;h linear sind gilt

(i) & (ii) =) (iii) sowie argmin(f jU \ S) � argmin(f jS)

wobei f jM die Restriktion der Funktion f auf eine beliebigeTeilmengeM seinesDe�nitonsb erei-
chessymbolisiert.

Nic htlineares Gegenbeispiel: S = [0; 1 ); f (x) = e� (x � 1) 2

0 1
0

1

(iv) zul•assigund beschr•ankt, aber nicht l•osbar.
(v) x = 0 ist lokalesaber nicht globalesMinim um.

W arn ung:

55



Die M•oglichkeiten (iv) und (v) k•onnenim Allgemeinendurch einenOptimierungsalgorithmusnicht
festgestellt werden.

Praktisc hes Abbruc hkriterium:

Gib auf, wenn die an benachbarten zul•assigenPunkten erzielbaren Reduktionen des Funktions-
werteskleiner als einevorgegebeneToleranz ist ( oder der Algorithm us anderenHindernissen,wie
zum Beispiel singul•aren Matrizen, begegnetist.)

Grundlegende algorithmisc he Herangehensw eisen

Lok ale Abstiegsmetho dik

Ausgehendvon x0 2 S erzeugeeine Folge

xk+1 = xk + sk with f (xk+1 ) < f (xk )

so dassho�en tlich f•ur ein o�enes U

lim
k !1

xk = x � with x � 2 argmin(f jU \ S)

Globale Optimierungsmetho dik

Erzeugeeine endliche Punktwolke X = f xk gK
k=1 � Rn m•oglicherweiseunter Ber•ucksichtigng des

"Fitnesswertes" f (xk ) und w•ahle

�x 2 argmin(f jS \ X )

See:Evolution•are Algorithmen = Simmulated Annealing
+ Genetic Algorithms (GA)
+ ...

Griew ank's function: The GA pla yground
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google (Griewank function) =) #1 2 27 Kilohits

Comparison between PSA/GAc and GA (Griew ank function)
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dim PSA GA (20*20) duGa
Optimum 1.0e-5order 0 0
Successrate 10 0.9 0.0 0.2
Evaluations 3008201 3200400 2676960

Successrate 30 1.0 0.7 0.9
Evaluations 3118041 2922120 1819760

Comparison between PSA/GAc and GA (Rosen bro ck function)

Optimum dim 1.0e-8order 0 0
Successrate 10 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2750721 3200400 3200400

Successrate 30 1.0 0.0 0.0
Evaluations 2723441 3200400 3200400

E - 3.4 Unrestringierte nichtlineare Optimierung

Optimalit •atsb edingungen unrestringierten Fall (m = 0 = p)

0 = r f (x) �
� @f

@x i

�
i =1 ;::: ;n � Gradient verschwindet

=) Minimier e f ist lokal •aquivalent zu l•oseg(x) � r f (x) = 0

0 � r 2f (x) �
�

@2f
@x i @x j

� i =1 ;::: ;n

j =1 ;::: ;n

� HessematrixH (x) ist positiv semi-de�nite

g(x) = 0 ^ H (x) � 0 ^ det(H (x)) 6= 0 =) x lokalesMinim um
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Rosen bro ck { Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

H •ohenlinien der Rosen bro ck { Funktion
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58



Gradien ten - Verfahren f •ur Rosen bro ck - Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

W as klemm t beim Steilsten Abstieg (Cauc hy,1847) ???

xk+1 = xk � � k gk mit � k � argmin
�> 0

(f (xk � �g k ))

Die Berechenung von � k heisst line-searc h bzw Strahlsuc he .

F•ur f (x1; x2) = 1
2 (x2

1 + �x 2
2) zeigt die Methode zigzaging :

PSfrag replacements
x2 = x1=�

x2 = � x1=�

Im allgemeinenFall ist die Konvergenzrate

kxk � x � k � kx0 � x � k(1 �
2

� + 1
)k � kx0 � x � k(1 � 2k=� )

wobei � = � (H � ) � kH � kkH � 1
� k = � max (H � )=� min (H � )

Bedeutung von Skalierungsin varianz

Steilster Abstieg funktioniert perfekt wenn

� (H (x � )) = 1 ( ) H (x � ) = I
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oder wenn angewandt auf das transformierte Problem

~f (z) � f (H � 1=2
� z)

=) Newton's Methode � Dynamische Transformation

xk+1 = xk + � k sk mit H (xk )sk = � gk

=) Quasi{Newton Methode, z.B.

Bk sk = � gk mit H k � Bk � U(Bk � 1; sk � 1; gk � gk � 1)

dies ist der einzigeWeg zur superlinearen Konvergenz,d.h.

lim
k !1

kxk+1 � x � k
kxk � x � k

= 0

BF GS - Verfahren f •ur Rosen bro ck - Funktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

Mutations-Selektions - Verfahren f •ur Rosen bro ck-F unktion
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Gra�k: Alt, Walter, Nichtlineare Optimierung

Kosten der Linearen Algebra vs. Ausw ertungsk omplexit •at

OPS(H � 1
k gk ) = 1

3 n3 � OPS(B � 1
k gk ) � n2

M EM (H k ) = n2 � M EM (Bk ) = k n for LM-BF GS

LM � Limited Memory Version

OP S(r f (x ))
OP S(f (x )) � 4 via Algorithmischem Di�erenzieren

OP S(r 2 f (x ))
OP S(f (x )) � 4n im schlimssten vollbesetztenFall

Zwisc henfolgerungen (f •ur den unr estringierten Fal l)

� Gradienten kosten nur ein kleinesVielfachesder zu Grunde liegendenFunktionsauswertung
vorrausgesetztdieseist durch einen Auswertungscode gegeben.

� Hesse-und Jacobimatrizen, e.g. r 2f und im beschr•ankten Falle r h; r c, k•onnen sehr teuer
zu faktorisieren sein, falls sie keine geeigneteD•unnbesetzheitsstruktur besitzen.

� Gradientenbasiertequasi{Newton Methodensind ein guter Kompromiss zwischen langsamen
ableitungsfreienVerfahren und teuren Methoden zweiter Ordnung wie z.B. Newton.

� Bei unrestringierten Problemen kann durch Strahlsuche Konvergenzzu einem station•aren
Punkt erzwungenwerden.

� Globale Optimierung ist extrem teuer und/o der sehr unzuverl•assig.
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E - 3.5 Restringierte Nic htlineare Optimierung

Umform ungstric ks zu unrestringiertem Problem

Ungleichungsrestriktion konvertierbar zu
Gleichheitsrestriktion
Vorzeichenbedingung
oder quadrierter Schlupf

cj (x) � 0 ( ) cj (x) + ze
j = 0 mit e = 1 und zj � 0 oder e = 2

Bew ertungsfunktion:

f � (x) � f (x) + �p (h(x)) + 1
� b(c(x))

wobei
p(z) = Strafe f•ur z 6= 0 e.g. p(z) = z2

b(z) = Barriere f•ur z ! 0 e.g. b(z) = � ln(z)

Unter ziemlich allgemeinenVoraussetzungengilt dann

lim
� ! 0

x � � argmin
x 2 R n

f � (x) = x � 2 argmin(f jM )

62



KKT Optimalit •atsb edingungen f•ur restringierte Minima

An lokalen Minimalpunkten mussdie Lagrangefunktion

L (x; �; � ) = f (x) +
mX

j =1

� j hj (x) +
nX

i =1

� i ci (x) mit � i � 0

nach Karush (1939) und Kuhn-T ucker (1951) die folgendenBedingungenerster Ordnung erf•ullen

r x L(x; �; � ) = 0; r � L(x; �; � ) = 0
r � L(x; �; � ) � 0 � �; � T r � L(x; �; � ) = 0

Als Bedingung zweiter Ordnung mussgelten f•ur beliebigev 2 Rn

r h(x)v = 0; diag(� i )r c(x)v = 0 =) vT r 2
x L(x; �; � )v � 0

Erw eiterte Lagrange Metho den (MINOS(1970),LANCELOT(1988) )

Minimiere

L � (x; �; � ) = L (x; �; � ) +
1
2

�
�
khk2 +

pX

i =1

max(0; ci )2�

welche identische Minima x � = x � f•ur grosses� und korrektes � ,� hat.

Sequentiel le Quadr atische Pr ogrammierung ( Wilson(1963), Powel l)

Minimiere f (x) + g(x)T s + 1
2 sT B s

s.t.h(x) + r h(x)s = 0 mit linearen Restriktionen
c(x) + r c(x)s � 0

wobei

B � r 2
x L(x; �; � ) = r 2f (x) +

mX

j =1

� j r 2hj (x) +
pX

i =1

� i r 2gi (x)

alle Kr •ummungsinformationen enth•alt.

problem nv nc ip opt knitro -d -a loqo pennon snopt

bearing 200 40000 0 10 236 10 93 11 29 fail

bearing 400 160000 0 106 856 67 1018 89 173 fail

camshape1600 1600 3200 3 31 1 c 4 fail 10

camshape6400 6400 12800 17 178 7 t i fail 177

elec200 600 200 84 14 22 27 67 34 46

elec400 1200 400 994 63 164 190 1296 183 78

gasoil 1600 16001 15998 8 164 120 923 15 t 225

gasoil 3200 32001 31998 26 1239 748 5163 110 t 688

mar ine 800 19215 19192 8 11 14 3039 28 t t

mar ine 1600 38415 38392 42 39 31 t 204 t t

pinene 1600 32000 31995 14 8 15 t 17 40 loop

pinene 3200 64000 63995 54 42 60 t 66 123

r obot800 7199 4801 4 3 6 12 i fail 78

r obot1600 14399 9601 10 10 12 48 t fail 149

r ocket6400 25601 19200 18 6 18 1918 14 fail 1335

r ocket12800 51201 38400 36 17 37 t 37 fail loop

steer ing 6400 32000 25601 9 7 12 t t 10 298

steer ing 12800 32000 25601 19 21 32 t t 31
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Schlussfolgerung bez•uglic h restringierter Probleme

� Wesentlich schwerer als unrestringierte Probleme, Au�nden eineszul•assigenPunktes nicht
garantiert.

� SQP Methoden e�zien t und zuverl•assigauf Problemen mittlerer Gr•osse,d.h. mit einigen
hundert Variablen und Restriktionen.

� Bei noch gr•osserenProblemen scheinen Innere Punkt Methoden derzeit am e�ektivsten.

� Anwendung von SQP und Innere Punktmethoden in Praxis verlangt oftmals (zu) hohen
Implementierungsaufwand.

� Lokale Optimierung � Fine Tuning 6= Strukturelle Optimierung .
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Kom binatorik und
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F - 1 Endlic he Wahrscheinlic hkeitsr •aume

Wir betrachten folgendesExperiment: Eine M•unze wird geworfen. Das Ergebnis sei entweder

"
Kopf\ oder

"
Zahl\ . Der Ausgangeinessolchen Experimentes ist nicht exakt vorraussagbar.Man

m•u�te ein exaktes physikalisches Modell und alle n•otigen Parameter, Anfangs- und Randdaten
haben, was aber unm•oglich ist.

Im betrachteten Fall sprechen wir von einem Zufallsexp erimen t . Die W ahrsc heinlic hk eits-
theorie analysiert Gesetzm•a�igk eiten solcher Zufallsexperimente.

Jederhat einegewisseVorstellung von der Aussage:
"
Bei einer fairen M•unze ist die W ahrsc hein-

lic hk eit f•ur
'
Kopf` genausogro� wie f•ur

'
Zahl`.\

Intuitiv denkt man dabei etwa:
"
Wennman die M•unzeoft (hintereinander) wirft, sokonvergiert die

relativ e H •au�gk eit von
'
Kopf` (von

'
Zahl`) gegen1/2.\ Eine De�nition der Wahrscheinlichkeit

mit Hilfe der relativen H•au�gk eiten ist im Allgemeinen jedoch problematisch.

Beispiel F.1 (Experiment: ZweimaligesW•urfeln). Die Mengealler m•oglichen Kombinationen ist


 := f (i; j )j1 � i; j � 6g:

Also gibt esj
 j = 36m•oglicheAusg•angedesExperimentes.Bei einemsogenannten fairen W •urfel
sind alle dieseAusg•ange(Elemen tarereignisse ) gleichwahrscheinlich. Z.B. geschieht dasEreignis
f (1; 2)g =

"
erst 1, dann 2\ mit einer Wahrscheinlichkeit von 1=36. Das Ereignis

"
Summe der

Augenzahlenist h•ochstens3\ entspricht der MengeA := f (1; 1); (1; 2); (2; 1)g. Es gilt also jAj = 3
und somit ist die Wahrscheinlichkeit f•ur diesesEreignis gleich 3=36 = 1=12.

F - 1.1 Elemen tare De�nitionen

De�nition F.2 (Endlic her W ahrsc heinlic hk eitsraum). Sei
 einenicht-leereendlicheMenge,
also 
 = f 1; 2; : : : ; N g und P(
) deren Potenzmenge,d.h. die Mengealler Teilmengenvon 
.

1. Eine W ahrsc heinlic keitsv erteilung (oder auch ein W ahrsc heinlic hk eitsma� ) auf 
 ist
eine Abbildung P : P(
) ! [0; 1] mit folgendenEigenschaften:

P(
) = 1;

P(A [ B ) = P(A) + P(B ) f•ur A \ B = ; :

Die Menge 
 nennenwir Ergebnismenge oder auch Ergebnisraum .

2. TeilmengenA � 
 hei�en Ereignisse , P(A) hei�t W ahrsc heinlic hk eit von A.

3. Eine Menge f ! g mit ! 2 
 hei�t Elemen tarereignis .

4. Das Paar (
 ; P) hei�t W ahrsc heinlic hk eitsraum (genauer:endlicher Wahrscheinlichkeits-
raum).

5. Wir nennen
 das sichere Ereignis und ; das unm •oglic he Ereignis .

Bemerkung:

(Wahrscheinlichkeitsma� als Voraussage) Auch wenn wir hier, wie angek•undigt, mathematisch
vorgehen und Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen durch eine abstrakt gegebene Funktion P
de�nieren, ohne dies weiter zu erkl•aren, sollte jeder eine intuitiv e Vorstellung von Wahrschein-
lichkeit haben. Das Wahrscheinlichkeitsma� k•onnenwir auch als Voraussage •uber die m•oglichen
Ausg•angeeinesZufallsexperimentes interpretieren. Eine solche Sichtweisewird z.B. das Verst•and-
nis desBegri�es der bedingten Wahrscheinlichkeit unterst •utzen.
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Satz F.3 (Eigensc haften eines W ahrsc heinlic hk eitsma�es). Seien(
 ; P) ein endlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum und A; B 2 P(
). Es gilt:

1. P(Ac) = 1 � P(A), wobei Ac = 
 nA das Komplemen t von A ist. Speziell gilt P(; ) = 0.

2. A � B ) P(A) � P(B ).

3. P(AnB ) = P(A) � P(A \ B ).

4. Falls A1; : : : ; An paarweisedisjunkt sind, d.h. f•ur i 6= j gilt A i \ A j = ; , dann gilt P(
nS

i =1
A i ) =

nP

i =1
P(A i ). Speziell gilt P(A) =

P

! 2 A
P(f ! g).

5. F•ur beliebige(i.a. nicht paarweisedisjunkte) A1; : : : ; An 2 P(
) gilt P(
nS

i =1
A i ) �

nP

i =1
P(A i ).

6. P(A [ B ) = P(A) + P(B ) � P(A \ B ).

De�nition F.4 (Laplacesc her W ahrsc heinlic hk eitsraum). Sei (
 ; P)
endlicher Wahrscheinlichkeitsraum. Falls alle Elementarereignissedie gleiche Wahrscheinlichkeit
haben, hei�t P Gleic hverteilung , und (
 ; P) hei�t Laplacesc her W ahrsc heinlic hk eitsraum .
Es gilt dann:

P(! ) =
1

j
 j
f•ur alle ! 2 
 ;

P(A) =
jAj
j
 j

f•ur A � 
 ;

wobei j
 j, jAj die Anzahl der Elemente in 
 bzw. A ist.

Beispiel F.5 (
"
6 Richtige im Lotto 6 aus 49\ ). Wir berechnen die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass

6 bestimmte Zahlen (der eigeneTipp) zuf•allig als Gewinnzahlen gezogenwerden, auf zwei ver-
schiedeneWeisen.Unser Tipp besteheaus den sechs verschiedenenZahlen t1; : : : ; t6.

1. Als Ergebnismenge
 1 nehmenwir hier die Mengealler sechs-elementigenTeilmengender Menge
f 1; : : : ; 49g. Wir unterscheiden also nicht, in welcher Reihenfolgedie Zahlen gezogenwerden.


 1 = ff w1; : : : ; w6gjwi 2 f 1; : : : ; 49g f•ur alle 1 � i � 6

und wi 6= wj f•ur i 6= j und 1 � i; j � 6g

Die Anzahl dieserTeilmengenist j
 1j =
� 49

6

�
= 13983816.

Jede Ziehung (jedes Elementarereignis) habe den gleichen Wahrscheinlichkeitswert, insbesondere
auch das Elementarereignis A1 := f t1; : : : ; t6g, das unseremTipp entspricht. Also

P1(A1) =
1

j
 j
� 7:1511� 10� 8:

2. Jetzt nehmenwir als Elementarereignissealle Sechsertupel von paarweiseverschiedenenganzen
Zahlen zwischen 1 und 49. Es kommt also auf die Reihenfolgebei der Ziehung an. Z.B. sind die
Tupel (1; 2; 3; 4; 5; 6) und (6; 5; 4; 3; 2; 1) voneinanderverschieden.


 2 = f (w1; : : : ; w6)jwi 2 f 1; : : : ; 49g; f•ur alle 1 � i � 6;

wi 6= wj f•ur i 6= j und 1 � i; j � 6g:

Die Anzahl solcher Sechsertupel ist

j
 2j = 49� 48� � � 44 =
49!
43!

:
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Das Ereignis
"
6 Richtige\ entspricht der Menge

A2 := f (! 1; : : : ; ! 6) j f ! 1; : : : ; ! 6g = f t1; : : : ; t6gg:

Die MengeA2 besteht also geradeaus allen Sechsertupeln, die aus (t1; : : : ; t6) durch Permutation
hervorgehen.F•ur den Lottogewinn ist esja egal, in welcher Reihenfolgedie Gewinnzahlengezogen
werden. Es gilt also jA2 j = 6!. Wir erhalten also

P2(A2) =
jA2 j
j
 2 j

=
6! (49 � 6)!

49!

=
1

� 49
6

�

� 7:1511� 10� 8;

also letztlich das gleiche Ergebnis wie bei der ersten Rechnung.

Beispiel F.6 (Dr eimal W•urfeln mit Laplace-W•urfel). Wie gro� ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur,
dassdabei keine Wiederholung vorkommt? Wir w•ahlen


 = f (w1; w2; w3) j ! i 2 f 1; 2; 3; 4; 5; 6g f•ur 1 � i � 3g

als Ergebnismenge.Die Anzahl aller m•oglichen Elementarereignisse(Dreiertup el) ist 63. Das Er-
eignis

"
keine Wiederholung\ entspricht der Menge A aller Dreiertupel, in denenalle drei Zahlen

verschieden sind. Es gibt genau6 � 5 � 4 = 6!
3! solche Dreiertupel. Also ist

P(A) =
6 � 5 � 4

63 =
5
9

:

Satz F.7. Die Elemente einer Menge mit n Elementen lassen sich auf genau n! verschiedene
Arten anordnen.

Satz F.8. Aus einer Mengemit n verschiedenenElementenlassensich k Elemente(ohne Ber•uck-
sichtigung der Reihenfolge)auf �

n
k

�
=

n!
k!(n � k)!

Arten ausw•ahlen.

Satz F.9. Aus einer Mengemit n verschiedenenElementen lassensich k Elemente (mit Ber•uck-
sichtigung der Reihenfolge)auf

n(n � 1)(n � 2) : : : (n � k + 1) =
n!

(n � k)!

Arten ausw•ahlen.

Satz F.10. Das Urnenexperiment 'Ziehen ohne Zur•ucklegen': In einer Urne be�nden sich N
Kugeln, S Schwarzeund W wei�e, wobei S + W = N ist. Aus der Urne werden nacheinander
zuf•allig n Kugeln gezogen, davon seien ns Kugeln schwarz und nw Kugeln wei�. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit daf•ur, genauns schwarzeund nw wei�e Kugeln zu ziehengleich

P(Anzahl schwarzeKugeln = ns) =
�

S
ns

�
�
�

W
nw

�
=
�

N
n

�
:

Satz F.11. Das Urnenexperiment 'Ziehen mit Zur•ucklegen': In einer Urne be�nden sich N Ku-
geln, S Schwarzeund W wei�e, wobei S + W = N ist. Aus der Urne werden zuf•allig n Kugeln
gezogen, nach jedem Zug wird die Kugel wieder zur•uckgelegt. Es werden ns schwarzeund nw wei�e
Kugeln gezogen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit daf•ur, genauns schwarzeund nw wei�e Kugeln
zu ziehengleich

P(Anzahl schwarzeKugeln = ns) =
�

n
ns

�
�
�

S
N

� n s

�
�

W
N

� n w

:
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F - 1.2 Bedingte Wahrscheinlic hkeit

In Bemerkunghatten wir schon erw•ahnt, dassman ein gegebenesWahrscheinlichkeitsma� als Vor-
aussagef•ur ein Zufallsexperiment interpretieren kann. Wenn man nun zus•atzliche Informationen
•uber dasExperiment erh•alt, sokann man dieseVoraussage

"
verbessern\ . Z.B. hat man nach einem

einfachen Experiment wie M•unzwurf die Information, wie das Experiment ausgegangenist, und
man kann mit dieser vollst•andigen Information im Nachhinein sogar eine deterministische

"
Vor-

aussage\ (die dann ihren Nameneigentlich nicht mehr verdient) machen,d.h. man wird nicht mehr
das a priori gegebeneWahrscheinlichkeitsma� betrachten, sondernvielmehr ein anderes(determi-
nistisches),das jedem Ereignis entwederdie Wahrscheinlichkeit 0 oder 1 zuordnet. Im allgemeinen
erh•alt man keinevollst•andigeInformation, sondernnur einesolche der Art, dassbestimmte Ereig-
nissesicher eintreten. Dementsprechend geht man zu einem neuenWahrscheinlichkeitsma� •uber.

Beispiel F.12. (V oraussage f •ur den zweifachen M •unzwurf bei zus•atzlic her Information)
Wir betrachten zwei aufeinanderfolgendeM•unzw•urfe mit einer fairen M•unze. Wie gro� ist die
Wahrscheinlichkeit daf•ur, dass

"
zweimal Kopf\ f•allt (Ereignis A), wenn man wei�, dass

1. Fall: der erste Wurf das Ergebnis
"
Kopf\ hat (Ereignis B1).

2. Fall: mindestensein Wurf gleich
"
Kopf\ ist (Ereignis B2).

Als Ergebnisraum w•ahlen wir


 := f (K ; K ); (K ; Z ); (Z; K ); (Z; Z )g:

Da wir die M•unze als fair annehmen,hat jedesElementarereignis die Wahrscheinlichkeit 1=4. F•ur
unserespeziell betrachteten Ereignissegilt

A = f (K ; K )g;

P(A) =
1
4

;

B1 = f (K ; K ); (K ; Z )g;

P(B1) =
1
2

;

B2 = f (K ; K ); (K ; Z ); (Z; K )g;

P(B2) =
3
4

:

1. Fall: Aufgrund der zus•atzlichen Informationen, dassdasEreignis B1 eintritt, k•onnendie Ele-
mentarereignisse(Z; Z ) und (Z; K ) v•ollig ausgeschlossenwerden.Es k•onnenalsonur (K ; K )
oder (K ; Z ) eintreten. Ohne jegliche weitere Information sind diesebeiden als gleichwahr-
scheinlich anzunehmen.Durch diese •Uberlegungenordnen wir insbesonderedem Ereigneis
(K ; K ) eine neueWahscheinlichkeit zu:

P(AjB1) =
1
2

:

Wir bezeichnen dieseals die bedingte W ahrsc heinlic hk eit des Ereignisses (K ; K ) bei
gegebenem B1.

2. Fall: Es k•onnen nur (K ; K ); (K ; Z ); (Z; K ) eintreten. Wieder sehenwir dieseElementarer-
eignisseals gleichwahrscheinlich an. Also

P(AjB2) =
1
3

:
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In beiden F•allen werdendie m•oglichen Elementarereignisseauf eineMengeB i � 
 reduziert. Wie
wir sehen,ist die bedingte Wahrscheinlichkeit f•ur das Ereignis A bei gegebenemB gleich

P(AjB ) =
jA \ B j

jB j
=

P(A \ B )
P(B )

:

Mit Hilfe des letzten Ausdrucks de�nieren wir allgemein die bedingte Wahrscheinlichkeit.

De�nition F.13 (Bedingte W ahrsc heinlic hk eit). Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum, B � 
 mit P(B ) > 0 und A 2 
. Die bedingte W ahrsc heinlic hk eit von A bei
gegebenen B ist

P(AjB ) :=
P(A \ B )

P(B )
:

Bemerkung

Es folgt
P(A \ B ) = P(B ) � P(AjB ): (F.1)

Satz F.14 (zur bedingten W ahrsc heinlic hk eit). Sei (
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlich-
keitsraum.

1. (Die bedingte W ahrsc heinlic hk eit ist ein W ahrsc heinlic hk eitsma�) Sei P(B ) > 0.
Durch

PB (A) := P(AjB )

ist ein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert. Ist A � B c oder P(A) = 0, so ist P(AjB ) = 0.

2. (Formel der totalen W ahrsc heinlic hk eit) Sei 
 =
nS

i =1
B i mit B i \ B j = ; f•ur i 6= j

(disjunkte Zerlegungvon 
). Dann gilt f•ur jedesA � 
:

P(A) =
X

1� k � n;
P ( B k ) > 0

P(Bk ) � P(AjBk ): (F.2)

Daher wird •uber alle Indizes k summiert, f•ur die P(Bk ) > 0. Wir schreiben der K •urze halber auch

"

nP

k=1
\ anstatt

"
P

1� k � n;
P ( B k ) > 0

\ , wobei wir im Fall P(Bk ) = 0 das Produkt als 0 de�nieren.

3. (Formel von Bayes) Sei neben den Voraussetzungenin 2. zus•atzlich noch P(A) > 0 erf•ullt.
Dann gilt f•ur jedes1 � i � n:

P(B i jA) =
P(B i ) � P(AjB i )

nP

k=1
P(Bk ) � P(AjBk )

:

Bemerkung

Interpretation der Formel von Bayes

Wie durch dasweiter unten folgendeBeispielF.15 illustriert wird, werdenin der Formel von Bayes,
die EreignisseBk als m•ogliche

"
Ursachen\ f•ur dasbeobachtete Ereignis (

"
Symptom\ ) A aufgefasst.

F•ur jedesEreignis Bk wird die A-priori-W ahrscheinlichkeit P(B k ) als bekannt vorausgesetztund
ebenso die bedingten Wahrscheinlichkeiten daf•ur, dass bei Eintreten von Ursache Bk auch das
Symptom A eintritt. Mit Hilfe der Formel von Bayeswird f•ur ein B i die A-posteriori-Wahrschein-
lichkeit berechnet unter der zus•atzlichen Information, dassdasSymptom A beobachtet wird. Diese
Vorgehensweise der Korrektur von A-priori-W ahrscheinlichkeiten aufgrund von Beobachtungen
spielt in der BayesischenStatistik ein wichtige Rolle.
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Beispiel F.15 (Diagnostischer Test, vgl. [Kr engel]). Eine Krankheit komme bei etwa 0; 5% der
Bev•olkerung vor. Ein Test zur Au�ndung der Krankheit f•uhre bei 99% der Kranken zu einer
Reaktion, aber auch bei 2% der Gesunden.Wir m•ochten die Wahrscheinlichkeit daf•ur ermitteln,
dasseine Person, bei der die Reaktion eintritt, die Krankheit tats•achlich hat, und des Weiteren
die Wahrscheinlichkeit, dasseinePerson,bei der keineReaktion eintritt, in Wirklic hkeit krank ist.
Dazu de�nieren wir m•ogliche Ereignisse:

B1 :
"
Die Personhat die Krankheit. \ ;

B2 = B C
1 :

"
Die Personhat die Krankheit nicht.\ ;

A1 :
"
Test positiv\ ;

A2 = AC
1 :

"
Test negativ\ :

Nach der Formel von Bayesgilt

P(B1jA1) =
P(B1) � P(A1 jB1)

P(B1) � P(A1 jB1) + P(B2) � P(A1 jB2)

=
5 � 10� 3 � 0:99

5 � 10� 3 � 0:99+ (1 � 5 � 10� 3) � 0:02
� 0:2:

Die gesuchte bedingte Wahrscheinlichkeit f•ur eine tats•achliche Erkrankung einer Person,bei der
der Test positiv ist. betr•agt etwa 0:2.

Auch die Wahrscheinlichkeit daf•ur, dasseine negativ getestetePerson tats•achlich krank ist, be-
rechnen wir nach der Formel von Bayes:

P(B1 jA2) =
P(B1) � P(A2 jB1)

P(B1) � P(A2jB1) + P(B2) � P(A2 jB2)

=
5 � 10� 3 � 0:01

5 � 10� 3 � 0:01+ (1 � 5 � 10� 3) � 0:98
� 5:1 � 10� 5:

De�nition F.16 (E�zienz diagnostisc her Tests, s. [Sachs]). Wir betrachten wie in Beispiel
F.15 einen diagnostischen Test f•ur eine Krankheit. Der getestetePatient kann gesund(Ereignis
K C ) oder tats•achlich krank sein (Ereignis K ). Der Test kann positiv ausfallen, d.h. der Patient
wird als krank getestet (Ereignis T+ ), oder negativ (Ereignis T� = T C

+ ).

1. Die Spezi�t •at desTestsist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(T� jK C ) f•ur einen negativen
Test, wenn der Patient gesundist.

2. Die Sensitivit •at desTestsist die bedingte Wahrscheinlichkeit P(T+ jK ) f•ur einenpositiven
Test, wenn der Patient krank ist.

Spezi�zit •at und Sensitivit•at k•onnen wir als G•utekriterium eines Tests ansehen.Sie sollten bei-
de nahe bei 1 liegen. Die bedingte Wahrscheinlichkeit P(K jT+ ) ist der Voraussagew ert eines
positiven Testergebnissesbei Kranken, und P(K C jT� ) ist der Voraussagewert einesnegativen Te-
stergebnissesbei Gesunden.Diesesollten idealerweiseebenfalls nahebei 1 liegen.Sieh•angennach
der Formel von Bayesallerdings auch von der A-priori-W ahrscheinlichkeit f•ur die Krankheit ab,
welche als die relative H•au�gk eit

"
Anzahl der Kranken geteilt durch die Gesamtzahl der Men-

schen\ (z.B. in einembestimmten Land) de�niert ist, der sogenannten Pr •avalenz der Krankheit.
Diese Abh•angigkeit kann wie in Beispiel F.15 zu niedrigen Voraussagewerten f•uhren, wenn die
Krankheit nur sehr selten ist, also zu typischem

"
Fehlalarm bei seltenenEreignissen\ .

F - 1.3 Unabh •angigk eit von Ereignissen

Beispiel F.17 (f •ur zwei unabh•angige Ereignisse). Wir betrachten folgendesExperiment: Es wird
zweimal mit einemLaplace-W•urfel gew•urfelt. Wir betrachten dasEreignis A, dassdie

"
Summeder
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Augenzahlengerade\ und Ereignis B, dassder
"
zweite Wurf eine1\ ist. Es gilt P(A) = 1

2 ; P(B ) =
1
6 ; P(A \ B ) = 1

12 ; wie man durch Abz•ahlen der jeweiligen Mengensieht. Also

P(A \ B ) = P(A) � P(B ) , P(A) = P(AjB ) , P(B ) = P(B jA):

D.h. durch die zus•atzlichen Informationen, dassB eintritt, •andert sich nichts an der (bedingten)
Wahrscheinlichkeit daf•ur, dassA eintritt.

De�nition F.18 (Unabh •angigk eit zweier Ereignisse). Zwei EreignisseA und B hei�en von-
einander unabh •angig , wenn die Pro duktformel

P(A \ B ) = P(A) � P(B )

gilt.

Bemerkung

1. Die Relation
"
A ist unabh•angig von B\ ist symmetrisch, d.h.

"
A ist unabh•angig von B\ genau

dann, wenn
"
B unabh•angig von A\ ist. Aber im allgemeinenist sienicht re
exiv (f •ur 0 < P(A) < 1

gilt z.B. , dassP(A \ A) = P(A) 6= P(A) � P(A)) oder transitiv (aus
"
A ist unabh•angig von B\

und
"
B ist unabh•angig von C\ folgt i.a. nicht, dass

"
A unabh•angig von C\ ist, wie man f•ur

die Wahl eines Beispiels mit A = C mit 0 < P(A) < 1 und B = ; sieht.) 2. Ebenso ist die
Nicht-Unabh•angigkeit zweier Ereignissenicht transitiv. Als Gegenbeispiel betrachten wir den La-
placeschen Wahrscheinlichkeitsraum (vgl. De�nition F.4), bestehendaus 
 := f 1; 2; 3; 4g und der
Verteilung P(f ! g) = 1

4 f•ur jedes! 2 
 sowie die EreignisseA := f 1; 2g, B := f 1g und C := f 1; 3g.
Man rechnet leicht nach, dass A nicht unabh•angig von B und B nicht unabh•angig von C ist.
Allerdings ist A unabh•angig von C.

De�nition F.19. (Unabh •angigk eit einer Familie von Ereignissen) Sei f A i ; i 2 J g eine
endliche Familie von Ereignissen.

1. Wir sagen,dassdie Pro duktformel f•ur f A i ; i 2 J g gilt, wenn

P(
\

i 2 J

A i ) =
Y

i 2 J

P(A i ):

2. Wir sagen,dass eine (nicht unbedingt endliche) Familie A = f A i ; i 2 I g von Ereignissen
unabh •angig ist, wenn f•ur jede endliche Teilfamilie f A i ; i 2 J g mit J � I die Produktformel
gilt.

F - 1.4 Pro duktexp erimen te

De�nition F.20 (Pro dukt von W ahrsc heinlic hk eitsr •aumen). Die Menge


 =
nY

i =1


 i = 
 1 � � � 
 n (F.3)

= f (! 1; : : : ; ! n ) j ! i 2 
 i f•ur i = 1; : : : ; ng

hei�t das (k artesisc he) Pro dukt oder auch die Pro duktmenge von (
 i )1� i � n . Durch die
Wahrscheinlichkeitsfunktion

P(! ) =
nY

i =1

Pi (! i ) (F.4)

ist ein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert, das wir ebenfalls mit P bezeichnen. Wir nennen
(
 ; P) das Pro dukt der W ahrsc heinlic hk eitsr •aume (
 i ; Pi )1� i � n .
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Satz F.21. (Eindeutigk eit des Pro dukts von W ahrsc heinlic hk eitsr •aumen)

1. Durch (F.4) ist tats•achlich ein Wahrscheinlichkeitsma� auf 
 de�niert.

2. Sei X i die i -te Koordinatenfunktion auf 
 , d.h. X i (! ) = ! i . Dann gilt f•ur A i 2 
 i (i = 1; : : : ; n):

P(
n\

i =1

f X i 2 A i g) =
nY

i =1

Pi (A i ): (F.5)

Hierbei folgendeNotation f•ur als Urbild de�nierte Mengen:

f X i 2 A i g = f ! = (! 1; : : : ; ! n ) 2 
 jX i (! ) = ! i 2 A i g:

Insbesondere gilt dann

P(f X n 2 Ak g) = Pk (Ak ) f•ur alle 1 � k � n. (F.6)

3. Das durch (F.4) de�nierte Wahrscheinlichkeitsma� ist daseinzigeMa� auf 
 , bez•uglich dessen
jede Mengenfamilie (f X i 2 A i g)1� i � n unabh•angig ist und f•ur die (F.6) gilt.

Beispiel F.22 (n-facher M•unzwurf). Wir betrachten eine Folge von n unabh•angigenEinzelexpe-
rimenten, die jeweils durch die Ergebnismenge
 i = f K ; Z g und das Wahrscheinlichkeitsma�

Pi (! i ) =
�

p f•ur wi = K ;
1 � p f•ur wi = Z;

(mit 1 � i � n) beschrieben sind. Hierbei ist 0 � p � 1. Die Produktmenge ist


 = f 0; 1gn = f (w1; : : : ; wn )jwi 2 f K ; Z g; 1 � i � ng;

und das Wahrscheinlichkeitsma� ist gegeben durch seineWahrscheinlichkeitsfunktion

P(! ) =
nY

i =1

Pi (! i ) = pk (1 � p)n � k ; (F.7)

wobei k die Anzahl der Indizes i mit ! i = 1 ist.

De�nition F.23 (Bernoulli-V erteilung). Der in BeispielF.22 betrachtete Produktraum (
 ; P)
hei�t Bernoulli-Exp erimen t mit Erfolgsw ahrsc heinlic hk eit p, und P hei�t Bernoulli-V erteilung .

Beispiel F.24 (Binomialverteilung). Wir f•uhren Beispiel F.22 fort. Sei f•ur 0 � k � n mit Ek das

Ereignis bezeichnet, dassgenau k-mal ein Erfolg (eine 1) eintritt. Es gibt genau
�

n
k

�
solcher

! 2 
. Also

P(Ek ) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k =: bn;p (k): (F.8)

Wir •uberpr•ufen durch eine kurze Rechnung, dassdie Summeder P(Ek ) gleich 1 ist:

nX

k=0

bn;p (k) =
nX

k=0

�
n
k

�
pk (1 � p)n � k = (p � (1 � p)) k = 1:

Dabei haben wir im ersten Schritt die binomische Formel verwendet.

F - 1.5 Zufallsv ariablen

De�nition F.25 (Zufallsv ariable). Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und �
eine Menge. Eine Funktion X : 
 ! � hei�t Zufallsexp erimen t mit W erten in � (oder auch
� -wertige Zufallsv ariable ). Falls � = R, hei�t X reelle Zufallsv ariable .
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Abbildung F.1: Stabdiagramme f•ur die Binomialverteilungen b5; 1
2

und b5; 2
3
.

Bemerkung

•Ublicherweisewird einesogenannte Unbestimmte, z.B. dasArgument einerFunktion, als Variable
bezeichnet. Man beachte, dassmit Zufallsvariable selber eine Funktion gemeint ist (deren Wert
mit dem zuf•alligen Argument variiert).

Beispiel F.26 (f •ur reelle Zufallsvariablen). 1. Geldw ette bei M •unzwurf: Ein einfacher M•unzwurf
sei durch 
 = f K ; Z g; P(K ) = p;P(Z ) = 1 � p modelliert, wobei 0 � p � 1. Bei Kopf erh•alt man
2 Euro Gewinn, bei Zahl verliert man 1 Euro. Der Gewinn (Verlust) ist eine reelleZufallsvariable:

X : 
 ! f� 1; 2g 2 R;

X (K ) = 2;

X (Z ) = � 1:

2. W •urfeln: 
 = f 1; : : : ; 6g, wobei mit ! = 1 das Elementarereignis
"
Es wird eine 1 gew•urfelt.\

gemeint ist. Sei X die Zufallsvariable, die jedem Wurf die erzielte Augenzahl zuordnet, also z.B.

X (1) = 1;

wobei die 1 auf der linken Seite das Elementarereignis
"
Es wird eine 1 gew•urfelt.\ bezeichnet und

die 1 auf der rechten Seite die reelle Zahl 1.

3. Vergleiche Beispiel F.24: Wir betrachten die Binomialv erteilung zum n-maligen M•unzwurf
mit Ergebnisseneines einzelnenM•unzwurfes in f K ; Z g. Die Anzahl der Erfolge (Kopf ) sei mit
X (! ) bezeichnet, also

X : 
 = f K ; Z gn ! f 0; : : : ; ng; (F.9)

(! 1; : : : ; ! n ) 7!
nX

i =1

X i (! );

wobei

X : 
 ! f 0; ng;

X i (! ) =
�

1 f•ur wi = K ;
0 f•ur wi = Z:

Die Zufallsvariable X ist also die Summeder Zufallsvariablen X i .

Satz F.27. (Eine Zufallsv ariable de�niert eine W ahrsc heinlic hk eitsfunktion auf dem
Bildraum) Seien(
 ; P) ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X : 
 ! � eine Zufallsva-
riable. Dann ist auf � eine Wahrscheinlichkeitsfunktion PX durch

PX : � ! [0; 1];

PX (y) = P
�
f X = yg

�

=
X

! 2 
 ;X ( ! )= y

P(! )

75



de�niert. Hierbei bezeichnet f X = yg := f ! 2 
 jX (! ) = yg die Urbildmenge von y bez•uglich der
Abbildung X .

De�nition F.28 (V erteilung einer Zufallsv ariablen). DasWahrscheinlichkeitsma� zur Wahr-
scheinlichkeitsfunktion PX aus Satz F.27 hei�t Verteilung von X bez•uglic h P oder auch das
W ahrsc heinlic hk eitsma� von X bez•uglic h P.

Bemerkung: Wic htigk eit von Verteilungen

Meistens interessiert man sich ausschlie�lic h f•ur die Verteilung von Zufallsvariablen X und nicht
f•ur das Wahrscheinlichkeitsma� P auf 
. Wir hatten schon in Beispiel F.5 gesehen,dassverschie-
dene Wahlen von 
 m•oglich sein k•onnen. Oftmals ist der

"
steuernde Wahrscheinlichkeitsraum\

nicht explizit bekannt oder sehr kompliziert.

Beispiel F.29 (Binomialverteilung als Verteilungsma�). Das in (F.8) durch die Binomialverteilung
de�nierte Wahrscheinlichkeitsma� P auf der Menge f E0; : : : ; En g k•onnen wir o�ensichtlich auch
als die Verteilung der Zufallsvariablen X aus (F.9) in Beispiel F.26 au�assen, alsoals Wahrschein-
lichkeitsma� auf der Menge f 0; 1; : : : ng. Ein Element k aus dieser Menge entspricht dabei der
MengeEk aus Beispiel F.26. Also

PX (k) = bn;p (k):

De�nition F.30 (Unabh •angigk eit von Zufallsv ariablen). Sei (
 ; P) ein endlicher Wahr-
scheinlichkeitsraum. Eine Familie (X i ) i 2 I von Zufallsvariablen X i : 
 ! � i (mit i 2 I ) hei�t
unabh •angig , wenn f•ur jede endliche TeilmengeJ � I und jede Wahl von A j � � j f•ur alle j 2 J
die Familie (f X j 2 A j g) j 2 J unabh•angig ist. (vgl. De�nition F.19).

Bemerkung:In terpretation der Unabh •angigk eit von Zufallsv ariablen

Seienz.B. X 1 und X 2 zwei voneinanderunabh•angigeZufallsvariablen mit Werten in � 1 und � 2,
respektive. Die Verteilung von X 2 k•onnen wir als

"
Voraussage\ •uber den zuf•alligen Wert von X 2

interpretieren. SeienA2 � � 2 und x1 2 � 1 mit P(f X 1 = x1g) > 0. Die Kenntnis, dassX 1 den
Wert x1 annimmt, erm•oglicht uns keine

"
bessere\ Voraussage•uber den Wert von X 2. Dies wird

an Beispiel F.31 veranschaulicht werden.

Bemerkung: Pro duktformel f •ur unabh •angige Zufallsv ariablen

F•ur unabh•angigeZufallsvariablen X 1; : : : ; X n mit X i : 
 ! � i gilt

P(X 1 2 A1 ^ � � � ^ X n 2 An ) =
nY

i =1

P(X i 2 A i )

f•ur jede Wahl von EreignissenA i � � i . Die Berechnung der Wahrscheinlichkeit von solchen Ereig-
nissender Form f X 1 2 A1g \ : : : \ f X n 2 An g ist also besonderseinfach.

Beispiel F.31 (Voneinander unabh•angigeM•unzw•urfe). Wir betrachten den zweifachen M•unzwurf
aus Beispiel F.22 (also n = 2). Auf 
 = f K ; Z g2 ist das Produktma� geradeso de�niert, dassdie
beiden Zufallsvariablen

X i : 
 ! f K ; Z g;

(! 1; ! 2) 7! ! i ;

von denenX 1 geradeden Ausgang desersten Wurfs beschreibt und X 2 den deszweiten, vonein-
ander unabh•angig sind, was anschaulich auch klar sein sollte. Es gilt z.B.

P(f X 1 = K ^ X 2 = K g) = P1(K ) � P2(K )

= P(f X 1 = K g) � P(f X 2 = K g);

wobei wir im erstenSchritt die Produktformel (F.7) f•ur die Wahrscheinlichkeitfunktion verwendet
haben.
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F - 1.6 Erw artungsw ert, Varianz, Ko varianz

In einem Spiel wie in Beispiel F.26 interessiert uns der zu erwartende Gewinn und allgemein der

"
mittlere Wert\ einer reellen Zufallsvariablen.

De�nition F.32 (Erw artungsw ert einer reellen Zufallsv ariablen). Sei X eine reelle Zu-
fallsvariable auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (
 ; P). Der Erw artungsw ert von X ist de�niert
als

EX := E(X ) :=
X

! 2 


X (! ) � P(! ) =
X

x 2 R

x � PX (x): (F.10)

Bemerkung: Erw artungsw ert einer Verteilung

In (F.10) ist PX die Verteilung von X (s. De�nition F.28). Lediglich solche Summanden sind
ungleich 0, f•ur die PX (x) > 0. Dies sind aber nur endlich viele, da der De�nitionsb ereich und
somit der Bildb ereich von X endlich ist. In (F.10) wird der

"
steuerndeWahrscheinlichkeitsraum

\ 
 nicht explizit erw•ahnt. Der Erwartungswert ist also eine Eigenschaft der Verteilung. Durch
(F.10) ist der Erw artungsw ert der Verteilung PX de�niert, und analogde�niert man allgemein
den Erw artungsw ert eines W ahrsc heinlic hk eitsma�es auf endlic hen Mengen reeller
Zahlen .

Satz F.33 (Eigensc haften des Erw artungsw ertes).

1. Der Erwartungswert ist linear, d.h. f•ur reelle Zufallsvaraiblen X ; Y und � 2 R gilt

E (�X + Y ) = � � E (X ) + E(Y ): (F.11)

2. Sind X ; Y unabh•angig, so gilt

E (X � Y ) = E(X ) � E (Y ):

Hierbei bezeichnet X � Y das Produkt der beiden Zufallsvariablen. Diesedurch (X � Y )( ! ) =
X (! ) � Y (! ) de�nierte Produktfunktion ist wieder eine reelle Zufallsvariable auf demselben
Wahrscheinlichkeitsraum.

Beispiel F.34 (f •ur Erwartungswerte spezieller Verteilungen). 1. Wir berechnen den Erwartungs-
wert der Binomialv erteilung zu denParameternn und p (s. (F.8)) auf zwei verschiedeneWeisen.
[1ex] 1. Methode:

E(X ) =
X

k=0

k
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k

= np
nX

k=1

(n � 1)!
(k � 1)!

�
(n � 1) � (k � 1)

�
!
p(k � 1) (1 � p)

�
(n � 1) � (k � 1)

�

= np
~nX

~k=0

�
~n
~k

�
p

~k (1 � p)~n � ~k

= np (p + (1 � p)) ~n

= np:

Dabei haben wir die Substitution n � 1 = ~n und k � 1 = ~k verwendet.

2. Methode: Wir verwenden(F.11) (Linearit •at von E). Es gilt

X = X 1 + � � � + X n

mit X i : 
 ! f 0; 1g, P(f X i = 1g) = p, P(f X i = 0g) = 1 � p, also E(X i ) = p und somit

E(X ) =
nX

i =1

E(X i ) = np:
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2. Wir berechnen den Erwartungswert f•ur die Augenzahl beim Laplace-W •urfel , gegeben durch

 = f 1; : : : ; 6g und P(! ) = 1

6 f•ur ! 2 
. Die Zufallsvariable X gibt die Augenzahl an. (S. Beispiel
F.26) Wir erhalten

E(X ) =
6X

i =1

i �
1
6

= 3:5 : (F.12)

Insbesonderesehen wir, dass der Erwartungswert i.a. nicht als Wert von der Zufallsvariablen
angenommenwird.

3. Wir vergleichen das letzte Beispiel mit der Zufallsvariablen Y, de�niert auf demselben (
 ; P)
durch

Y (! ) = 3:5 f•ur ! 2 f 1; : : : ; 6g:

DieseZufallsvariable hat den gleichen Erwartungswert wie der Laplace-W•urfel:

E (Y ) = 3:5:

Dennoch sind die beiden Zufallsvariablen nicht gleichverteilt. Wie durch die Stab diagramme in
der folgendenAbbildung veranschaulicht wird, ist die Verteilung Py deterministisch, wohingegen
Px um den Erwartungswert streut.

1 EHXL- s 3 3.5 4 EHXL+s 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1 2 3 3.5 4 5 6

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung F.2: Stabdiagrammef•ur den Laplace-W•urfel und f•ur einedeterminstische Zufallsvaria-
ble

De�nition F.35. (V arianz, Streuung, Ko varianz, Korrelationsk oe�zien t) Seien (
 ; P)
ein endlicher Wahrscheinlichkeitsraum und X ; Y reelle Zufallsvariablen.

1. Die Varianz von X ist
Var(X ) = E

�
(X � E(X ))2�

:

2. Die Streuung (oder Standardab weichung ) von X ist

� =
p

Var(X ):

3. Die Ko varianz von X und Y ist
Cov(X ; Y ) = E

�
(X � E(X )

�
�
�
Y � E (Y )

�
):

4. Der Korrelationsk oe�zien t von X und Y (mit � x ; � y 6= 0) ist

� X ;Y =
Cov(X ; Y )

� x � y
: (F.13)

5. Zufallsvariablen X ; Y mit Cov(X ; Y) = 0 hei�en unk orreliert .

Satz F.36 (Eigensc haften von Varianz und Ko varianz). Seien X ; Y; X i (f •ur 1 � i � n)
reelle Zufallsvariablen und a; b;c;d 2 R. Dann gilt:

1.
Var(X ) = E(X 2) �

�
E (X )

� 2
: (F.14)

2.
Var(aX + b) = a2 � Var(X ): (F.15)

3.
Cov(X ; Y) = E(X Y) � E (X ) � E (Y ): (F.16)

4.
Cov(aX + b;cY + d) = a � c � Cov(X ; Y ); (F.17)
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5.

Var(X 1 + � � � + X n ) =
nX

i =1

Var(X i ) +
X

( i;j ) ;
i 6= j

Cov(X i ; X j ); (F.18)

wobei in der letzten Summedie SummandenCov(X 1; X 2) und Cov(X 2; X 1) etc. auftreten.

6. Sind X ; Y unabh•angig, so sind sie auch unkorreliert.

7. (Formel von Biena ym �e) Wenn X 1; : : : ; X n unabh•angig sind, dann gilt

Var(X 1 + � � � + X n ) =
nX

i =1

Var(X i ): (F.19)

Bemerkung

(Aus Unk orreliertheit folgt nic ht Unabh •angigk eit) Aus der Unkorreliertheit von Zufallsva-
riablen folgt im Allgemeinen nicht deren Unabh•angigkeit, wie wir in Beispiel F.41 sehenwerden.

Beispiel F.37 (Varianz bei der AugenzahldesLaplace-W•urfels). Es gilt f•ur daszweite Momen t
der Augenzahl X desLaplace-W•urfels:

E (X 2) =
6X

i =1

i 2 �
1
6

=
91
6

:

Daraus erhalten wir nach (F.14) und unter Verwendeungvon (F.12)

Var(X ) = E(X 2) � (E (X ))2) (F.20)

=
91
6

� 3:52 =
35
12

:

Die Streuung ist also � X � 1:71.

Beispiel F.38 (Varianz der Binomialverteilung). Mit Hilfe der Formel von Bienaym�e (F.19) be-
rechnen wir analog zur 2. Methode in Beispiel F.34 die Varianz der Binomialverteilung zu den
Parametern n unf p. Die Varianz von X i ist

Var(X i ) = (0 � E (X i )) � P(X i = 0) + (1 � E(X i )) � P(X i = 1)

= (� p)2 � (1 � p) + (1 � p)2 � p = p(1 � p):

Aus der Unabh•angigkeit der X i folgt also

Var(X ) = Var(
nX

i =1

X i ) =
nX

i =1

Var(X i ) = n p(1 � p):

Zur Veranschaulichung von Korrelation f•uhren wir noch den wichtigen Begri� der gemeinsamen
Verteilung ein und beschr•anken uns dabei hier auf den Fall zweier reellwertiger Zufallsvariablen.
Zur naheliegendenVerallgemeinerungauf den Fall von endlich vielen Zufallsvariablen mit Werten
in beliebigenMengens. z.B. [Krengel]

De�nition F.39. (Gemeinsame Verteilung zweier reeller Zufallsv ariablen) SeienX ; Y :

 7! R zwei auf derselben Ergebnismenge
 de�nierten reellwertigen Zufallsvariablen. Die Vertei-
lung PX � Y (vgl. De�nition F.28) der Produktfunktion

X � Y : 
 7! R2

heisst gemeinsame Verteilung von X und Y . Die Funktion X � Y nimmt genau die Werte
(x; y) 2 R2 mit positiver Wahrscheinlichkeit an, f•ur die PX (x) > 0 und PY (y) > 0 gilt und gem•a�
Satz F.27 erhalten wir

PX � Y (x; y) = P(! 2 
 : X (! ) = x und Y(! ) = y):
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Beispiel F.40 (Korr elation bei Merkmalsverteilung). SeienX 1 und X 2 Zufallsvariablen mit Werten
in f 0; 1g. Die Produktzufallsvariable X 1 � X 2 nehmedie Werte (0; 0), (1; 0), (0; 1) und (1; 1) mit
den Wahrscheinlichkeiten 1

10 , 1
5 , 3

10 , 2
5 , respektive, an. Wir schreiben abk•urzend PX 1 � X 2 (1; 1) statt

PX 1 � X 2 (f (1; 1)g) etc. Wir stellen die gemeinsameVerteilung sowie die Verteilungen von X 1 und
X 2 tabellarisch dar:

X 2 = 0 X 2 = 1 Verteilung von X 1:
X 1 = 0 1=10 3=10 2=5
X 1 = 1 1=5 2=5 3=5

Verteilung von X 2: 3=10 7=10

Die Verteilung von X 1 und X 2 steht o�ensichtlich im oberenlinkenTeil der Tabelle. Die Verteilung
von X 1 steht in der unteren Zeile. Die Werte wurden als Summeder Zahlen der jeweiligen Spalten
berechnet. Ebensosteht die Verteilung von X 2 in der rechten Spalte. DieseWerte sind jeweils die
Zeilensummen(aus dem Tabellenteil der gemeinsamenVerteilung). Eine Kontrollrechnung zeigt,
dassdie Summeder Werte der unteren Zeile (der rechten Spalte) jeweils 1 ergeben.

Wir berechnen nun die Kenngr•o�en der Verteilungen.

E(X 1) = 0 �
2
5

+ 1 �
3
5

=
3
5

;

E(X 2
1 ) =

3
5

;

Var(X 1) =
3
5

�
�

3
5

� 2

=
6
25

;

� X 1 =

r
6
25

� 0:49:

E(X 2) =
7
10

; E(X 2
2 ) =

7
10

;

Var(X 2) =
7
10

�
�

7
10

� 2

=
21
100

;

� X 2 =

r
21
100

� 0:46:

E(X 1 � X 2) =
2
5

;

Cov(X 1; X 2) = E(X 1 � X 2) � E (X 1) � E (X 2)

=
2
5

�
3
5

�
7
10

= �
1
50

;

� X 1 ;X 2 =
� 1

50q
6

25 � 21
100

� � 0:089:

Die Zufallsvariablen X 1 und X 2 sind nicht voneinanderunabh•angig, da Ihre Kovarianz ungleich 0
ist. (Es gilt n•amlich:

"
Unabh•angigkeit ) Kovarianz gleich 0\ .) Der Betrag ihres Korrelationsko-

e�zien ten ist allerdings auch nicht besondersgro�, d.h. nahe bei 0.

Bemerkung: In terpretation von Korrelation
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1. (geometrisc he Sichtweise) Wir k•onnen die Kovarianz als Skalarprodukt in Rn mit n = j
 j
au�assen. Hierzu nehmen wir an, dassalle Elementarereignisseeine positive Wahrscheinlichkeit
haben. Dann gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung

Cov(X ; Y) � � x � y

und somit f•ur � x ; � y 6= 0:
� 1 � � X ;Y � 1:

Den Korrelationskoe�zien ten k•onnen wir dann als
"
Kosinus des nicht-orientierten Winkels zwi-

schen X und Y\ au�assen.

2. (Korrelation als linearer Zusammenhang) F•ur zwei Zufallsvariablen X und Y deutet ein
Korrelationskoe�zien t � X ;Y nahebei 1 auf eine

"
Tendenz\ der Variablen X � E(X ) und Y � E(Y )

hin, gemeinsamgro�e bzw. kleine bzw. stark negative Werte anzunehmen,alsoauf einen
"
linearen

Zusammenhang\ . Analogesgilt f•ur � X ;Y nahe bei � 1. Wir veranschaulichen dies in Beispiel F.41.

Beispiel F.41. (Illustration von speziellen gemeinsamen Verteilungen und Korrelation)

Die hier diskutierten Beispielef•ur gemeinsameVerteilungen sind in der folgendenAbbildung gra-
phisch dargestellt. Die Werte der jeweiligen Verteilungen mit positiver Wahrscheinlichkeit sind
als Punkte in die x-y-Ebene eingezeichnet, wobei (x; y) Werte der Funktion X � Y sind. Eine
solche Darstellung k•onnte noch pr•azisiert werden, indem man zu jedem Punkt die Wahrscheinlich-
keit schreibt, was bei einer kleinen Anzahl von Punkten noch •ubersichtlich w•are. Der Einfachheit
halber habe hier jeweils jeder Punkt die gleiche Wahrscheinlichkeit.

1. Sei X eine Zufallsvariable mit Varianz � 2
X > 0 und sei Y = aX + b mit a 6= 0. Wir berechnen

unter Verwendung der S•atze F.33 und F.36 den Korrelationskoe�zien ten von X und Y .

Var(Y ) = a2 Var(X ); ) � Y = jaj � � X ;

Cov(X ; Y ) = Cov(X ; aX + b) = a Cov(X ; X ) = a � 2
X ;

� X ;Y =
a� 2

X

� X jaj� X
= sign(a):

Der Korrelationskoe�zien t � X ;Y ist also 1 oder � 1, je nachdem, ob a positiv oder negativ ist. In
den Abbildungen (a) und (b) sind Beispiele f•ur solche gemeinsamenVerteilungen von X und Y
dargestellt. Die Punkte der gemeinsamenVerteilung liegenauf einer Geraden.Wir bemerken auch,
dassim Fall a = 0, also Y = b, die Zufallsvariable Y deterministisch ist und somit Varianz Null
hat. Auch hier liegen die Punkte der gemeinsamenVerteilung von X und Y auf einer Geraden
(nicht abgebildet), aber der Korrelationskoe�zien t ist im Sinnevon De�nition F.35 nicht de�niert.

2. In den Abbildungen (c) und (d) sind die gemeinsamenVerteilungen von Zufallsvariablen dar-
gestellt, deren Korrelationskoe�zien t nahe bei 1 bzw. nahe bei -1 liegt. Die Punkte liegen zwar
nicht auf einer Geraden,aber man kann k•onnte jeder der Verteilungen eineGeradezuordnen, von
der die Punkte

"
nicht allzu sehr\ abweichen. Eine solche Zuordnung geschieht z.B. mit Hilfe von

linearer Regression.

3. Der in Abbildung (e) dargestelltenVerteilung w•are optisch nur schwer eineGeradezuzuordnen.
Der Korrelationskoe�zien t in diesemBeispiel liegt nahe bei 0.

4. Wir betrachten nun noch ein sehr speziellesBeispiel. Die gemeinsameVerteilung von X und Y
sei

PX � Y (� 1; 1) = PX � Y (0; 0) = PX � Y (1; 1) =
1
3

dargestellt. Die Kovarianz von X und Y ist

Cov(X ; Y) =
X

(x;y )

x � y � PX � Y (x; y) =
1
3

� (1 � (� 1) + 0 � 0 + 1 � 1) = 0:
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Abbildung F.3: Illustration von Korrelationskoe�zien ten mit Hilfe von gemeinsamenVerteilungen

Dabei haben wir in der ersten Zeile •uber alle Werte (x; y) mit positiver Wahrscheinlichkeit sum-
miert. Die beiden Zufallsvariablen sind also nicht korreliert. Ihr Korrelationskoe�zien t ist gleich
0. Wir bemerken noch, dassY nicht unabh•angig von X ist (s. De�nition F.30). Im Gegenteil, es
besteht sogar ein funktionaler Zusammenhangzwischen beiden Variablen. Kennt man den Wert
von X , soauch denvon Y. DieserZusammenhangist aber nicht linear (vgl.262). Analog zu diesem
Beispiel sind die Zufallsvariablen, deren gemeinsameVerteilung in Abbildung (f ) dargestellt ist,
unkorreliert, obwohl ein funktionaler Zusammenhangzwischen ihnen besteht.

F - 1.7 Das schwache Gesetz der gro�en Zahlen

In diesemAbschnitt formulieren wir mit Satz F.43 eineVersiondesschwachenGesetzesder gro�en
Zahlen, das insbesondereeinen Zusammenhangzwischen dem abstrakt eingef•uhrten Begri� der
Wahrscheinlichkeit und relativenH•au�gk eiten bei einerFolgeauslauter voneinanderunabh•angigen
Zufallsexperimenten herstellt, die alle den gleichen Erwartungswert haben.

Der folgende Satz liefert uns eine Absch•atzung f•ur die Wahrscheinlichkeit der Abweichung ei-
ner Zufallsvariablen von ihrem Erwartungswert um mehr als eine vorgegebeneKonstante. Diese
Absch•atzung benutzt nur die Varianz der Zufallsvariablen, ohne irgendwelche weiteren Bedingun-
genan die Verteilung zu stellen,und ist damit anwendbarsobaldman die Varianz kennt. Allerdings
ist sie in vielen F•allen auch nur sehr grob oder gar v•ollig nutzlos, z.B. wenn die rechte Seite in
(F.21) gr•o�er gleich 1 ist. Dennoch liefert sie uns einen sehr einfachen Beweis des schwachen
Gesetzesder gro�en Zahlen.
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Satz F.42 (Tsc hebysche�-Ungleic hung). Sei X eine reelle Zufallsvariable auf (
 ; P). Dann
gilt f•ur jedes� > 0:

P(jX � E(X )j > � ) �
Var(X )

� 2 : (F.21)

Bew eis: Sei Z = X � E(X ). Wir de�nieren zu Z 2 eine Minorante, d.h. eine Zufallsvariable Y
mit Y (! ) � (Z (! ))2:

Y (! ) :=
�

0 f•ur jZ (! )j < �;
� 2 f•ur jZ (! )j � �:

Mit Hilfe dieserMinorante k•onnen wir den Erwartungswert von Z 2 nach unten absch•atzen:

Var(X ) = E(Z 2) � E (Y )

= � 2 � P(Y = � 2)

= � 2 � P(jX � E(x)j � � ):

Satz F.43 (Das schwache Gesetz der gro�en Zahlen). SeienX 1; X 2; : : : unabh•angige
Zufallsvariablen mit den gleichen Erwartungswerten E(X 1) und Var(X i ) � M . Dann gilt

P
� �

�
�
�
1
n

(X 1 + � � � + X n ) � E (X 1)

�
�
�
� � �

�
�

M
� 2n

; (F.22)

insbesondere

lim
n !1

P
� �

�
�
�
1
n

(X 1 + � � � + X n ) � E (X 1)

�
�
�
� � �

�
= 0:

Bew eis: Sei S(n ) = X 1 + ��� + X n
n . Dann ist E (S(n ) ) = E(X 1), und

Var(S(n ) ) =
1
n2 Var(X 1 + � � � + X n ) =

1
n2 � n � M =

M
n

;

wobei wir im vorletzten Schritt die Unabh•angigkeit von (X i ) i verwendet haben. Die Behauptung
folgt nun aus der Tschebysche�-Ungleichung.

Beispiel F.44 (n-maligesW•urfeln). In BeispielF.34 hatten wir schon denErwartungswert E(X i ) =
3:5 und in Beispiel F.37 die Varianz f•ur die Augenzahl beim einfachen Wurf desLaplace-W•urfels
berechnet. Wir betrachten nun zum n-fachen Wurf die gemittelte SummeS(n ) = 1

n (X 1 + : : :+ X n )
der Augenzahlen.Nach dem schwachen Gesetzder gro�en Zahlen (Satz F.43) ist zu einer vorgege-
benenSchranke � > 0 bei h•au�gem W•urfeln die Wahrscheinlichkeit, dassdie beobachtete mittlere
Augenzahl um mehr als � von ihrem Erwartungswert E(S(n ) ) = 3:5 abweicht klein, vorausgesetzt
n ist hinreichend gro�. Doch wie oft muss man z.B. w•urfeln, damit f•ur � = 0:1 die Wahrschein-
lichkeit einer Abweichung kleiner ist als 0:01?Hier geben wir mit einer sehr groben Absch•atzung
zufrieden, die auf der Tschebysche�-Ungleichung (Satz F.42) beruht, und wollen damit nur (F.22)
an einem Beispiel illustrieren.

Wir erhalten mit M = 35
12 und � = 0:1:

P
� �

�
�S(n ) � 3:5

�
�
� � 0:1

�
�

35
12� 0:1 � n

: (F.23)

Die rechte Seite der Absch•atzung (F.23) ist kleiner oder gleich 0:01, falls n � 4200. D.h. wenn
man 4200 mal oder noch h•au�ger w•urfelt, dann weicht die mittlere Augenzahl mit einer Wahr-
scheinlichkeit von h•ochstens1% um 0.1 oder mehr vom ihrem Erwartungswert ab.

Bemerkung: Zum schwachen Gesetz der gro�en Zahlen

Das schwache Gesetzder gro�en Zahlen sagt, dass in der Situation in Satz F.43 f•ur
"
gro�e\ n

der gemittelte Wert S(n ) = 1
n (X 1 + : : : + X n ) mit

"
gro�er\ Wahrscheinlichkeit (also einer solchen
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nahebei 1) vom Erwartungewert E(S(n ) ) = E(X i ) "
nicht stark\ abweicht. Wenn man den Erwar-

tungswert der Augenzahl bei einemW•urfel statistisch durch viele W•urfe ermitteln will, f•uhrt man
aber z.B. eine recht lange Versuchsreihevon W•urfen durch, die einer Folge X 1; X 2; : : : entspricht
und betrachtet entsprechend die Folge der gemittelten Werte S(1) ; S(2) ; : : : Das schwache Gesetz
der gro�en Zahlen sagt, dassf•ur ein vorgegbenes� f•ur hinreichend gro�e n die Wahrscheinlichkeit
f•ur eine Abweichung jS(n ) � E (X 1)j > �

"
klein\ ist, schlie�t aber nicht aus, das f•ur eine betrach-

tete Folge von W•urfen dieseAbweichung
"
immer wieder mal\ auftritt. Aber das stark e Gesetz

der gro�en Zahlen , das wir hier nicht als mathematischen Satz formulieren, sagt, dassf•ur fast
alle Folgen (von W•urfen) die Folge der Werte von S(n ) tats•achlich gegenE(X 1) konvergiert. Das
bedeutet, die Wahrscheinlichkeit f•ur dieseKonvergenzist gleich 1.

84



F - 2 Unendlic he Wahrscheinlic hkeitsr •aume

F - 2.1 Diskrete Wahrscheinlic hkeitsr •aume

De�nition F.45 (Diskreter W ahrsc heinlic hk eitsraum). Seien
 eine h•ochstensabz•ahlbare
Menge und P : P(
) ! [0; 1] eine Funktion. Dann hei�t (
 ; P) ein diskreter W ahrsc heinlic h-
keitsraum , wenn folgendesgilt:

P(
) = 1: (F.24)

F•ur jede Folge A1; A2; ::: paarweiserdisjunkter Teilmengenvon 
 ist

P
� 1[

i =1

A i
�

=
1X

i =1

P(A i ): (F.25)

Eigenschaft (F.25) hei�t � -Additivit •at .

Vorsic ht: bei der Summation ist die Summierbarkeit (absolute Konvergenz)i.a. nicht gew•ahrlei-
stet.

Beispiel F.46 (f •ur einen unendlichen diskreten Wahrscheinlichkeitsraum). (P oisson-V erteilung)
Eine bestimmte Masseeiner radioaktiv en Substanzzerf•allt. Die Anzahl der Zerf•alle X [0;T ] im Zeit-
intervall [0; T ] ist eineZufallsvariable. Dabei nehmenwir an, dassdie Gesamtzahl der radioaktiv en
Teilchen sich im betrachteten Zeitraum nicht wesentlich •andert. Als mathematischesModell neh-
men wir die Verteilung

P� (X [0;T ] = k) = e� �T (�T )k

k!
f•ur k 2 f 0; 1; 2; :::g; (F.26)

mit einem Parameter � > 0, die in der folgendenAbbildung illustriert ist.

E- s =0 E=1 E+s =2 3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0 E- s 1 E=2 E+s3 4 5

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung F.4: Stabdiagramme von Poisson-Verteilungen mit den Parametern � = 1 und T = 1,
bzw. T = 2

Es gilt f•ur den Erwartungswert, das zweite Moment und die Varianz der Verteilung:

E(X [0;T ]) =
1X

k=0

k � P� (X = k) =
1X

k=0

k e� �T (�T )k

k!

= �T � e� �T
1X

k=1

(�T )k � 1

(k � 1)!
= �T � e� �T

1X

l =0

(�T ) l

l !

= �T � e� �T � e�T = �T ;

E((X [0;T ])
2) =

1X

k=0

k2 � P� (X = k) = ::: = (�T )2 + �T

( •Ubungsaufgabe 6, Serie6)

Var(X [0;T ]) = E((X [0;T ])
2) � (E (X [0;T ]))

2 = �T :
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Des weiteren gilt
dE(X [0;T ])

dT
= �;

d.h. � ist die Zerfallsrate = mittlere Anzahl der Zerf•alle
Zeit .

Beispiel f•ur eine Verteilung ohne endlichen Erwartungswert siehe •Ubungsaufgabe 7, Serie6.

F - 2.2 Kon tin uierlic he Wahrscheinlic hkeitsr •aume

hier: 
 Intervall, z.B. [0; 1], [0; 1 [, ] � 1 ; 1 [.

De�nition F.47. (W ahrsc heinlic hk eitsma�e mit einer Dic htefunktion) Sei 
 = [a; b] ein
Intervall mit a < b. 1. Eine W ahrsc heinlic hk eitsdic hte auf 
 ist eine integrierbare Funktion
f : 
 ! R mit

1. Nicht-Negativit •at:
f � 0; d.h. f (! ) � 0 f•ur alle ! 2 
 :

2. Normiertheit:
bZ

a

f (! )d! = 1:

Die De�nition im Falle von (halb-) o�enen Intervallen 
 ist analog.

2. Das zur Dichte f geh•orendeW ahrsc heinlic hk eitsma� P ist auf Intervallen durch

P([a0; b0]) =

b0Z

a0

f (! ) d! (F.27)

de�niert, wie in der folgendenAbbildung illustriert.

a a0 b0 b

Abbildung F.5: Wahrscheinlichkeitsdichte: Die Fl•ache •uber dem Intervall [a0; b0] ist gleich der
Wahrscheinlichkeit diesesIntervalls

3. Die Integralfunktion F von f , de�niert durch

F (x) =

xZ

a

f (! ) d! ;

hei�t Verteilungsfunktion von P.

4. Eine reelle Zufallsv ariable ist eine Funktion

X : 
 ! R:
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Ihr Erw artungsw ert ist

E (X ) :=

bZ

a

X (! )f (! ) d! ; (F.28)

falls das Integral in (F.28) existiert, und ihre Varianz ist

Var(X ) :=

bZ

a

(X (! ) � E (X ))2f (! ) d! ; (F.29)

sofern die Integrale in (F.28) und (F.29) existieren.

Bemerkung: Erw artungsw ert und Varianz einer W ahrsc heinlic hk eitsv erteilung auf R

Wir bezeichnen mit

� =

bZ

a

x � f (x) dx (F.30)

den Erw artungsw ert der Verteilung und mit

� 2 =

bZ

a

(x � � )2f (x) dx (F.31)

ihre Varianz , sofern dieseIntegrale existieren.

(Formaler Bezug durch die Zufallsvariable X (x) = x.)

Beispiel F.48. (Gleic hverteilung auf einem beschr •ankten In terv all) Die Gleic hverteilung
auf [a; b] ist durch die Dichtefunktion

f : [a; b] ! R; x 7!
1

b� a
;

gegeben.

- 1 1

1
€€€€€
2

Abbildung F.6: Gleichverteilung auf dem Intervall [� 1; 1]

Es gelten

f (x) =
1

b� a
> 0

und
bZ

a

f (x) dx = 1;
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d.h. f ist also tats•achlich eine Wahrscheinlichkeitsdichte.

Sei X eine Zufallsvariable, deren Verteilung die Dichte f hat, also X = x.

Der Erwartungswert ist

E (X ) =

bZ

a

1
b� a

� x dx =
1

b� a
�

1
2

(b2 � a2) =
b+ a

2
;

also gleich dem Mittelpunkt des Intervalls [a; b].

Zur Berechnung der Varianz benutzen wir

Var(X ) = E
�
(X � E(X ))2�

= E(X 2) �
�
E (X )

� 2
:

Wir m•ussenalso noch das zweite Momen t E(X 2) von X berechnen.

E(X 2) =

bZ

a

1
b� a

x2 dx =
1

b� a
�

1
3

(b3 � a3) =
1
3

(b2 + ab+ a2):

Damit erhalten wir

Var(X ) =
1
3

(b2 + ab+ a2) �
1
4

(b2 + 2ab+ a2) =
1
12

(b� a)2:

Die Varianz h•angt also nur von der Intervalll •angeab. Physikalisch kann man den Erwartungswert
von X als Schwerpunktbei homogenerMassenverteilung interpretieren, und die Varianz ist pro-
portional zum Tr •agheitsmomen t , also proportional zum mittleren quadratisc hen Abstand
zum Schwerpunkt.

Beispiel F.49 (Exponentialverteilungen auf [0; 1 )). Die Exp onentialv erteilung mit Parameter
� > 0 ist gegeben durch die Dichte

f � : [0; 1 ) ! R;

t 7! �e � �t :

Sie tritt z.B. beim durch den Poisson-Proze� modellierten radioaktiv en Zerfall auf (s. Beispiel
F.46) Die W artezeit bis zum ersten Zerfall ist eine Zufallsvariable, deren Verteilung die Dichte
f � hat.

(sieheauch •Ubungsaufgabe 8, Serie6)

Beispiel F.50 (Normalverteilungen). Die Normalv erteilung N (�; � 2) mit Erwartungswert � und
Varianz � 2 hat die Dichte

f �;� 2 (x) =
1

�
p

2�
e
�

� ( x � � ) 2

2 � 2

�
: (F.32)

Die Normalverteilung N (0; 1) mit Erwartungswert 0 und Varianz 1 hei�t Standard-Normalv er-
teilung .

Durch die Normalverteilung werden viele gestreute Gr•o�en, wie z.B. K•orperl•angen von Perso-
nen in einer Bev•olkerung beschrieben, allerdings nur in einem hinreichend kleinen Intervall um
die Durchschnittsgr •o�e herum, denn nat•urlich gibt eskeinen Menschen mit negativer Gr•o�e oder
von 3m L•ange.Solche Verteilungen haben mit den Normalverteilungen die typische Glockenform
gemeinsam.Mathematisch wird der Zustand zwischen der Normalverteilung und mehrfach wieder-
holten Experimenten (z.B. mehrfacher M•unzwurf) durch den zentralen Grenzw ertsatz (Satz
F.53) hergestellt.
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Abbildung F.7: Die Standard-Normalverteilung mit ihrem � -, 2� - und 3� -Intervall

f �;� 2 (x) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte, d.h. f �;� 2 (x) � 0 8x und Normiertheit ist erf•ullt:

Das uneigentliche Integral 0 <

1Z

�1

e� x 2
dx < 1 existiert (Ma jorante).

Zu der Funktion e� x 2
gibt eskeine elementare Stammfunktion.

Man kann aber berechnen: (Transformation in Polarkoordinaten)

1Z

�1

e� x 2

dx =
p

�

Wir erhalten die Normiertheit der Dichtefunktion:

1Z

�1

1

�
p

2�
e
�

� ( x � � ) 2

2 � 2

�
dx = 1

Erwartungswert und Varianz einer N (�; � 2)-verteilten Zufallsvariablen X �;� 2 :

E (X �;� 2 ) =

1Z

�1

x � f �;� 2 (x) dx = �

Var(X �;� 2 ) = E(X 2
0;� 2 ) � E (X 0;� 2 )2 = � 2 � 0 = � 2

(invariant bez•uglich Verschiebung)

Verteilungsfunktion der Standard-Normalv erteilung
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De�nition F.51. Die Verteilungsfunktion (s. De�nition F.47) der Standard-Normalv er-
teilung ist

� : R ! R;

�( z) =
Z z

�1
f 0;1(x) dx:

Graphen der Dichte f 0;1 und von � sieheAbbildung.

- 3 - 2 - 1 1 2 3

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Abbildung F.8: Die Standard-Normalverteilung und ihre Verteilungsfunktion

Bemerkung zur Verteilungsfunktion der Standard - Normalv erteilung

� Es gibt keine Darstellung von � durch elementare Funktionen.

� Werte von � lassensich aber beliebiggenaunumerisch berechnen,und f•ur diskrete Werte von
z liegendie Funktionswerte tabellarisch vor (z.B. Bronstein, Taschenbuch der Mathematik).

� Dadurch kann man schnell Integrale der Form
Z b

a
f 0;1(x) dx = �( b) � �( a)

[-0.2cm] auswerten.

� Wegen
�( � z) = 1 � �( z)

enthalten solche Tabellen z.B. nur die Werte f•ur nicht-negative z.

� F•ur symmetrische Intervalle [� z; z] (mit z > 0) gilt:
Z z

� z
f 0;1(x) dx = �( z) � �( � z) = �( z) � (1 � �( z)) = 2�( z) � 1:

Einige spezielleWerte von �:

�(0) = 0:5;

�(1) � 0:8413 )
R1

� 1 f 0;1(y) dy � 0:6826;

�(2) � 0:9772 )
R2

� 2 f 0;1(y) dy � 0:9544;

�(3) � 0:9986 )
R3

� 3 f 0;1(y) dy � 0:9972:

Aus der zweiten Zeile folgt z.B., dassbei irgendeinerNormalverteilung dem Intervall [� � � ; � + � ]
mit Radius � (Streuung) um den Erwartungswert � herum eine Wahrscheinlichkeit von etwa 68%
zugeordnetwird. Bei einemExperiment mit vielen voneinanderunabh•angigenN (�; � 2)-verteilten
Messungenliegen ungef•ahr 68% der Me�w erte in diesemIntervall.

90



Abbildung F.9: Die Standard-Normalverteilung mit ihrem � -, 2� - und 3� -Intervall

De�nition F.52 ( � -Quan tile der N (�; � 2 )-V erteilung). Sei � 2]0; 1[. Das � -Quan til der
Standard-Normalverteilung ist die Zahl z 2 R mit

� =
Z z

�1
f 0;1(x) dx = �( z);

also
z = � � 1(� ):

Bemerkung: Quan tile f •ur allgemeine Verteilungen, Median

Man kann � -Quantile allgemein f•ur (diskrete oder kontinuierliche) reelle Verteilungen de�nieren.

Das 1
2 -Quantil hei�t Median der Verteilung. Im Falle einer kontinuierlichen Verteilung auf einem

Intervall [a; b] mit •uberall positiver Dichte f ist der Median m die durch die BedingungP([a; m]) =
1
2 eindeutig festgelegteZahl. Der Median ist im allgemeinenvom Erwartungswert verschieden.

Transformation einer beliebigen Normalv erteilung in die Standard-Normalv erteilung

� Normalverteilung N (�; � 2) (Erwartungswert � , Varianz: � 2)

f �;� 2 (x) =
1

�
p

2�
e
�

� ( x � � ) 2

2 � 2

�

� Standard-Normalverteilung N (0; 1) (Erwartungswert 0, Varianz: 1)

f 0;1(x) =
1

p
2�

e
�

� x 2

2

�

Umrechnung:

f �;� 2 (x) =
1

�
p

2�
e
�

� ( x � � ) 2

2 � 2

�
=

1
�

1
p

2�
e
�

� 1
2 ( x � �

� )2
�

=
1
�

f 0;1

�
x � �

�

�

Wahrscheinlichkeit: Sei X N (�; � 2)-verteilt.

P(X 2 [a; b]) =
Z b

a
f �;� 2 (x)dx

=
Z b

a

1
�

f 0;1

�
x � �

�

�
dx

=
Z b� �

�

a � �
�

f 0;1(z)dz
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Verteilungsfunktion:

�( z) =
Z z

�1
f 0;1(z)dz

P(X 2 [a; b]) = �
�

b� �
�

�
� �

�
a � �

�

�

(Anwendung in •Ubungsaufgabe 5, Serie6)

Der zentrale Grenzwertsatz, den wir hier in einer speziellen Version formulieren, erkl•art die her-
ausragendeBedeutung von Normalverteilungen f•ur die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik.

Satz F.53 (Zen traler Grenzw ertsatz). Sei X 1; X 2; : : : eine Folge von auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum (
 ; P) de�nierten, paarweise unabh•angigen reellen Zufallsvariablen, die alle
dieselbe Verteilung haben mit

E(X i ) = �; Var(X i ) = � 2 > 0:

Sei X (n ) = X 1 + : : : X n , und sei Z (n ) = X ( n ) � n�
�

p
n . (Somit hat Z (n ) den Erwartungswert 0 und die

Varianz 1.)

Dann gilt f•ur jedesIntervall [a0; b0] � R:

lim
n !1

P(Z (n ) 2 [a0; b0]) =
Z b0

a0

f 0;1(x) dx:

wobei f 0;1 die Dichte der Standard-Normalverteilung ist. •Aquivalent dazu k•onnen wir schreiben:

lim
n !1

P
�

X (n ) � n�
�

p
n

2 [a0; b0]
�

=
Z b0

a0

f 0;1(x) dx:

Beispiel F.54 (Binomialverteilung f•ur gro�e n).

Die Binomialverteilung mit gegebenemErfolgsparameter p wird f•ur gro�e n ungef•ahr gleich einer
N (np; np(1 � p)) Normalverteilung:

P(k) =
�

n
k

�
pk (1 � p)n � k �

1
p

2� �
e� ( k � � ) 2

2 � 2 mit � = np und � 2 = np(1 � p):

Dieser Sachverhalt, der f•ur p = 0:3 und n = 100 in der folgendenAbbildung illustriert ist, folgt
direkt aus dem zentralen Grenzwertsatz, denn die binomialverteilte Zufallsvariable K kann als
Summe vieler unabh•angiger Zufallsvariablen X i aufgefasstwerden, die jeweils nur die Werte 0
oder 1 (jeweils mit Wahrscheinlichkeit (1 � p) bzw. p) annehmen,und die den Erwartungswert p
und die Varianz p(1 � p) haben.
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Abbildung F.10: Histogramm der Binomialverteilung f•ur n = 100 und p = 0:3, verglichen mit der
N (np; np(1 � p)) Verteilung.
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