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1 Rucksackprobleme

1.1 Gegebene Daten
e Rucksack mit ganzzahligem Volumen V € Z
e n kleinere Gegenstinde G; = (w;, v, b;),1 =1,...,n mit

— Volumen v; < V,v; € Z 4
— Wert w;,w; € Z,IP,IR
— Vorrat b;,b; € Z

1.2 Problemstellung: Rucksackproblem mit oberen Schranken

Finde Haufigkeiten x* = (z%,...,25)T € Z% der Gegenstinde G;,i = 1,...,n, die den Wert wlz*
der in den Rucksack gepackten Gegenstéinde maximiert, ohne dabei das Volumen des Rucksacks
zu iiberschreiten (vT'z* < V) und ohne die Vorratsbedingungen z* < b zu verletzen.

1.3 Mathematisches Modell: Rucksackproblem mit oberen Schranken

Ganzzahliges Lineares Optimierungsproblem

z=wlez — max
bei vTz < V
r < b
n
x € Z

mit V € Z,,v,be Z%,w e R

Bemerkung: Das ist ein Rucksackproblem mit oberen Schranken b; fiir die Haufigkeiten x; der
Gegenstéinde G; und nur eine mogliche Form eines Rucksackproblems. Andere wichtige Arten von
Rucksackproblemen sind:

e maxwl zbeivTz <V, z; € {0,1},v; € Z Binér
e maxwlx beivla <V, 2, € Z,,v; € Zy Unbeschrénkt
e maxw 'z beivlzx <V, z; € Z;,v; € Py Rational

Zum Teil kann man durch einfache Transformationen eine Form des Rucksackproblems in eine

andere tiberfithren. So kann man z.Bsp. obiges Rucksackproblem mit oberen Schranken b; durch

Einfithrung von Gegensténden éj und zugehorigen bindren Variablen y;, j = 1,...,m, mit my =
K3

Binéres Rucksackproblem umwandeln. Man hat also fiir jedes mégliche Exemplar des Gegenstandes

G; eine eigene Variable y;, m;j_1 < j < m; mit mg = 0, eingefiihrt. Das entsprechende binére

Rucksackproblem lautet nun:

Zle b; und W; = w;, U; = v; wobei i(j) = argmaz{k = 1,...,n|j < my = Zle b;} in ein

max Z;‘nznl @?yj
bei Z;nz"l @-Tyj <V
z € {0,1}

mitV€Z+,fj€Z,@j€B,1§jSmn

Aus der Losung y* € {0,1}™" des bindren Problems kann man wie folgt eine Losung des Aus-
gangsproblems mit oberen Schranken konstruieren:

m;
* *
€Ty = E Yi

mi—1+1



1.4 Voraussetzungen

Im Folgenden wird ein einfacher spezieller Algorithmus!' zur Losung des Rucksackproblems mit
oberen Schranken fiir die Variablen x; angegeben. Dabei setzen wir insbesondere eine Sortierung
der Gegenstéinde G; nach abnehmenden Quotienten %* voraus, es soll also gelten:

w w w
2> 2>
U1 V2 Un

Mit anderen Worten: Der erste Gegenstand hat den héchsten Wert pro Volumeneinheit, der letzte
den kleinsten Wert.

Falls die Daten nicht dieser Sortierungsbedingung geniigen, dann muss vor dem Anwerfen des
Algorithmus entsprechend sortiert werden. Im Folgenden gehen wir davon aus, dass die Sortierung
nach fallendem Wert pro Volumeneinheit vorliegt.

2 Greedy - Heuristik

Der Name , gefréaBig® beschreibt das Vorgehen dieses einfachen Niherungsalgorithmus? sehr gut:
Von dem am meisten Wert pro Volumeneinheit versprechenden Gegenstand werden soviele Exem-
plare wie moglich eingepackt und dann das verbleibende Volumen mit dem n#chstbesten Gegen-
stand gefiillt. Die Anzahl, wie oft ein Gegenstand G; eingepackt werden kann ist dabei begrenzt
durch das verfiighare (Rest)volumen V und die maximale Anzahl b;:

ZCZ‘:HliIl — 7bz‘
i

7

wobel |a| = max{k € Z |k < a} die grofite ganze Zahl bezeichnet, die kleiner als a € IR ist.

Algorithm 1 Greedy — Heuristik fiir Rucksackprobleme mit oberen Schranken

1: procedure GREEDY(V,v,b, g) > Niherungslosung mittels Greedy
Eingabe:
1% Volumen des Rucksacks n € Z4 Anzahl der Gegenstinde
v € Z% Volumen der Gegensténde be Z Vorrite der Gegensténde
Ausgabe:

g € Z% Haufigkeiten der Gegensténde
Require: Sortierung der Gegenstédnde so dass ';)’—11 > %2 > ... > Un o]t

Vo = vp
2: for i — 1,n do

3: g; < min { LUZJ ,bi}

4 VeV —uv*g

5: end for

6: end procedure

Der Wert der Greedy-Losung berechnet sich als Y | w;g;. Beachtenswert ist noch, dass die Wer-
te w; der Gegenstinde erst bei der Berechnung des Wertes gebraucht werden nicht aber zur
Bestimmung der Greedy-Losung g € Z% (das liegt an der speziellen Sortierung und den darauf
abgestimmten Algorithmus, der den Wert nicht mit berechnet).

1In der Vorlesung wurde ein allgemeiner B&B - Algorithmus angegeben, hier werden wir zwar Grundkenntnisse
iiber B&B aus der Vorlesung voraussetzen, ansonsten aber einen einfachen Algorithmus speziell fiir das Rucksack-
problem mit oberen Schranken erarbeiten. Weiterhin ist zu beachten, dass in der Vorlesung ein B&B-Algorithmus
fiir Minimierungsprobleme angegeben wurde, hier aber maximiert wird. Das heifit z.Bsp. dass hier obere und nicht
untere Schranken fiir Teilprobleme benétigt werden.

2Eine Heuristik ist ein Verfahren, das fiir eine Problemklasse in vielen Fillen ziemlich gute Resultate liefert,
allerdings ist dabei Optimalitdt nicht garantiert. Meist beruhen Heuristiken auf einfachen Beobachtungen an einigen
Beispielen. Oft erhélt man mit diesen im Vergleich zu exakten Verfahren (die die Optimalitidt garantieren) sehr
einfachen Algorithmen sehr gute Resultate in einem Bruchteil der Rechenzeit exakter Verfahren.



3 Ein spezieller Branch & Bound - Algorithmus fiir das
Rucksackproblem mit oberen Schranken

3.1 Schranken

Schranken (engl. bounds) werden im Branch & Bound — Verfahren benutzt, um Teilprobleme zu
bewerten, die durch die Verzweigung (engl. branch) entstanden sind: Bei einem max - Problem
wie dem Rucksackproblem will man durch die Schranke erfahren, ob die Abarbeitung eines Teil-
problems keine bessere Losung als die bisher beste gefundene Losung liefern kann. Wenn das so
ist, dann muss dieses Teilproblem nicht weiter untersucht werden (Schritt 6 im Algorithmus aus
der Vorlesung).

Im vorliegenden Fall von nach fallendem Wert pro Volumeneinheit sortierten Gegenstéinden erhélt
man sehr einfach zu berechnende obere Schranken®:

0 B N
By(V,i) = a*wi+(V*Oé*’Ui)})iill
mita:min{LinJ 751}
B3(‘7,i) = axwi+ Pwipt +(V —axuv — f* v ) 2t

wit o= win { [ Z] 0}, 8= min {[ Tz 1,1}

Die erste Schranke fiillt das komplette zur Verfiigung stehende Volumen V mit dem i-ten Gegen-
stand, und zwar ohne Riicksicht auf den Vorrat b; und Ganzzahligkeitsforderung. Diese beiden
Relaxationen fithren dazu, dass der Wert Bl(f/, 1) immer grofer oder gleich dem optimalen Wert
des Rucksackproblems mit dem Volumen V und den Gegenstéinden G;, Git1,- .., Gy ist. Damit
ist Bl(f/, i) eine obere Schranke fiir den aus dem Volumen Vzu erwartenden maximalen Wert.

Die beiden Schranken By (V,4) und Bg(V, i) sind verbesserte obere Schranken, d.h. es gilt

Bi(V,i) > By(V,i) > Bs(V ).

Die Verkleinerung der Schranke wird dabei durch eine weniger starke Relaxation erreicht, indem ein
bzw. zwei Gegenstinde (G; und G;41) maximal oft unter Beachtung der entsprechenden Vorréte
und der Ganzzahligkeit benutzt werden. Das jeweils verbleibende Volumen wird dann mit dem
nichsten Gegenstand (also G;y1 bzw. G;42) vollstéindig ausgefiillt (nun wieder ohne Vorrat und
Ganzzahligkeit zu beachten). Allerdings werden die Verbesserungen der Schranken durch einen
hoheren Berechnungsaufwand erkauft.
Ob der hohere Aufwand bei der Schrankenberechnung gerechtfertigt ist oder nicht kann nicht im
Voraus gesagt werden. Der Erfolg der Schranken héngt unter anderem von der Grofle des Problems
(Anzahl der Gegensténde), aber auch von den Daten (z.Bsp. Volumen des Rucksacks) und der sich
daraus ergebenden Verzweigungsstruktur ab.
Bei der Berechnung der verbesserten Schranken ist zu beachten, dass By(V,4) nur fiiri = 1,...,n—
1 und Bg(V, 1) nur fir i = 1,...,n — 2 definiert sind. Bei der Implementation kann man entspre-
chende Falluntescheidungen aber vermeiden, wenn man Hilfsgegenstéinde G,, 11 und G,,42 einfiihrt
mit

Un+1 = Unt2 = 1, Wn4+1 = Wn42 = 0, bn+1 = bn+2 = 0.

3.2 Algorithmus

Ein einfaches Branch & Bound - Verfahren ist in Algorithmus 2 angegeben. Die benutzte rekursive
Schreibweise erlaubt eine einfache Notation.

3Das ist nicht immer der Fall, oft ist die Schrankenberechnung viel teurer als hier, z.Bsp. kann die Schranken-
berechnung die Lésung eines Linearen Optimierungsproblems bedeuten.



Algorithm 2 Branch & Bound fiir Rucksackprobleme mit oberen Schranken

1: procedure BB(i, f/, v,w,b,x, z,x*, 2*) > Exakte Losung mittels Branch & Bound
Eingabe:
i € Z+ nichster/aktueller Gegenstand
14 aktuelles (Rest-) Volumen des Rucksacks n € Z, Anzahl der Gegenstidnde
v € Z% Volumen der Gegensténde w € IR Volumen der Gegensténde

be ZY Vorrite der Gegenstéinde
Ein-/Ausgabe:
x € Z  aktuelle Losung
z€IR Wert der aktuellen Losung
x* € Z  bisher beste gefundene Losung
z*elR Wert der bisher besten Lésung
Require: ’5—11 > 15—22 > > 11’]’—:, B sei eine der Schranken By, B oder Bs
if ¢ > n then

2:

3: Exit

4: end if 3

5: a < min UZL ,bi} > maximale Anzahl von G; in V
6: for kK —a,a—1,..,1,0 do > Haufigkeit von G; in jedem Schritt verringern
7 =k > Gegenstand G; k-mal einpacken
8: zZ=z+k- -w; > Wert dieser Losung
9: if z > z* then > Neue beste Losung gefunden?
10: Zre—z, " —=x > Neue beste Losung speichern
11: end if

12: V=V—-kuw > Restliches Volumen
13: b=DB(V,i+1) > Schranke fiir verbleibendes Volumen berechnen
14: if z* < z+ b then > Verzweigung verspricht Verbesserung von z* ?
15: Call BB(i + 1,V,v,w, b, x, z, %, 2*) > Rekursiver Aufruf
16: end if

17: end for

18: end procedure

Der Aufruf dieser rekursiven Routine hat dabei folgendermaflen zu geschehen:

Lz=0,z*=0 > Vektoren auf Null setzen
2:2=0,2=0
3: Call BB(1,V,v,w,b, x, z,x*, 2*) > Rekursiver Aufruf



4 Beispiele

V=26 n=3 ov=357T, w=(68107, ,b=(4,3,2)7

Benutztes Anzahl Anzahl Anzahl
Volumen | Schranken- | Schleifenkorper- | rekursiver
25 ||z} | x5 | x% vTx* | berechnung durchlaufe Aufrufe

Greedy | 40 4 2 0 22
Voll. Enum. | 44 41 0| 2 26 0 68 25
B&B, By | 44 41 0| 2 26 17 25 9
B&B, By | 44 41 0| 2 26 14 19 6
B&B, B3 | 44 41 0| 2 26 13 17 5

V=276, n=3, v=(3,577, w=(6,810)T, b= (14,33,32)7

Benutztes Anzahl Anzahl Anzahl
Volumen | Schranke | Schleifenkorper- | rekursiver
25 || 2y | x5 | x% vz | wirksam durchldufe Aufrufe

Greedy | 438 || 14 | 33| O 270
Voll.LEnum. | 444 || 14 | 30 | 12 276 0 13150 526
B&B, By | 444 || 14 | 30 | 12 276 507 526 20
B&B, By | 444 || 14 | 30 | 12 276 134 141 8
B&B, B3 | 444 || 14 | 30 | 12 276 114 119 6

phone: 030/2093-5820 fax: 030/2093-5859 e-mail: griewank@math.hu-berlin.de riehme@math.hu-berlin.de
http://www.mathematik.hu-berlin.de/~gaggle/MATHINF



