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Aufgabe 1. Sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Zeigen Sie, dass ein beliebiger Durchschnitt und eine endliche Vereini-
gung kompakter Teilmengen von X kompakt sind.

(b) Sei (2,)nen eine Folge in X. Zeigen Sie, dass () .y{zn|n > m} die

Menge der Haufungspunkte von (z,)nen ist.

meN

(c) Sei X kompakt. Zeigen Sie, dass U C X genau dann kompakt ist, wenn
U abgeschlossen ist.

(d) Sei K C X kompakt und (U;);c; eine Uberdeckung von K durch offene
Mengen in X. Zeigen Sie, dass es ein r > 0 gibt, sodass jede Kugel B, (z),
x € K in einer der Mengen U; liegt.

(8 Punkte)
Aufgabe 2. Seien (X,dx),(Y,d,) metrische Réume und A C X kompakt
sowie f: X — Y stetig. Zeigen Sie, dass f(A) kompakt ist.

(3 Punkte)
Aufgabe 3. Sei (X,d) ein beschrinkter metrischer Raum, d.h. es gibt ein
¢ > 0 mit d(z,y) < c fir alle z,y € X. Bezeichne T(X) die Menge al-

ler abgeschlossenen nichtleeren Teilmengen von X. Fir A, B C T(X) sei
p(A, B) :=sup,c d(x, B) und h(A, B) := max{p(A, B), p(B, A)}. Zeigen Sie:

(a) h ist eine Metrik auf 7'(X) (und heift tibrigends "Hausdorff Abstand’).
(b) Fur A,B,C,D C T(X) gilt: h(AU B,C U D) <max{h(A,C),h(B,D)}
(c) Ist X vollstandig, dann ist auch T'(X) vollsténdig.

(d) Ist X total beschrénkt, dann ist auch 7'(X) total beschrénkt.

(e) Ist X kompakt, dann ist auch 7'(X) kompakt.

[Hinweis zu (c): Sei (X,) eine Cauchyfolge in T'(X). Fir jedes n sei
Y, die abegschlossene Hiille der Vereinigung der Mengen X, .,, mit p €
N U {0}. Betrachten Sie den Durchschnitt der fallenden Folge (V).

(9 Punkte)
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