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21. Differenzierbarkeit

21.4 Sei H ein Hilbertraum mit dem Skalarprodukt {-,-). Die Norm in H ist dann gegeben
durch ||x|| :=+/{(x,x). Bekanntlich gilt die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

[ < lIxllllyll Y,y € H.

Wir betrachten die Abbildung f : H — R gegeben durch f(x) = ||x||,x € H. Dann ist f in
jedem Punkt x € H\ {0} differenzierbar und es gilt

h
Df(x)(h) = % VheH.
Beweis Sei x € H\ {0}. Zunaichts betrachten wir die Abbildung g = f2 = || - ||2. Fiir die

Richtungsableitung von g bekommt man

og - lxen|P—xl* . 2e(x,h) 422 |A|?
ah("> rgr(l) t rgr(l) t b )

Wir zeigen g ist differnzierbar in x mit Dg(x)(h) = 2(x, ). In der Tat, erhilt man

[+ Al = [|x]* = 2x, ) ||
1] I

—0 fir |k —0.

Sei h € H. Wir setzen ¢(z) := ||x +th| =+/g(x+th). Mit Hilfe der Kettenregel ergibt sich

(x, h)
I
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Es bleibt noch zu die Differenzierbarkeit zu zeigen. Fiir # € H bekommt man
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Beachtet man |||x|| — ||x+A||| < ||A]|, so ergibt sich unter Verwendung der Cauchy-Schwarzschen
Ungleichung
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Die rechte Seite konvergiert offensichtlich gegen O fiir ||| — 0.
Die zweite Ableitung. Die erste Ableitung Df bildet von H \ {0} in Y = Z(H,R) ab. Fiir
die zweite Ableitung haben wir somit

D’fe Z(H,%(H,R)) = %*(HxH,R).

Fiir die zweiten Ableitungen berechnet man
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fiir alle i,k € H. Wegen D?f(x)(h,h) e : > 0 ist D?f(x) nichtnegativ fiir alle

x € H\ {0}, also f konvex. !

21.5Sei X =c¢p:={x=(xx) CR| I}im xx = 0}, versehen mit der Norm

||x|| :== sup|xx|, x€X.
keN

Wir betrachten die Abbildung f(x) := ||x||,x € X. In welchen Punkten ist f differenzierbar?
Wir nehmen an, f ist in x € X differenzierbar. Wir definieren S := {k € N||x;| = ||x||}. Da
(x) eine Nullfolge ist, gilt S # 0. Wir berechnen nun die Richtungsableitungen in Richtung
ex = (0,...,0,1,0,...) (die 1 an der k-ten Stelle). Falls k € S mit x; = ||x|| so bekommt man
firt >0

ot tell — lxll_ et
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=1.

Nach Voraussetzung existiert die Richtungsableitung %(x) = 1. Demzufolge gilt

L lerre — ] _
t—0~ t
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D Setzt man ¢(¢) := f(x+th), so bekommt man ¢”(0) = D*f(x)(h,h) > 0. Somit ist ¢ konvex fiir jedes
x,h € H,x # 0. Hieraus folgert man, dass f konvex ist.



Das heifit es existiert # < 0, so dass ||x+tex|| < ||x|| = xk. Dies impliziert |x;| < x; fiir alle
I # k, da sonst ||x+reg|| = ||x|| gelten wiirde. Analog zeigt man im Falle ||x|| = —x, dass
|x;| < —x fiir alle [ # k. Somit ist f in x differenzierbar nur dann wenn S genau einem
Element besitzt.

Sei nun x € X, so dass ||x|| = |x| fiir genau ein k € N. Wir berechnen nun die Rich-
tungsableitungen von f in x in Richtung ¢; (I € N). Falls [ = k, so bekommt man leicht

L lletred — ]
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= sign(xg).

Ist [ # k, so gibt es wegen |x;| < ||x|| ein € > 0, so dass |x; +¢| < ||x| fiir alle || < €, also
|x+te|| = ||x|| fiir alle || < €. Dies impliziert g—g(x) = 0. Ist f in x differenzierbar, so gilt

Df(x)(h) = sign(xg)hy, heX.

Wir zeigen nun dass tatsichlich f in jedem Punkt x mit ||x|| = |x;| fiir genau ein k € N
differenzierbar ist. Da (x;) eine Nullfolge ist, gibt es ein [y € N, so dass |x;| < %||x|| fiir alle

[ > Iy. Dann existiert ein 0 < € < 3 |||, so dass |x;| < ||x|| —& fiir alle 7 € {1,...,Io} \ {k}.
Folglich

| < x| —e VIEN,I#k.

Nun sei & € X mit ||a|| < §. Dann |x; + k| < |x)| + |by| < [Jx]| = 5 fiir  # k und [x; + by >
| x[| = 5. Also |[x+ h|| = |xx + hy|. Hiermit erhilt man

[l +Afl — |l — signCo ) e+ — | — sign (o)
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was die Differenzierbarkeit von f in x zeigt.
[

21.6 Sei X ein normierter Raum. Sei U C X offen und sei f : U — R. Uberdies sei xy € X
mit

f(x0) = min f(x).

xeX
Existieren die Richtungsableitungen ?T{(JCO) fiir jedes h € X, so gilt

Ju
() =0 VheEX.

Ist auferdem f in xq differenzierbar, so gilt Df (xp) = 0.

Beweis Nach Voraussetzung existiert ein r > 0, so dass B,(xg) CU. Sei h € X\ {0} und
R:= m Definieren ¢(¢) := f(xo+th) fiirt € (—R,R). Dann nimmt ¢ in O ihr Minimum an.
Auf der anderen Seite ist ¢ in O differenzierbar und es gilt

80) = Sy =0



21.7 (Satz von Rolle) Sei U C R" offen und beschriinkt. Sei f:U — R stetig und in U
differenzierbar mit f|0U = 0. Dann existiert ein xo € U mit D f(xg) = 0.

Beweis Da U beschriinkt ist, folgt U ist kompakt. Somit nimmt f ihr Minimum bei x; € Uund
ihr Maximum bei x, = U an. Falls x; € U und x, € dU, so wiire f = 0, also Df(x) = 0 fiir
alle x € U. Falls x; € U, so ergibt sich nach 21.6 Df(x;) = 0 und falls x, € U, so ergibt sich
nach 21.6 Df(x2) = 0, womit die Behauptung bewiesen ist.
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