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7. Hilberträume

7.1 Definition Sei V eine Vektorraum. Eine bilineare Abbildung 〈·, ·〉 : V ×V → R heißt
Skalarprodukt auf V , falls

(i) 〈x,x〉> 0 ∀x ∈V \{0}, (ii) 〈x,y〉= 〈y,x〉 ∀x,y ∈V.

Das Paar (V,〈·, ·〉) heißt Prä-Hilbertraum.

7.2 Die Funktion |x| :=
√
〈x,x〉,x ∈V , definiert eine Norm auf V .

Beweis Offensichtlich ist |0| = 0 und |x| > 0 für alle x ∈ V \ {0}. Außerdem haben wir
|λx|=

√
〈λx,λx〉 = |λ||x|. Die Dreiecksungleichung folgt aus

|x+ y|2 = 〈x+ y,x+ y〉 = |x|2 +2〈x,y〉+ |y|2
ÜA
≤ |x|2 +2|x||y|+ |y|2

= (|x|+ |y|)2.

8. Stammfunktion

8.1 Definition Sei f : [a,b]→R. Eine differenzierbare Funktion F : [a,b]→R heißt Stamm-
funktion von f , falls F ′ = f . Wir nennen F auch das unbestimmte Integral von f , welches
mit

∫
f dx bezeichnet wird. Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Integral bis auf eine Kon-

stante eindeutig bestimmt ist.
Für a < c < d < b definieren wir das bestimmte Integral von f über [c,d] gemäß

d∫
c

f (x)dx = F(d)−F(c).

Anstelle von F(d)−F(c) schreibt man auch F(x)|dc . Das bestimmte Integral ist eindeutig
festgelegt.

8.2 Bemerkung Ist f eine positive Funktion, so liefert das bestimmte Integral
d∫
c

f (x)dx den

Inhalt der Fläche, welche begrenzt wird durch den Graphen von f und den Geraden x =
c,x = d,y = 0.
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8.3 Beispiele 1) Die Potenzfunktion f (x) = xα, (x > 0,α 6=−1). Die Stammfunktion zu f
lautet

F(x) =
xα+1

α+1
, x > 0.

2) Die Stammfunktion von f (x) = 1
x lautet F(x) = ln(x).

3) Die Exponentialfunktion f (x) = ax (a > 0). Die Stammfunktion zu f lautet

F(x) =
1

lna
ax, x > 0.

4) Die Logarithmusfunktion f (x) = lnx (x > 0). Die Stammfunktion von f ist

F(x) = x(lnx−1), x > 0.

5) Die Trigonometrischen Funktionen∫
sinxdx = −cosx,

∫
cosxdx = sinx,

∫
tanxdx =− ln(cosx)∫ 1

cos2 x
dx = tanx,

∫ 1
sin2 x

dx = −cotx

6) Hyperbelfunktionen∫
sinhxdx = coshx,

∫
coshxdx = sinhx

8.4 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung Sei f : R→R differenzierbar. Dann

b∫
a

f ′(x)dx = f (b)− f (a) ∀ −∞ < a < b < ∞.

Beweis Setzt man g(x) = f ′(x), so ist trivialerweise G(x) = f (x) eine Stammfunktion von g.

Die Aussage des Satzes folgt nun unmittelbar aus
b∫
a

g(x)dx = G(a)−G(b).

8.5 Prinzip der partiellen Integration Seien f ,g differenzierbar. Dann gilt∫
f ′g+ f g′dx = f g, bzw.

∫
f ′gdx = f g−

∫
f g′dx

Das heißt, eine Stammfunktion von f ′g+ f g′ ist die Funktion f g. Für das bestimmte Integral
bekommt man

b∫
a

f ′(x)g(x)+ f (x)g′(x)dx = f g|ba = f (b)g(b)− f (a)g(a).
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Beweis Mit Hilfe der Produktregel folgt ( f g)′= f ′g = f g′. Dies liefert die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung.

8.6 Beispiele 1) Sei f (x) = x2ex. Dann gilt x2ex = x2(ex)′. Somit∫
f dx =

∫
x2(ex)′dx = x2ex−

∫
(x2)′exdx = x2ex−2

∫
xexdx

Analog folgt aus xex = x(ex)′

−2
∫

x(ex)′dx = −2xex +2
∫

exdx = −2xex +2ex.

Dies liefert ∫
f dx = (x2−2x+2)ex.

2) Wir betrachten die Funktion f (x) = sin2 x. Dann haben wir f (x) =−sinx(cosx)′. Also∫
f dx = −

∫
sinx(cosx)′dx = −sinxcosx+

∫
(sinx)′ cosxdx

= −sinxcosx+
∫

cos2 xdx

Wegen sin2 x+ cos2 x = 1 folgt cos2 x = 1− f (x). Hiermit ergibt sich∫
f dx = −sinxcosx+

∫
1− f dx = −sinxcosx+ x−

∫
f dx.

Nach Auflösen bekommt man∫
sin2 xdx =

1
2
(x− sinxcosx).

8.7 Substitutionsregel Sei f : [a,b]→ R integrierbar. Sei g : [c,d]→ [a,b] differenzierbar
und strikt monoton. Dann ist ( f ◦g)g′ : [c,d]→ R integrierbar und es gilt∫

f (x)dx =
∫

f (g(y))g′(y)dy.

Die Substitutionsregel wurde hier wie folgt angewandt:

x = g(y), dx = dg = g′(y)dy.

8.8 Beispiele 1) Wir betrachten die Funktion f (x) = 1
1+x2 . Wir verwenden die Substitution

x = g(y) = tany, dx = dg =
1

cos2 y
dy.
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Wegen 1+ x2 = 1+ tan2 y = 1
cos2 y erhält man

∫ 1
1+ x2 dx =

∫ 1
1

cos2 y

1
cos2 y

dy =
∫

dy = y = arctanx.

Wir betrachten die Funktion f (x) = x
1+x2 . Wir verwenden die Substitution

y = h(x) = x2, dy = dh = h′(x)dx = 2xdx.

Man erhält xdx
1+x2 = 1

2
dy

1+y und hiermit∫ x
1+ x2 dx =

1
2

∫ dy
1+ y

=
1
2

ln |1+ y|= 1
2

ln |1+ x2|.

8.9 Partialbruchzerlegung Um gebrochen rationale Funktionen zu integrieren, benutzt man
die sogenannte Partialbruchzerlegung. Wir betrachten zunächst eine Funktion

f (x) =
1

(x−a1) · . . . · (x−an)
, x 6= ai.

Der Ansatz der Partialbruchzerlegung lautet hierbei

f (x) =
A1

x−a1
+ . . .+

An

x−an
, Ai = const .

Dies führt zu einem linaren Gleichungssystem der Form
b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

 ·
A1

...
An

 =

0
...
1

 .

Für das Integral von f erhält man∫
f dx = A1 ln |x−a1|+ . . .+An ln |x−an|.

8.10 Beispiele 1) Wir betrachten die Funktion f (x) = 1
x2−1 = 1

(x−1)(x+1) . Wir machen den

Ansatz

1
(x−1)(x+1)

=
A1

x−1
+

A2

x+1
=

(A1 +A2)x+A1−A2

(x−1)(x+1)

Aus dem Koeffizientenvergleich folgert man A1 +A2 = 0 und A1−A2 = 1. Also A1 = 1
2 und

A2 =−1
2 . Die Stammfunktion von f berechnet sich nun wie folgt∫

f dx =
1
2

ln |x−1|− 1
2

ln |x+1| = 1
2

ln
∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣.
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2) Wir betrachten die Funktion f (x) = 1
(x−2)(x+1)(x+3) . Wir machen den Ansatz

1
(x−2)(x+1)(x+3)

=
A1

x−2
+

A2

x+1
+

A3

x+3
.

=
A1(x+1)(x+3)+A2(x−2)(x+3)+A3(x−2)(x+1)

(x−2)(x+1)(x+3)

=
(A1 +A2 +A3)x2 +(4A1 +A2−A3)x2 +3A1−6A2−2A3

(x−2)(x+1)(x+3)
.

Aus dem Koeffizientenvergleich ergibt sich das lineare Gleichungssystem

A1 +A2 +A3 = 0
4A1 +A2−A3 = 0

3A1−6A2−2A3 = 1.

Die Lösung lautet: A1 = 1
15 ,A2 =−1

6 ,A3 = 1
10 . Hiermit ergibt sich∫

f dx =
1

15
ln |x−2|− 1

6
ln |x+1|+ 1

10
ln |x+3|.
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