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7. Hilbertraume

7.1 Definition Sei V eine Vektorraum. Eine bilineare Abbildung (-,-) : V x V — R heilit
Skalarprodukt auf V, falls

i) (x,x) >0 VxeV\{0}, (ii) (x,y) = (y,x) Vx,yeV.
Das Paar (V, (-,-)) heift Pri-Hilbertraum.
7.2 Die Funktion |x| :=/(x,x),x € V, definiert eine Norm auf V..
Beweis Offensichtlich ist 0] = 0 und |x| > O fiir alle x € V \ {0}. AuBerdem haben wir
|Ax| =y/(Ax,Ax) = |A||x|. Die Dreiecksungleichung folgt aus

2 _ — k242 2U<A ) 2
x+y|" = (x+y,x+y) = [x[7+200y) + |7 < |x]7+F2x|[y[+ |y
2
= (x| + [y~

8. Stammfunktion

8.1 Definition Sei f : [a,b] — R. Eine differenzierbare Funktion F : [a,b] — R heilt Stamm-
funktion von f, falls F/ = f. Wir nennen F auch das unbestimmte Integral von f, welches
mit [ fdx bezeichnet wird. Es sei darauf hingewiesen, dass dieses Integral bis auf eine Kon-
stante eindeutig bestimmt ist.

Fiir a < ¢ < d < b definieren wir das bestimmte Integral von f iiber [c,d]| gemi

d
/ F(x)dx = F(d)—F(c).

Anstelle von F(d) — F(c) schreibt man auch F(x)|¢. Das bestimmte Integral ist eindeutig
festgelegt.

d
8.2 Bemerkung Ist f eine positive Funktion, so liefert das bestimmte Integral [ f(x)dx den

c
Inhalt der Flache, welche begrenzt wird durch den Graphen von f und den Geraden x =
c,x=d,y=0.



8.3 Beispiele 1) Die Potenzfunktion f(x) =x% (x> 0, # —1). Die Stammfunktion zu f
lautet

a1

2) Die Stammfunktion von f(x) = 1 lautet F(x) = In(x).
3) Die Exponentialfunktion f(x) = a*(a > 0). Die Stammfunktion zu f lautet

4) Die Logarithmusfunktion f(x) =Inx (x > 0). Die Stammfunktion von f ist
F(x)=x(Inx—1), x>0.

5) Die Trigonometrischen Funktionen

/sinxdx = —COSX, /cosxdx = sinx, /tanxdx: —In(cosx)

1 1
/ dx = tanx, / dx = —cotx

cosZx sin? x

6) Hyperbelfunktionen

/ sinhxdx = coshux, / coshxdx = sinhx

8.4 Hauptsatz der Integral- und Differentialrechnung Sei f : R — R differenzierbar. Dann
b
/f’(x)dx — f(b)— fla) V—wo<a<b<o.

Beweis Setzt man g(x) = f’(x), so ist trivialerweise G(x) = f(x) eine Stammfunktion von g.
b
Die Aussage des Satzes folgt nun unmittelbar aus [ g(x)dx = G(a) — G(b).

a

8.5 Prinzip der partiellen Integration Seien f, g differenzierbar. Dann gilt

/f/g—f—fg/dx = fg, Dbzw. /f/gdx = fg—/fg’a’x

Das heift, eine Stammfunktion von f'g+ fg' ist die Funktion fg. Fiir das bestimmte Integral
bekommt man

b

/f’(X)g(X) +f(x)g ()dx = fglo = f(b)g(b) — f(a)g(a).

a



Beweis Mit Hilfe der Produktregel folgt (fg)’ = f'g = f¢'. Dies liefert die erste Behauptung.
Die zweite Behauptung folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz der Integral- und Differential-
rechnung.

[

8.6 Beispiele 1) Sei f(x) = x*¢*. Dann gilt x>¢* = x?(e*)’. Somit
/fdx = /xz(ex)'dx = x%e" — /(xz)'exdx = xzex—Z/xexdx
Analog folgt aus xe* = x(e*)’
—2/x(ex)'dx = —2xex+2/exdx = —2xe' +2¢".
Dies liefert
/fdx = (x* —2x+2)e".
2) Wir betrachten die Funktion f(x) = sin®x. Dann haben wir f(x) = —sinx(cosx)’. Also
/fdx = —/sinx(cosx)’dx = —sinxcosx+/(sinx)’cosxdx

= —sinxcosx+/cos2xdx
Wegen sin” x4 cos”x = 1 folgt cos”x = 1 — f(x). Hiermit ergibt sich
/fdx = —sinxcosx—l—/ 1— fdx = —sinxcosx+x—/fdx.
Nach Auflosen bekommt man
) 1 .
sin” xdx = E(x— SINXCOSX).

8.7 Substitutionsregel Sei f : [a,b] — R integrierbar. Sei g : [c,d] — [a,b] differenzierbar
und strikt monoton. Dann ist (fog)g’ : [c,d] — R integrierbar und es gilt

[ s = [ (1) 0)dy.

Die Substitutionsregel wurde hier wie folgt angewandt:

x=g(y), dx=dg=g(y)dy.
8.8 Beispiele 1) Wir betrachten die Funktion f(x) = ﬁ Wir verwenden die Substitution

1
cos?y

x=g(y) = tany, dx =dg = dy.



1

Wegen 1 +x> = 1 +tan’y = oy erhilt man
1 1 1
d:/— d:/d: = arctanux.
/ 12 coby cos2y™” y=J *
Wir betrachten die Funktion f(x) = {75;. Wir verwenden die Substitution

y =h(x) =x%, dy = dh = N (x)dx = 2xdx.

51¢ xdx 1 dy . .
Man erhilt 75=5 2 T 214y und hiermit

X 1 dy 1 1 >
dr =~ [ -2 = Zljl4y/=-In|1+42].
/1+x2 * 2/1+y p Iyl =3[l +x]

8.9 Partialbruchzerlegung Um gebrochen rationale Funktionen zu integrieren, benutzt man
die sogenannte Partialbruchzerlegung. Wir betrachten zunichst eine Funktion

1
X) = ,  XF#a;.
f) (x—ay)-...-(x—ayp) 7 a
Der Ansatz der Partialbruchzerlegung lautet hierbei
A
flx) = L 4 42" A;=const.
X—a X—ay

Dies fiihrt zu einem linaren Gleichungssystem der Form

byi by ... by Al 0
b1 by ... by, _
bnl bn2 bnn An 1

Fiir das Integral von f erhélt man

/fdx:A1 Injx—aj|+...+A,In|x—a,|.

8.10 Beispiele 1) Wir betrachten die Funktion f(x) = lel = (x_l)l(x 1 Wir machen den
Ansatz
1 Aq Ap (Al —|—A2)X+A1 —As
prm— + prm—
(x—1D(x+1) x—1 x+1 (x=1)(x+1)
Aus dem Koeffizientenvergleich folgert man A; +A =0und A| —Ay = 1. AlsoA| = % und
Ay = —%. Die Stammfunktion von f berechnet sich nun wie folgt
1 1 I jx—1
— Infx—1]— -1 1:—1‘ ‘
/fdx 2n\x | 2n]x+ \ i P

4



2) Wir betrachten die Funktion f(x) = m Wir machen den Ansatz

1 A A A
(x—2)(x+1)(x+3) x—2+x+1+x+3'
A+ D) (x43) + A2 (x = 2) (x+3) +A3(x —2)(x + 1)

N (x=2)(x+1)(x+3)

_ (Al + A —I—A3)x2 + (4A1 + A, —A3)X2 +3A| —6A; —2A3
(x—=2)(x+1)(x+3) '

Aus dem Koeffizientenvergleich ergibt sich das lineare Gleichungssystem

A1+A2+A3 =0
4A1+A»—A3 =0
3A1 —6A, —2A3 = 1.

Die Losung lautet: A; = %,Az = —%,A3 = %. Hiermit ergibt sich

1
/fdx_ L 2;--1nyx+1\+—1n|x+3y



