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11. Stetigkeit

11.1 Definition Sei f : X — f, wobei X C R. f heilit stetig im Punkt x € X, falls fiir jedes
€ > 0 ein d = (g, x) existiert, so dass

fx)—f)] <e VyeX mit |x—y <3
Die Funktion f heilt gleichmdfig stetig, falls fiir jedes € > 0 ein 8 = §(¢€) existiert, so dass

f(x)—f(y)] <e VxyeX mit [x—yl <3

11.2 Beispiel Die Funktion f(x) =/x ist gleichméBig stetig auf [0, 1].

Beweis Sei € > 0 beliebig gewihlt. Wir setzen § = §(¢) = 2. Seien 0 < x < y < 1 mit
y —x < 0. Dann erhalten wir

VI Vi = R .
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12. Funktionenfolgen

12.1 Definition Sei X C R. Eine Funktionenfolge f,, : X — R konvergiert punktweise gegen
eine Funktion f : X — R, falls fiir jedes x € X :

fa(x) = f(x) in R fiir n— oo,

Die Funktionenfolge (f,) konvergiert gleichmdfig gegen f : X — R, falls fiir jedes € > 0
existiert ein n(€) € N, so dass

Ifn(x)—f(x)| <e VxeX, Vn>n(e).

12.2 Beispiel 1) Die Funktionenfolge f;,(x) := x" — x*" mit x € [0, 1] konvergiert punktweise
gegen f(x) = 0 aber nicht gleichméBig. In der Tat, die Funktion f,(x) nimmt ihr Maximaum
bei x, = 271" mit f,(x,) = 1. Somit (f,) nicht gleichmiBig konvergent.

12.3 Sei f, : X — R eine Funktionenfolge mit |f,(x)| > o > 0 fiir alle x € X, welche gegen
f: X — R gleichmdfig konvergiert. Dann konvergiert die Folge g, = ]% gleichmdiflig gegen

8§=7



Beweis. Aus der Konvergenz f,,(x) — f(x) und der Voraussetzung ergibt sich | f(x)| <o >0
fiir alle x € X. Sei € > 0 beliebig gewihlt. Nach Voraussetzung existiert n(€) € N, so dass

[fa(x) = f(¥)] <@g VxeX, Vn>n(e)
Hiermit folgert man

1 L @) =f@)] _ [falx) = f(0)]

M) fET @A T o’

fiir alle x € X und n > n(e).

<€

12.4 Gegeben sei die Funktionfolge f, : [—1,1] — R durch
fulx) :=vnWn+x—/n—x), xe[-1,1], neN.

Dann konvergiert ( f,,) konvergiert gleichmifig gegen f(x) = x.

Beweis. Elementar berechnet man

. ) = V/n2x
I} =l ) = e i
2x

VI

Wir zeigen, dass

\/1+f+\/1 Y .2 gleichmiBig fiir 1 — oo.
n n

Dies folgt unmittelbar aus der Abschétzung

1
n
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‘\/ n \/ n ‘,/1+§+1 VI=EZ+1]~

Unter Verwendung von 12.3 sieht man, dass

1
— = leichmiaBig fiir n — oo.
VI B

Hieraus ergibt sich die Behauptung, beachtet man die Beschrinktheit des Intervalls [—1,1].

13. Funktionenreihen
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13.5 Seien f,,g: X — R(n € N). Zeigen Sie, die Funktionenreihe Y. f,(x) konvergiert
n=1

gleichmdflig gegen f falls

1) Die Reihe Y. f,(x) konvergiert gegen g(x) fiir alle x € X,
1

n—=

2



2) Es existiert eine konvergente Reihe positiver Zahlen (Majorante) Y. a,, so dass
n=1

|fi(x)] <a, VxeX, VneN.

Beweis Sei € > 0. Dann existiert ein m(€) € N, sodass Y,._,, a, < € fiir alle m > m(€). Dann
haben wir

lg(x) — Sm—l(x)‘ =

an(x)‘ < Zan <e Vm>m(e), VxeX.
n=m n=m

Somit konvergiert die Reihe gleichmiBig gegen g.



