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Aufgabe 21. Sei (X,),>o eine Folge von reellwertigen Zufallsvariablen und 7 eine Stopzeit
beziiglich der Filtration F,, := (X, ..., X,), n > 0. Zeigen Sie, daf§ fiir alle w,w’ €  und
alle n € IN gilt:

Xi(w) = Xg (') fiir k=0,...,n = 7(W)An=7W")An.

(4)

Aufgabe 22. Sei (2, F, IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (F,)nen, ein Filtration von F und
X = (Xn)nen ein (Fp)new,-adaptierter reellwertiger Prozefl mit IE(|X,|) < oo fiir n € IN.
Fiir jede beschrinkte Stopzeit T sei IE(X7) = [E(X)).

Zeigen Sie, dafl X ein Martingal ist. (4)

Aufgabe 23. Sei (X,,),>0 ein Martingal auf (2, F,IP) beziiglich der Filtration (F,),>o. Sei
Q ein weiteres Wahrscheinlichkeitsmafi auf (2, F), so dafl IP eine Dichte Z beziiglich Q
besitzt. Fiir n € INg sei Z,, = Eq(Z | F,). (Der Index “Q” bei [Eq soll andeuten, daf8 die
bedingte Erwartung beziiglich des Wahrscheinlichkeitsmafles Q gebildet wird.)

Zeigen Sie: Der Proze8 (X, Z,)n>¢ ist eine Martingal beziiglich Q. (4)

Aufgabe 24. Sei (X,,),cz- eine Rickwdrtsmartingal beziiglich der Filtration (F,),cz-, d.h.

es ist (F,),ecz- eine Familie von Unter-o-Algebren von F mit F D Fy D Fi_ ..., und jedes
X, ist integrierbar und F,-mefibar mit X, ; = IE(X,|F, 1). Zeigen Sie:
X o :=lim,, o X, existiert IP-fast sicher (ohne Zusatzvoraussetzungen!). (4)
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