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Ubungen zur stochastischen Analysis

Aufgabe 1. Sei X = (X¢):»0 ein beliebiger R%wertiger stochastischer ProzeB und 7
eine Stopzeit beziiglich der Filtration FX := o(Xs:0<s<1),t>0.
Seien w,w’ € ) mit

Xi(w) = Xy(o') fiirallet € [0,7(w)] NR*,
Zeige, dass 7(w) = 7(w') ist. (4)

Aufgabe 2. Sei H € (0,1) und X ein reellwertiger, zentrierter GauBprozefl zur Kova-
rianzfunktion

p(s,t) := Cov(X,, Xy) = %(tQH + 52— — s|2H), s,t > 0.
Zeige:

(i) X hat stationire Zuwichse, die im Fall # = I auch unabhéngig sind. (2)
(i1) X ist stetig modifizierbar. (2)
(iii) Fir jedes ¢ > 0 sind die Prozesse (Xct>t20 und (CHXt>t20 verteilungsgleich. (1)
(iv) X ist an jeder Stelle ¢ > 0 fast sicher nicht differenzierbar: Es gilt

Xign — X
lim sup Dk T2 s TP-fs.
h—0 h

(Anleitung: Zu M > 0 und n € N betrachte die Ereignisse

Xipn — X
A, =qwe:  sup Dith TR S M
he(0,31nQ h
und verwende (iii), um P(N)2, A,,) = 1 zu zeigen.) (3)

(Hinweis: Verwende den Stetigkeitssatz von Kolmogorov:
Sei X = (X)s>0 ein R-wertiger stochastischer ProzeB. Es gebe Konstanten 3,~, M > 0,
so dass

E|X; — X, <Mt —s|'"" Vs, t>0



erfiilllt ist. Dann existiert eine stetige Modifikation von X, die lokal Holder-stetig von jeder
Ordnung ¢ € (0, g) ist.)
Aufgabe 3. Sei F': [0,1] = R eine stetige Funktion mit folgender Eigenschaft:

Fiir jede stetige Funktion £ : [0, 1] — R und jede Nullfolge (7, ..., 1} )nen von Partitionen
von [0,1] (dh. 0 =1} <... < i =1 stets und max;<i<p, (1t — 17 ;) — 0) existiert

Tim Y (L )(F(E) = F(EL),

Zeige, dass F' von beschrankter Variation ist. (4)
(Hinweis: Verwende den Satz von Banach-Steinhaus:

Seien X,Y Banachrdume, (7,),ca eine Familie beschrankter linearer Operatoren von X
nach Y, so dass sup_ 4 || Toz|| < oo fiir alle z € X. Dann ist sup 4 ||Ta|| < o0.)
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