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Ubungen zur stochastischen Analysis

Aufgabe 4. Sei (Z,,),,>o eine Folge unabhingiger, N (0, 1)-verteilter Zufallsgréfen und
By = ZnhGa(t)
n=0

die zugehorige (aus der Vorlesung bekannte) Wavelet-Darstellung der Brownschen Bewe-
gung auf [0, 1]. Dazu definieren wir einen weiteren stochastischen Prozef§ (die Brownsche
Briicke)

U= ZudaGa(t), t€[0,1].
n=1

Zeige:
(1) Ut = Bt — tBl fir allet € [0, 1] (2)
(ii)) Cov(Us,Uy) =s(1 —t) fir 0 < s <t < 1. (1)

(iii) Bestimme Funktionen g : [0,1] — R und A : [0,1] — [0,1], so dass die Kovarianz-
funktion des durch
Xt = g(t)Bh(t)

definierten Prozesses mit der von U iibereinstimmt. (3)

(iv) Der durch
Y= (1 +)Uyasy, t>0

definierte stochastische Prozef} ist eine Brownsche Bewegung auf [0, c0). (2)

Aufgabe 5. Sei (Q,F,IP, (F;);>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und 7 eine
Stoppzeit.
Fr={AeF: An{r<t}e R Vt>0}

heiflt o-Algebra der 7-Vergangenheit. Zeige:
(i) F; ist in der Tat eine o-Algebra, und 7 ist F,-meflbar. (2)

(ii) Ist o eine weitere Stoppzeit, so ist auch o A 7 eine Stoppzeit, und es gilt F ., =
F:NF,. Jede der Mengen {1 < o}, {T <o}, {Tr =0} ist in F, N F, enthalten. (3)



(iii) Sei Y eine integrierbare Zufallsgrofie. Dann gilt IE[Y|F,| = E[Y|Fr] IP-f.s. auf
{r <o} (2)

Aufgabe 6. Finde einen filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (2, F, P, (F;)¢>0) und
einen darauf definierten stetigen adaptierten Prozef8 (X;);>o sowie eine offene Menge U C
R, so dass die Ersteintrittszeit 7y := inf{t > 0: X; € U} keine Stoppzeit, sondern nur eine
Optionszeit ist (d.h. {7y < t} € F; fiir alle t > 0). (4)

Aufgabe 7.

(i) Zeige: Ist (W});>o eine eindimensionale Brownsche Bewegung, so ist
X2 = exp(aW, — €t), t>0 (*)
fiir jedes o € R ein Martingal. (2)

(ii) Beweise auch die folgende Umkehrung dieser Aussage:
Sei (2, F,IP, (F;)i>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und W = (W) ein
reellwertiger, stetiger, beziiglich (F;) adaptierter Proze mit Wy = 0. Zeige:

Ist der durch (*) definierte Prozef§ X fiir jedes oo € R ein Martingal, so ist W eine
Brownsche Bewegung beziiglich (F;) (siehe die untenstehende Definition). (Hinweis:
Ist Y eine ZufallsgroBe, G C F eine Unter-o-Algebra und IE[e Y |G] fiir A in einer
Nullumgebung konstant und endlich, so ist ¥ unabhéngig von G.) (4)

Definition. Sei (Q2, F, P, (F;):;>0) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum. Ein reellwer-
tiger stochastischer Proze W = (W})>o heifit Brownsche Bewegung beziiglich (F;), wenn
gilt:

(i) W

(iii) fiir 0 < s < tist W, —W; unabhéingig von F; (“W hat (F;)-unabhingige Zuwichse.”),
(iii) fir 0 <s <tist W, — Wy N(0,t — s)-verteilt,

(iv) t— Wi(w) ist stetig fiir alle w € 2.

(Eine Brownsche Bewegung im Sinne der Definition aus der Vorlesung ist also stets eine
Brownsche Bewegung beziiglich ihrer kanonischen Filtration.)
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