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Ubungen zur stochastischen Analysis

Aufgabe 20. Sei (X3,Y;), t > 0, eine zweidimensionale Brownsche Bewegung, A > 0
und 7 := inf{t > 0: | X;| = A}. Zeige, dass Y; die Dichte
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besitzt. (4%)

Aufgabe 21. Ein (stetiger) adaptierter Proze X = (X;);>¢ auf einem filtrierten Wahr-
scheinlichkeitsraum (2, F,IP, (F;);>0) heifit lokales Martingal, falls eine Folge (7,,)n>0 von
Stoppzeiten mit 7,, — oo IP-fast sicher existiert, so dass der ProzeB (Xia.,)i>o fiir jedes
n € N ein Martingal ist.

Sein nun X ein stetiges lokales Martingal. Zeige:

(i) Ist 7 eine Stoppzeit, so ist auch (Xa-)s>o €in lokales Martingal. (2%)
(ii) Ist X; > 0 fiir alle ¢ > 0, so ist X ein Supermartingal. (2%)
(iii) X ist genau dann ein Martingal, wenn die Menge

M(X,c) ={X, : 7 (F;)-Stoppzeit mit 7 < ¢}
fiir jedes ¢ > 0 gleichgradig integrierbar ist. (4%)
Aufgabe 22. Sei (A;)i>o ein beschrénkter, stetiger, wachsender reellwertiger Prozef

mit Ay = 0 auf einem filtrierten Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, IP, (F;)i>0), und sei Z eine
beschriankte Zufallsgréfie. Zeige:
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