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Ubungen zur Vorlesung “Stochastik I”

Aufgabe 1. Sei () eine iiberabzéhlbare Menge. Zeige:
a) Das Mengensystem .# := {F C Q: F oder Q) F ist abzédhlbar} ist eine o-Algebra.

b) Die durch
falls F' abzihl
P(F) = 0, falls F' abzihlbar,
1, falls Q\ F abzihlbar,

definierte Mengenfunktion P : .# — [0, 1] ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf.
Aufgabe 2. Es sei  eine nichtleere Menge und % = {F C Q: |F| < oo} das System

der endlichen Teilmengen von Q. Ferner sei Q : .# — [0,1] eine Abbildung mit folgenden
Eigenschaften:

(l) Q(F1 UFQ) = Q(Fl) + Q(FQ) fir alle Fy, Fs € F mit F1 N Fy = @,
(i) Ve >03F. € F: Q(F) >1—e.

Zeige, dass es genau ein diskretes Wahrscheinlichkeitsma P auf P(Q) mit P|.% = @Q gibt.
(Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf P(2) heiit diskret, falls es eine abzihlbare Menge Qy C €2
mit P(Qp) = 1 gibt.)

Aufgabe 3. Zeige, dass es kein Wahrscheinlichkeitsmaf§ P : P(R) — {0,1} mit P({z}) =0
fiir alle x € R gibt.

Aufgabe 4. Sei Q eine nichtleere Menge. Ein Mengensystem % C P(2) heifit Dynkin-System,
falls gilt:

(i) Qe Z,
(ii) A, Be #,ACB =B\ Ac %,
(iii) (As)ien C F, (A;)ien paarweise disjunkt = U2, A; € F.

Fir & C P(Q) sei D(&) das kleinste Dynkin-System, das & enthélt. Zeige:
Ist & durchschnittstabil, d.h. aus F, Es € & folgt F1 N Ey € &, so gilt

D(&) = o(&).
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