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Aufgabe 5. (4 Punkte)

Zeige, dass es keine o-Algebra gibt, die aus abzihlbar unendlich vielen Elementen besteht.
(Hinweis: Sei (©2,.#) ein mefibarer Raum und .# = o(&). Ist & abzéhlbar unendlich, so ist
F uberabzahlbar.)

Aufgabe 6. (2+2+3 Punkte)

a) Es sei () eine nichtleere Menge, % eine o-Algebra iiber Q und A C Q. Zeige:

O'(yU{A}) :{(BlﬂA)U(BgﬂAC): Bi,Bs € f}

b) Sei Q := R := RU {#oo0} und & := & := 6(B U {+o0} U {—00}). Zeige, dass & aus
allen Mengen der Form

B,BU{+c0},BU{—x},BU{to0}
mit B € Z besteht.

c) Sei (Q,#) ein mefbarer Raum. Eine numerische Funktion ist eine Zufallsvariable
X : Q — R, also eine (%, #)-meBbare Funktion.

Sei nun X, : @ - R, n € Ny, eine Folge reeller Zufallsvariablen. Zeige, dass

lim sup X,,, liminf X,,
n—00 n—00

numerische Funktionen sind, und dass jede der Mengen
{X; = Xo}, {nli)noloXn existiert}, { Xy = nan;oXn}

in % liegt. Folgere hieraus, dass Y (w) := lim,_, X, (w) eine Zufallsvariable ist, falls
dieser Grenzwert fiir alle w € () existiert.

Aufgabe 7. (343 Punkte)
Sei (2, %) = (R,#) und X : Q — R eine Funktion. Zeige:
a) Ist X monoton wachsend, so ist X eine Zufallsvariable.

b) Ist X differenzierbar, so ist X' eine Zufallsvariable.



Aufgabe 8. (6 Punkte)

Es sei (©2,.%) ein mefibarer Raum mit Q # 0 und (P,)nen eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmaflen, derart dass P(A) := lim, o, P, (A) fiir alle A € % existiert. Zeige, dass P ein
Wahrscheinlichkeitsma$ ist.

Nimm dazu an, dass dies nicht der Fall ist, und dass es eine Folge A1 D A2 D ... von Men-
gen A, € #, n € N, gibt mit NS, A4, = 0, fir die jedoch lim,_,, P(A4,) =: n > 0 gilt.
Konstruiere den gewiinschten Widerspruch durch Herleiten der folgenden Aussagen:

i) Zu0<e < %7} existieren Teilfolgen (A, )ken und (P, )ren sowie ein N € N, so dass
gilt:

(1) P(AN\ 4,) <eVn >N,
(2) P (An,) <€, Py (AN \ Ap,_,) <eund P, (An \ 4,,) >n—2cfirk e N

ii) Fir By := Ay, , \ Ap, gilt P, (By) >n —3c und P;, (An \ By) < 2¢, k € N.

iii) Betrachte nun die Menge B = U2 ; Byy_1, um einen Widerspruch zu erhalten.
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