Humboldt-Universitit zu Berlin
Bereich Stochastik Blatt 6

Prof. Dr. Peter Imkeller SS 2003
Dierk Peithmann, Christian Kiichler

Ubungen zur Vorlesung “Stochastik I”

Aufgabe 23. (243 Punkte)

Betrachte das aus der Vorlesung bekannte Polya’sche Urnenmodell zu den Parametern s, w, c.
Sei S, die Anzahl der gezogenen schwarzen Kugeln nach n Ziigen. Zeige:

a)
() )

P(S,=1)= (_(s+w)/c)

fir! =0,...,n

Dabei ist fir r € R, kK € Ny (,:) = Hf é k—l der allgemeine Binomialkoeffizient. Das
Wahrscheinlichkeitsmaf§ Pg, auf {0,...,n} heift Polya-Verteilung zu den Parametern
n,s,w,c.

b) Es ist
P(S,=1) = /015%,%(;7) B, ({I}) dp firi=0,...,n
Dabei ist fiir a,b > 0
Bap(x) = B(a,) 'z 11 —2)""!,  O<z<1,

wobei B(a,b) fo @=1(1 — )’ dz. Das zu Ba,p gehorige Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
10, 1] heif}t Beta—Vertellung zu den Parametern a, b.

Das Polya’sche Urnenmodell ist also dquivalent zu einem Urnenmodell mit Zuriickle-
gen, bei dem zuvor in einem beta-verteilten Zusatzexperiment das Verhiltnis zwischen
schwarzen und weilen Kugeln festgelegt wird. (Hinweis: B(a + 1,b) = ;%3 B(a,b).)

Aufgabe 24. (4 Punkte)

Im Abstand a > 0 iiber einer Geraden befindet sich eine Glithbirne. Diese strahlt gleichmifig
in alle Richtungen, die die Gerade irgendwann treffen. X bezeichne den Auftreffpunkt eines
Lichtstrahls auf der Geraden. Zeige, dass X die Verteilungsdichte

— - eR
T ——————, T
m(a? + z2)’ ’

besitzt. Das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmafl heifit Cauchy- Verteilung zum Parameter a.

Aufgabe 25. (4 Punkte)

Bestimme die Wahrscheinlichkeit p}? dafiir, dass eine zuféllige Permutation der Menge {1,...,n}
genau k € {0,...,n} Fixpunkte hat, und untersuche das Verhalten von p} fiir n — oo.



Aufgabe 26. (2+3 Punkte)
Sei (92, #,1P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : 2 — R eine Zufallsvariable. Zeige:

a) Ist X(Q) C Ny, so gilt

B(X) = iP(X > k).
k=1

b) Ist X nichtnegativ, so gilt

B(X) :/[0 PO (@)

(Beide Seiten kdénnen jeweils +o0o sein.)

Aufgabe 27. (1*4+1*43*+2*+2* Punkte)

Sei (2, #, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Menge A € % heifit P-Atom, wenn P(A) > 0
ist und fiir B € .# mit B C A gilt: P(B) € {0,P(A)}. Zeige:

a) Sind A und B P-Atome, die nicht dquivalent sind (d.h. P(AAB) # 0), so ist P(AUB) =
P(A) + P(B).

b) Es gibt hochstens abzdhlbar viele paarweise nicht dquivalente P-Atome.

c) Q laBt sich zerlegen in eine Menge Ay, die kein P-Atom enthilt, und abzihlbar viele
paarweise disjunkte P-Atome. (Hinweis: Verwende das Lemma von Zorn.)

d) Zu jedem « € [0, P(Ap)] existiert eine Menge A, C Ay, Ay € %, mit P(4,) = a.

e) Ist % zusitzlich abzdhlbar erzeugt, so existiert zu jedem P-Atom A ein .%#-Atom B
(dh. B€ £ und B D C € % = C € {0,B}) mit P(B) = P(A). Allgemein gilt dies
nicht (Gegenbeispiel).
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