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1. Markov-Ketten: Konstruktion und elementare Eigenschaften

Definition 1.1. Sei (5,.7) ein mefibarer Raum. Eine Funktion
p:Sx. —10,1]
heiit Ubergangswahrscheinlichkeit, falls gilt:
(a) fiir jedes x € S ist p(z, .) Wahrscheinlichkeitsma8 auf (.5, .7);
(b) fiir jedes A € .7 ist p(., A) .-mefibar.
Bemerkung 1.2. Sei p Ubergangswahrscheinlichkeit auf einem meBbaren Raum (S,.%).
i) Ist f: S — R .7-%'-meBbar und beschrinkt, so auch g := [ f(z) p(.,dz) ;

ii) Ist pu ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (S,.%), so auch v := [¢p(z, .) p(dz) .
BEWEISs. i) Wegen 1.1(b) gilt die Aussage fiir Indikatorfunktionen f = 1,4 mef}-
barer Mengen, also auch (Linearitét des Integrals) fiir Treppenfunktionen.

Ist f > 0, so existieren approximierende Treppenfunktionen 0 < f, ~ f;
hier ist g, := [ fn(z) p(.,dz) meBbar (da f,, Treppenfunktion) und (durch die
Schranke von f) beschrinkt; andererseits gilt (Satz iiber monotone Konvergenz)
gn /" [ f(z)p(.,dz) = g, sodaB g als punktweiser Limes meBbarer Funktionen
selbst mefbar ist; g ist ebenfalls durch die Schranke von f beschriankt.

Im allgemeinen Fall ist f = fT — f~ mit f*, f~ > 0; aufgrund des bisherigen
sind g% := [ f*(z) p(.,dx) meBbar und beschrinkt, also auch g = g* — g~.

ii) Fiir eine Folge (A, )nen paarweise disjunkter A, € . gilt:

y (U An> = [o(=Uan) utan ™ [ S pte. An) )
ey [ plada) plde) = S v,

n

ferner ist v(S) = [¢p(x, S) p(dx) Lla) Jg p(dz) =1 (u W.MaB). O

Definition 1.3. Sei S ein polnischer Raum und hierauf (p,)nen eine Folge von Uber-
gangswahrscheinlichkeiten sowie p ein Wahrscheinlichkeitsmaf. Dann sei Py := p und

Pn(BO X X Bn) = / pn(xnfla dl‘n)pnfl(wnf% dxnfl) e 'pl(lUO, dxl) M(d$0)
BoXx--XBp,
zun € Nund B; € .7 = %(S).
Mit Bemerkung 1.2 folgt rekursiv, da8 P, wohldefiniert ist auf dem Semiring’
Ky :={Bo X -+ XBy,:B; €S}

'Ein Mengensystem 2 heifit Semiring, falls gilt (cf. Halmos [HM 74, S.22]):
e zu e Zund F e Zistauch ENF € &, und
e zu F € Zund F € & mit E C F existieren endlich viele Cy,C1,...,C, € &, sodaf

E=CcCc---cC,=F und Ci\Cic1 €22 (i=1,...,n).
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Ferner setzt sich P, fort zu einem Maf} auf der von dem Ring r(%,,) erzeugten o-Algebra

o(r(%))=S® 0= g+l <S poln. %(Sn+1)) .
(n+1)-mal

BEWEIS. P, induziert einen (endlichen) Inhalt auf dem Ring r(%,,). Nach Ca-
ratheodory muf zur Fortsetzung auf o (r(%,,)) gezeigt werden, dafl P,, o-additiv
auf dem Ring ist. Da P, endlicher Inhalt ist, ist die o-Additivitdt dquivalent
zur ,,Stetigkeit von oben®, die im folgenden gezeigt wird; wegen Rekursion und
Bemerkung 1.2 geniigt es dabei, den Fall n = 1 zu betrachten:

k—o0

Sei (Ag)ken eine Folge in r(#1) mit Ay \, 0, so ist zu zeigen: P;(Ay) —— 0.
Bezeichnet man den Schnitt durch ein A € (%) bei x € S mit

szz{yGS:(ﬂc,y)GA},
so folgt wegen Ay \, 0 fiir alle z € S':

(A)z O (k= o00).

Aufgrund der ,,Stetigkeit von oben® des Mafles p;(z, . ) folgt daraus

pr(z, (A)) B0 (z€5)

und somit wegen majorierter Konvergenz:

P = [ pa(o(A0)2) i) =0,

O]

Das niichste Ziel ist nun, eine Markovkette auf SN mit Ubergangswahrscheinlichkeiten
(Pn)nen und Startwahrscheinlichkeit p zu konstruieren; hierbei sei S weiterhin polnisch,
versehen mit der Borel-o-Algebra #(S) =: .. Dazu wird die Konsistenzbedingung von
Kolmogorov fiir (P,)nen, nachgewiesen. Hierfiir dienen folgende Definitionen:

Zu F,G C Ny mit F C G sei

mar @ 8¢ — SF
(Cﬂi)ieG — (l“z')ieF

die Projektion auf die die kleinere Indexmenge und hiermit 7p := 7, r ; entsprechend
setze zu m,n € Ng mit m < n

Sn+1 Sm—i—l

Tn,m
(o, Tp) — (T, Tm)
und zu m € Ny
O A S

(Ti)ieng = (%05---,Tm) -
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Diese Projektionen sind beziiglich den jeweiligen Produkt-o-Algebren mefibar. Der Maf-
eindeutigkeitssatz (angewandt auf N-stabile Erzeuger der o-Algebren bestehend aus Zy-
lindermengen) ergibt fiir m,n € Ny mit m < n die Gleichheit

P, o 77;,7171 =P,
von MaBen auf . *1: entsprechend gilt fiir endliche F, G C Ny mit F C G auch
-1 -1 . .
PGOWG,F = PmaxF O7T{0 ..... max F},F =: Pp;

diese Konsistenzeigenschaft besagt, daB (Pr)rcn, endl. €in Proma$ auf (SN0, 2(S)No) defi-
niert. Nach dem Konsistenzsatz von Kolmogorov ist es sogar o-additiv. Es existiert daher
ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmaf$ P, auf (S™0, 2(S)No) mit

P,om,' =P, (n € Np) . (1)

Satz 1.4 (kanonische Markovkette). Sei S ein polm’scher Raum mit Ubergangswahr-
scheinlichkeiten (pp)nen und Wahrscheinlichkeitsmaf pu; P, sei das hiervon induzierte
Wahrscheinlichkeitsmafl auf SN°. Dann ist

X, = Tin} = TNo,{n} (TLE No)

eine Markovkette auf

(% Z P, (Falneri) = (S0, 7™, By, (0(mn)nena )
d.h. es gilt:
i) X, ist Fn-mef$bar, und
i) fiir alle n € Ng und B € . gilt:
P(Xp41 € Bl #) = P(Xpp1 € B Xn) = pat1(Xn, B) .
BEWEIS. i) X, ist mefibar beziiglich o(X,,) C 0(Xo,...,Xn) = o(m,) = %, .

ii) Es ist zu zeigen:

/A Lix,em) Py = /A put(Xns B) AP, (A€ F)

(dann auch P(X,4+1 € B|X,) = pp+1(Xn, B), weil mebar bzgl. o(X,,) C .%,).
Da 7, }(%,) ein N-stabiler Erzeuger von .%, ist, geniigt es, obige Gleichung fiir

A=m, (Byx---xB,) = {Xo€By,...,X, € B,}

mit By, ..., B, € % nachzuweisen, niamlich:

/Al{Xn+1€B} dP'u = PN{XO € By,..., X, € By, Xnt1 € B}

= Po+1(By X -+ x By, x B)

= / Pnt1(Tn, B) Py(dxo, ..., dzy)
Box--xBp

O P
A
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Definition 1.5. Sei (S,.7) ein mefibarer Raum. Dann ist auf dem Pfadraum Q = S
die Familie 6 = (0,,)nen, der (kanonischen) Shifts 6, : Q@ — Q (n € Np) definiert durch

On(w) := (m— w(m+n)).
Jedes 6,, ist meBbar beziiglich .# = .#No,

Als néchstes wird die Markov-Eigenschaft (mit festen Zeiten) und hiermit die Star-
ke Markov-Eigenschaft (mit Stoppzeiten) gezeigt. Hierbei bezeichnen E, bzw. E, = Es,
die beziiglich P, bzw. Pjs_ auf () gebildeten Erwartungswerte bei zugrundegelegten Uber-
gangswahrscheinlichkeiten (py,)nen. Als Vereinfachung wird die Markov-Kette als zeitlich
homogen vorausgesetzt:

Definition 1.6. In der Situation von Satz 1.4 heifit die Markov-Kette X zeitlich-homogen,
falls fir alle n € N gilt: p, = p1(=: p).

Theorem 1.7 (Markov-Eigenschaft). In der Situation aus 1.4 sei die Markov-Kette
X zeitlich-homogen; Y sei eine beschrankte, 7 -mefbare Zufallsvariable auf Q). Dann gilt:

Eu(Y 06| #u) = Ex, (V) = Eo(Y)| _ (neNo).

BEWEIS. Zunéchst ist zu bemerken, dal Ex, (V) tatsichlich mebar bzgl. .%, ist; dies folgt
aus der Adaptiertheit von X und der Mefibarkeit von = — E;(Y) [letztere ist nach Defini-
tion und rekursiver Anwendung von 1.2 i) klar fiir Indikatorfunktionen ¥ = 17T;1[ Box-x Bn]

zu B; € .; die allgemeine Aussage ergibt sich aus dem Monotone-Klassen-Theorem, da
wegen des Satzes iiber monotone Konvergenz {Y : z — E;(Y) meBbar} abgeschlossen
bzgl. monotonen Operationen ist]. Es bleibt also, die behauptete Gleichheit nachzuweisen.
Aufgrund des Monotone-Klassen-Theorems geniigt es, dies fiir den Fall zu zeigen, dafl Y

m
von der Form [] gr(Xk) ist mit beschrinkten, .#-mefbaren ZVn gy, ..., gm
k=0

1) Zunichst betrachten wir die Mengen aus .%,, der Gestalt A := 7, 1[Ag x - -+ x A,] mit
Ag, ..., Ay € S5 hiermit gilt:

E, (Y 00, -14) = E, (H 9k (Xntk) - 1A>
k=0

v f o) / ol de)- / Pl ) x

X /Sg(](xn—H) p(xnv d$n+1) te /ng(xn—l—m> p(xn+m—la dxn+m)

Trafo.sat E, <EXn (H gk(Xk)> -1A>

k=0
= Eu(EXn(Y)-lA) ,
also die Behauptung fiir alle A € .%,,, die von der speziellen, obigen Gestalt sind.

2) Seinun . := {A € .%, : Aussage aus 1) gilt fir A}.GeméB 1) ist m,'(%,) C Z; da
7, 1(%n) N-stabil ist, folgt aufgrund des Dynkin-Lemmas %, = o(r, }(%,)) C Z. 0
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Néchstes Ziel ist, die Markov-Eigenschaft auf Stoppzeiten auszudehnen.

Definition 1.8. Sei (Q,.7, (% )nen,) ein filtrierter MeBraum; N : Q — No U {co} heifit
(Fn)nen, -Stoppzeit, falls {N < n} € %, fir alle n € Ny ist. Hierzu dquivalent ist, dafl
{N =n} e Z, fiir alle n € Ny gilt.

Zu einer (%,),-Stoppzeit N hat man die o-Algebra

=
FN = {Aeﬁ’ : Aﬁ{N gn}eﬁnﬁiraﬂenENg};

sie heifit IV-Vergangenheit oder o-Algebra der Ereignisse vor N.

In der Situation aus 1.4 und 1.5 erweitert man nun formal Q um A ¢ , nimmt {A} zu
Z hinzu und setzt fiir eine (%, )nen,-Stoppzeit N

On(w) = {HN(W)(W) >N(W) < o0

Fiir eine Zufallsvariable Y auf Q sei Y/(A) :=0.

Theorem 1.9 (Starke Markov-Eigenschaft). In der Situation aus 1.4 sei die Markov-
Kette X zeitlich-homogen; 0 sei der Shift aus 1.5 und N eine (%), -Stoppzeit. Ist dann
eine Familie (Y)nen, F-mefbarer und (gleichmdf$ig in (n,w)) beschrinkter Zufallsva-
riable gegeben, so gilt:

EH(YNOQN‘yN) = EXN(YN) auf{N<oo};
Speziell gilt fiir eine F-mefbare beschrinkte Zufallsvariable Y :
E,(YobOn|Fn) = Ex,(Y) auf {N <oo}.

BEWEIS. Zunéchst ist zu bemerken, dafl w — EXN(W)(W)(YN(W)) tatsdchlich % -
mefibar ist, da sie die Komposition der mefibaren Abbildungen w +— (w, N(w)),
(w,n) = (Xp(w),n) und (z,n) — E;(Y;,) ist.

Mit A € Fn gilt dann:

. o
E, (YN ofy - 1Am{N<oo}) malBvez. ZEH (Yn 0 0n - 1Aﬂ{N=n})
=0
ME 1.7 noo
=" ZE“ (Ex,, (Yn) - 1angn=n})
n=0
maj.évgz.

Eu (Exy(YN) - Langn<oo}) -

O

Als néchstes sollen invariante Mafle einer Markov-Kette betrachtet werden. Dies ist stark
korreliert mit deren Wiederkehreigenschaften. Als zweite Vereinfachung wird im folgen-
den angenommen, daf§ S abzihlbar ist; fiir die Darstellung mit allgemeinem polnischen
Zustandsraum S siche Meyn & Tweedie [M-T 93].
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Im folgenden sei
T, = inf{neN: X, =y} (yes),

die erste Treffzeit von y und hiermit

Pay = Pp(Ty < 00) (x,yes).
y € S heif3t { rekurrent }, falls { Pyy = 1 } ist. Ist jeder Zustand rekurrent, so heift

transient Pyy <1

auch die Markov-Kette rekurrent. Die Anzahl der Besuche in 3,

[e.e]

Hy = Z 1{Xn:y}

n=1

charakterisiert Rekurrenz und Transienz von y folgendermafien:

Theorem 1.10 (Transienz und Rekurrenz). Dei Markov-Kette X aus 1.4 sei zeitlich-
homogen mit abzdhlbarem Zustandsraum S. Dann gilt fiiry € S :

Py
1—
y rekurrent <= Ey (H,) = o0.

y transient = Ey(H,) = < oo (Vzels),

Pyy

BEWEIS. Zu k € N sei T; die Zeit des k-ten Besuches in y. Hiermit gilt:
Po(Ty < 00) = pay - pyy" (z €8, keN); (*)

fir k = 1 ist dies gerade die Definition von pgy; fiir £ > 1 folgt dies induktiv:

Px(T?f <o0) = P (T;fl < oo, Ty ol <oo>
Yy
- ar
= E,; (1{Tyk_1<oo} E,. (1{Ty09Tk1<00} ’JT§—1> >
Yy
st.l\/ig 1.9 Ey(l{Ty<oo}) = pyy
= Py Pa:('—rykf1 < 00)
LV. _
= Py
Hiermit folgt:
E.(Hy) = ipx {Hy >n} ® Py ipgy—l - Pw
1 — - 1— Pyy
n= n—
(T} <co}

die geometrische Reihe konvergiert fiir p,, < 1, und divergiert bei p,,, = 1. [

Als néchstes wird gezeigt, dal Rekurrenz ,,ansteckend“ ist:
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Theorem 1.11. Die Markov-Kette X aus 1.4 sei zeitlich-homogen mit abzdihlbarem S. Ist
x € S rekurrent und pry > 0 mit einem y € S, so ist auch y rekurrent und es gilt py, = 1.

BEWEIS. Aufgrund der Rekurrenz von x gilt:

_ Ex<1{Ty<OO} E, (1{TxoeTy:oo}‘ny) >

st.ME 1.9

E'y(l{Tgczoo}) = (17p?,/93)

= pzy(l_pya:) ;

Da pzy > 0 vorausgesetzt war, folgt: py, = 1.
Hiermit ergibt sich noch die Rekurrenz von y: Wegen p;y, > 0 und p,, = 1
existieren ki, ko € N mit

Py(Xg, =y)>0 und Py(Xy,=2)>0.
Aufgrund der Chapman-Kolmogorov-Gleichung hat man fiir n € N:
Py(Xnikitho = Y) = Py( Xy = 7) Po(Xy = 2) Pe(Xiy, = 9) ,
also

Ey(Hy) = > PyXn=y) > Py(Xy, =) Eo(H,) Po(Xi, =) .
ot ———— N——— e ———

>0 1éooo >0

Also ist auch E,(H,) = oo und y rekurrent gemé&f 1.10. O

Demnach ist die Menge der rekurrenten Zustinde in Klassen eingeteilt: Fiir x,y € S sei
z~y == (z=y oder (pyy >0 und py, >0)).

Theorem 1.12. Die Markov-Kette X aus 1.4 sei zeitlich-homogen mit abzdihlbarem S.
Dann zerfallt die Menge der rekurrenten Punkte R := {x € S : pyy = 1} in eine Familie
(R;)icr paarweise disjunkter rekurrenter Klassen, die Aquivalenzklassen von ~.

BewEIS. Es ist zu zeigen, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist: Die Reflexivitit
und Symmetrie dieser Relation folgen unmittelbar aus obiger Definition, sodafl
nur noch die Transienz von ~ nachzuweisen ist:

Sind also x,¥y,z € R fixiert, so ist zu zeigen, dafl mit z ~ y und y ~ z auch
x ~ z gilt. Dabei sei oE x # y und = # z; nach obiger Definition von ~ gilt
also pgy > 0 und p,. > 0. Wendet man wie in den Beweisen von 1.10 und 1.11
die starke Markov-Eigenschaft 1.9 an, so folgt hiermit:

prz = Po(T. <o00) > Py(Ty<oo,T,o00p, <) = paypy. > 0,

woraus sich mit 1.11 ergibt (x € R): p,z = 1 > 0, insgesamt also = ~ z. O



2. Invariante Mafle und asymptotisches Verhalten

Es sei weiterhin folgende Situation zugrunde gelegt: Der abzédhlbare Raum S sei der Zu-
standsraum der kanonischen, zeitlich-homogenen Markov-Kette (X,,)nen, mit Pfadraum
(Q,.7) := (SNo, .#No) und Ubergangsmatrix p.

Definition 2.1. Ein Mafl u auf % heifit stationdr, wenn fiir alle y € .S gilt:
py) = (w)y) = Y w@)pa,y) < .

TES
Ein Maf§ p auf . heilt invariant, wenn es ein stationéres Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Beispiel 2.2 (Ehrenfest-Modell von Diffusionen). In einem System, das aus den
Behiltern A und B besteht, befinden sich insgesamt r Molekiile. X,, sei die Anzahl der
Molekiile in A zum Zeitpunkt n € Ny. Diese Grofle
nimmt also Werte in S := {0,1,...,r} an. Durch

4 -, B
T;k ,m=k+1 ) «®
p(k,m) = & ,m=k—1 o vl
0

, sonst

wird eine Ubergangswahrscheinlichkeit auf S definiert, die proportional zur Anzahl der
Molekiile im Behélter A ist. Zu dieser Ubergangsmatrix ist die Binomialverteilung auf S,

(k) == (;) 27" (ke S={0,1,...,7}),

ein invariantes Maf.

BEWEIS. Da u ein Wahrscheinlichkeitsmafl ist, ist nur nachzuweisen, daf
(k) = > _op(m, k) p(m) fiir k=0,1,... 7 gilt. Bei k =1,...,r — 1 ist

ST pm k) p(m) = p(k+ LK) (k1) + pk— L k) p(k — 1)

(O A e

I (r—1)! (r—1)!
=2 [k!(r—(lﬁ—l))! * (k—l)!(r—k:)!}

- (r— 1)1 [1+ 1 }

(k—D(r—k-1)'|k r—k
7!
= 9
El'(r —k)!
= (k)
Bei den Fillen £ = 0 und k£ = r ist nur ein Summand ungleich null. O

Nun wird gezeigt, wie jeder Klasse rekurrenter Zusténde ein stationéres Mafl zugeordnet
ist; die Markov-Kette entkoppelt also auf diesen Klassen. Dabei wird laufend benutzt:

Px(Xn:y) :pn(%y) ($,y€S;TL€N),

wobei p™(z,y) das n-fache Matrixprodukt bezeichnet.
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Theorem 2.3. Sei x rekurrent und T = T, := inf{n € N : X,, = x} seine erste Treffzeit.

T-1 00
wuly) = E, <Z 1{Xn=y}> :ZPx(Xn:y,T>n) (yes)
n=0 n=0

definiert dann ein stationdres Mafs.

BEWEIS. Zuerst wird die Gleichheit up = u gezeigt; anschliefend wird hiermit
nachgewiesen, dafl u(y) < oo fiir alle y € S gilt. Beachte, dal u(z) = 1.

(2) 3yes 1(y) ply, 2) = () fiir alle = € 5
1) Falls z # x ist, so folgt mit der Markov-Eigenschaft 1.7:
Fubini =
Zu(y)p(yaz) = Zsz(Xn:y,T>n) : Py(Xlzz)

yes n=0 yes

e}
= ZZPI(Xn:y,T>n,Xn+1:z)
n=0 yes

oo
= ZPm(T>n,Xn+1:z)

n=0

oo
2 Y P(T>n+1, Xpp =2)

n=0

e}
= ) P(T>n,X,=2)

n=1
[e.e]

= Z P, (T>n,X,=2) = w(z) .
n=0

2) Falls z = z ist, so folgt — wiederum mit der Markov-Eigenschaft 1.7:

Suwpyr) SN P(Xa=y, T>n, Xpp =2)

yes n=0 yeSs
> k
= S P(T=n+1) = pu "1 = u(a).
n=0

(b) p(y) < oofiraley e S:

1) Falls pyy > 0: Iteriert man (a), so folgt: = pp" fiir n € N also

=) @ (up")@) = Y w)pee)  (eN).

Folglich mufl notwendigerweise u(y) < oo sein, falls p"(y,z) > 0 mit einem
n € N gilt; da p"(y,z) = Py(X, = z) ist, wird letzteres impliziert durch
pye = Py(Tp < 00) > 0, was aber im betrachteten Fall p,, > 0 aufgrund
der Rekurrenz von z aus 1.11 folgt (also = ~ y).

2) Ist pyy =0, so folgt aus der Definition von p: p(y) =0(< 00). O
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Theorem 2.4 (Eindeutigkeit stationirer Mafle). (X,,)nen, sei irreduzibel, d.h. S
bestehe aus einer einzigen Aquivalenzklasse rekurrenter Zustinde. Dann ist das stationdre
Mafl i aus Theorem 2.3 bis auf Multiplikation mit Konstanten eindeutig.

BEWEIS. Sei a € S ein rekurrenter Zustand und p das zu a geméafl 2.3 gebildete
stationédre Mafl. Bezeichnet v ein weiteres stationédres MafB, so ist zu zeigen:

v(z) = w(2) - v(a) (z€5).

Aus der Stationaritédt von v folgt iterativ fiir z € S':

v(z) = > v(y)py,2)

yes
= v(a)p(a,z) + ZV(y p(y, 2)
y7a
- pla,z) + (Z y)) Py, 2)
y#a \z€S
= pla,z) + Z ) + ZZ p(y, 2)
y#a y#a r#£a
= v(a) Py(X| = 2) +Z Po(X1 # a, X3 = 2)
y#a

PV(XO#ale%a7X2:Z>

= v(a) P,(Xp#afirl<k<m, X, =z2)

+P,(Xo#a,X1#a,....,Xpn1#a,X,=2)
> ua) - pl2)

(n — o00) nach der Definition von p; daher folgt fiir n € N:

v(a) = S v(2)p"(z,a) = v(a) > ul) — v(a) ula) = va).

zeS z€S

In der davor erhaltenen Abschétzung v(z) > v(a) u(z) kann ,, > also nur gelten,
wenn p"(z,a) = 0 fiir jedes n € N ist. Aufgrund der Irreduzibilitit existiert aber
zu jedem z ein n € N mit p"(z,a) > 0. Daher ist v(z) = v(a) u(z) . O
Nun wird eine notwendige Bedingung fiir die Normierbarkeit stationérer Mafle gegeben:

Satz 2.5. Existiert ein invariantes Maf$ u, so sind alle Zustinde y mit u(y) > 0 rekurrent.
BEwEIs. Fiir n € N gilt wegen der Stationaritdt u = up™, also mit Fubini

STuly) = > u@) > pay) Y ule) Pry 1#_(5;) '
n=l vy

zesS n=1 zeS 1- Pyy

Nach Voraussetzung sind » > | (y) = oo und pu(S) =1 < o0, also pyy = 1. O
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Theorem 2.6. (X,,)nen, sei irreduzibel und p ein invariantes Maf. Dann gilt:

n(z) = (x€S).

BEWEIS. Zunéchst ist zu bemerken, dafl alle Elemente von S rekurrent sind:
Denn jedes Element mit positiver u-Masse ist gemé&fl 2.5 rekurrent; da aber X
irreduzibel ist, {ibertragt sich diese Rekurrenz auch auf alle anderen Elemente.
Folglich ist zu jedem fixierten x € S geméfl 2.3 ein stationdres Maf3 g gegeben:

wo(z) = ZnENo P, (Xp,=2,T; >n) und wo(z) =1.

Hieraus folgt mit Fubini:

ZMO(Z) = Z Z P.(X,=2,T,>n) = Z P.(T, >n) = E,(Ty) .
n=0

z€S n=0 zeS

Mit der Eindeutigkeitsaussage aus 2.4 heifit das fiir das normierte Mafl 1 :

Ho(y) po(y)
nly) = = (ye9),
ZzeS f1o(2) Ey(T%)
woraus bei y = x die Behauptung folgt, da po(z) =1 ist. O

x € S heifit positiv rekurrent, falls E,(T,) < oo ist; andernfalls heiflt = null-rekurrent.

,Postitiv rekurrent® ist stédrker als ,rekurrent“. Positive und Null-Rekurrenz sind beide
Klasseneigenschaften. Im Ehrenfest-Modell 2.2 ist jeder Zustand positiv rekurrent.

Korollar 2.7. (X;,)nen, sei irreduzibel. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
i) Es existiert ein invariantes Majs;
it) Es existiert ein positiv rekurrenter Zustand;
ii1) Alle Zustinde sind positiv rekurrent.
BEWEIS. iii) = ii) trivial.
ii) = 1) Sei  der positiv rekurrente Zustand. Geméf 2.3 existiert ein stationéres

Maf o mit Gesamtmasse ig(S) = > g po(2) = Ex(T;) (Beweis von 2.6), die
wegen der postiven Rekurrenz endlich ist. Die Normierung p ist also invariant:

N(y) = Iéio((jg{j) = Em(lTx) ZHENO Pm(Xn =Y, T, > TL) (y € S)

i) = iii) Sei p das invariante MaB. Wegen der Irreduzibilitit ist pu(x) > 0 fir
alle x € S (denn jeder Zustand z ist rekurrent, sodafl po(z) =1 fiir das gemés
2.3 zugeordnete stationdre Mafl uo gilt; wegen 2.4 mufl daher pu(x) > 0 sein).
Aus 2.6 folgt insbesondere: E,(T,) = ﬁ < oo fiir jedes x € S'. O

Als néchstes wird diskutiert, wann p™ gegen das invariante Mafl konvergiert.
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Beispiel 2.8. Auf S := {1,2} definiert p := < 01 > eine Ubergangsmatrix. Dabei gilt:

10

2n 10 2n+1 __ 01 —
P —<0 1> und p =l 41 0 )=P (neN).

In diesem Fall liegt keine Konvergenz von p"(z,y) vor.
Periodizitdt verhindert also Konvergenz gegen das invariantes Maf.

Definition 2.9. Zu einem rekurrenten = € S sei’
I, .= {neNy: p"(zx,z) >0} .
Hiermit heifit d, := ggT(I,) die Periode von x.

Wegen der Chapman-Kolmogorov-Gleichung ist I, eine Halbgruppe.
In obigem Beispiel 2.8 ist I} = Iy = { gerade Zahlen} und d; = day = 2.

Lemma 2.10. Es seien x,y € S rekurrent mit x ~ y. Dann ist d, = d,,.

BEWwEIS. Es wird gezeigt®: dy | d;. Da die folgende Argumentation symme-
trisch in x und y ist, folgt hieraus schon die Behauptung, denn nach Vertauschen
der Rollen ist damit auch d, | d, gezeigt.

Ohne Einschrinkung gelte z # y. Aufgrund der Aquivalenz x ~ 3 ist daher
pay > 0 und py, > 0; insbesondere existieren m,n € N mit p™(z,y) > 0 und
p"(y,x) > 0. Aus den Chapman-Kolmogorov-Gleichungen folgt hieraus:

Py, y) > My, x) p"(z,y) > 0.

Aus obiger Definition ergibt sich daher d, | n 4+ m.

Sei nun ein beliebiges k € I, fixiert; wegen des eben gezeigten Zwischenschrittes
dy | n+m ist noch einzusehen, daf auch d, | n+m+k gilt, da aus diesen beiden
Aussagen d,, | k und damit die Behauptung folgt. Mit Chapman-Kolmogorov
und k € I, erhalt man aber:

n+k+m(

P y,y) > p"(y,2) p"(z,z) p™(z,y) > 0,

und damit dy, [ n+k +m. O

Definition 2.11. (a) Eine Zustand = € S heifit aperiodisch, falls d, =1 gilt.

(b) Eine irreduzible, rekurrente Markovkette heifit aperiodisch, falls jeder Zustand aperi-
odisch ist.

Wie in obigem Beispiel angedeutet wird sich herausstellen, dafl Aperiodizitéit ein Kri-
terium fiir die Konvergenz der Ubergangswahrscheinlichkeiten gegen das invariante Maf}
ist. Der Beweis dieses Satzes wird vorbereitet durch folgendes Lemma:

2Erinnerung: p"(z,y) = Pe(X, =) fiir 2,y € S und n € No.
3Wie iiblich ist ,,|“ die Abkiirzung fiir ,,teilt“.
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Lemma 2.12. Ist x aperiodisch, so existiert mg € N mit p™(xz,x) > 0 fir alle m > my .

BEWEIS. Zunéchst wird gezeigt, dafl es ein N € N gibt mit NN +1 € I,.
Hierzu seien ng,ng + k € I, fixiert. Ist £ = 1, so ist man fertig. Ist k¥ > 2, so
wéhle man n; € I, mit k t n; (da d, = 1). Hierfiir hat man (Division mit Rest)

ny = mk-+nr (meNy,0<r <k)
und aufgrund der Halbgruppeneigenschaft von I,
(m+1)(no+ k) € I, und (m+1Dno+n €1, .
Fiir diese beiden Elemente gilt:
(m+1)(ng + k) = ((m+ Dng+n1)| = [(m+ 1k = ]
= |[(m+10)k - (mk+mr)| = k—m < k.

Ist k —ry = 1, so gilt die Zwischenbehauptung mit N := (m + 1)ng + ny . Ist
kE —r; > 1, so wiederhole man die Rekursion mit ng := (m + 1)ng + n; und
k := k—ry, um in endlich vielen Schritten N € N mit N, N+1 € I, zu erhalten.
Hieraus folgt nun das Lemma mit mg := N2, denn fiir m > mg hat man

m—-N?=kN+r (k€Ny,0<r<N)
(Division mit Rest), sodaf
m = N*4+kN+r = (N—-r+k)N+r(1+N) € I,

wegen der Halbgruppen-Eigenschaft von I, gilt. O

Theorem 2.13 (Invariantes Ma8 ist Limes der Ubergangswahrscheinlichkeiten).
Die Markov-Kette (X, )nen, sei aperiodisch und besitze das invariante Maf$ jv. Dann gilt:

P, y) 2 uy) = E(lT) (r.y€5).

BEWEIS(KOPPLUNG VON PROZESSEN, W. DOBLIN). Auf S = S x S definiert

q((x1, 1), (x2,92)) = plx1,22) p(y1, y2) (71, 22,Y1,92 € 5)

eine Ubergangswahrscheinlichkeit. Es sei (X, Yy )nen, die zu g gehorige kano-
nische Markov-Kette, also die Markov-Kette in S? auf

(. 7.B) = (), (7%, B,) .

wobei P, das zu ¢ und einer Anfangsverteilung ¢ (auf .2 = . ® .%) nach
Kolmogorov gebildete Wahrscheinlichkeitsmaf ist.

Mit 2.12 wird nun die Irreduzibilitdt von (X, Y, )nen, gezeigt; hieraus ergibt
sich, daB8 dieser gekoppelte ProzeB die Diagonale von S? in endlicher Zeit trifft,
womit dann die Konvergenz hergeleitet wird:
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1) (Xn, Yn)nen, ist irreduzibel: Sind z1, 2, y1, y2 € S fixiert, so gibt es wegen
der Irreduzibilitdt von X Zeitpunkte k,! € N mit

P (z1,22) > 0 und P(y1,y2) > 0.
Die Aperiodizitat liefert geméfl 2.12 auch ein mg € N, sodaf fiir m > mg gilt
P (20, 20) > 0 und P (o, 0) > 0.

Also ist mit Chapman-Kolmogorov auch

qk+l+m(($1,y1)a ($27y2))
= pl~chl+m(x17 1‘2) pk+l+m(y1, y2)
> pF(er,x0) p™ T (w2, 22) Pyt v2) P (v, 2) > 0.

Daher besteht S? aus einer einzigen Aquivalenzklasse. Fiir die Irreduzibilitét ist
noch zu zeigen, daf alle Zustéinde in S? rekurrent sind. Gemi8 2.5 ist geniigt
hierfiir ein g-invariantes Maf v mit v(z,y) > 0 fiir alle (z,y) € S?. Nun ist aber

v(z,y) = p(x) nly) (z,y €5)
ein g-invariantes Maf auf S? wegen der p-Invarianz von :
Z v(z1, 22) q((21,22), (Y1, 42)) = Z p(@1) p@2) p(z1, y1) p(z2, y2)
(1’171'2)652 (l‘l,xz)
= Y (@) plar,yn) > p(2) plaz,y2) = p(yr) wly2) = vy, o)
1 T2
. 2 . o 2.6 1 1 2.7 iii)
fiir (y1,y2) € S*; ferner ist v(y1,y2) = u(yr) uly2) = e B ey

2) Bezeichnet T die erste Treffzeit mit der Diagonalen D := {(z,z) : z € S},
T := inf{neN:(X,,Y,)eD},

T(,z) die Erstbesuchszeit in (xz,z) € D, so gilt zum einen T < Tz,z)- Ist o eine
beliebige Anfangsverteilung auf 52, so ist andererseits wegen der in 1) gezeigten
Rekurrenz jedes T{, ) < 0o F,-f.s.; insbesondere ist auch T'< oo P, - f.s..

X,, und Y;, haben auf {T' < n} dieselbe Verteilung (n € N), da fiir y € S gilt:

Py(Xp=y,T<n) = ZPQ(T:m,Xn:y)

m=1

n
= Y Y P(T=m,Xp=x,Xn=y) =

m=1 xS
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ZZPQ(Xn:y}T:m,Xm:x) Py(T=m, Xy, =)

m=1zesS
n

= ZZPQ(X”ZZ/}Xm:"’U) Py (T =m, Xm = 7)
m=1zeS

- ZZP ”_y‘ym_x)PQ(T:m7Ym=x)
m=1xeS

ebenso

= ......... = PY,=y,T<n),
wobei einging, daB X und Y dieselbe Ubergangswahrscheinlichkeit p besitzen.

3) Nun wird die Behauptung des Satzes nachgewiesen; hiezu zeigen wir fol-
gende (stérkere) Konvergenz:

> IpM(y) — ply) | =0

yes

fir alle € S; die Gleichheit pu(y) = 1/E,(Ty) ist ja bereits wegen 2.6 klar.

Ist also ein beliebiges x € S gegeben, so fixieren wir hierzu das Anfangsmafl
0= 0, @p
auf S? fiir den gekoppelten ProzeB. Hiermit gilt fiir alle y € S

Pi(x,y) = Po(Xn=y)
= P,(Xp=y,T<n)+ P (Xp,=y,T>n)
2
. Py(Yn=y,T<n) + Bp(Xpn=y,T>n)
wegen der in 2) gezeigten Gleichheit der Verteilungen, und

M(y) = P@(Yn:y) = Pg(Yn:yaTSn) +Pg(Yn:y7T>n)

wegen der p-Invarianz von p ; also insgesamt

S oIp @ y) — py) | = D | Po(Xn=y) — Po(Ya=1y)]

yes yeSs
= Z]PQ(Xn:y,T>n) - P,(Yo=y,T>n)|
yeS
< Z[PQ(Xn:y,T>n) + Py(Yo=y,T>n)]
yes

= 2P, (T>n) % 0,

da T P,-f.s. endlich ist, wie in 2) gesehen. O



3. Stationidre Prozesse

Im folgenden betrachten wir stochastische Prozesse X = (X,,)nen, auf einem fixierten
Wahrscheinlichkeitsraum (€2,.%#,P) mit Werten in einem polnischen Raum S (versehen
mit der Borel-o-Algebra . := 2(S)). Diese Familie von .%#-.-mefibaren Abbildungen
fafit man auch auf als Zufallsfolge

X:Q— SNO s W = (Xn(w))nENo )

die .Z-.#No_meBbar ist, mit der Produkt-o-Algebra

7= 0 (U, B Bue ) = o (U g w1812 ™)

dabei ist das zweite Erzeugendensystem N-stabil, das erste hingegen nicht. Das durch

definierte MaB auf .#MNo ist die Verteilung von X.
Sind nur Verteilungseigenschaften relevant, so kann statt X ohne Einschrinkung auch sein
kanonischer Reprdsentant (Y)y, := (W{n})n auf (SNo, #No_ Py) betrachtet werden.

Definition 3.1. Ein stochastischer Proze§ X = (X,,)nen, heifit stationdr, falls gilt:

P(X”)%No - P(Xn+k)n€N0 (VkeN).

Ein stationdrer Prozef} tritt also hinsichtlich seiner Verteilung ,,auf der Stelle“; dies wird
im folgenden Lemma nochmals formuliert:

Lemma 3.2. X = (X,)nen, ist genau dann stationdr, falls gilt:
Pixo,.x0) = PXpr Xisn) (ke N,neNy).
BEWEIS. ,,=“ Fiir alle k € N, n € Ny und B € ."*! gilt:

Pixy,..x)(B) = Xo,...,Xn) € B}

P{ (
= {cXm»ENoew '(B)}
EP{ (Xpnsk)men, € ™, (B) }
P{( Xk, s Xnyk) €B} = Prix,.. x,.0(B)-

,<=“ Nach Voraussetzung gilt gerade fiir alle k € N, n € Ng und B € " t!.

Pxp)mery (M0 (B)) = PiXiimeny (Tn (B))

(vgl. obige Rechnung). Da aber { U,,cy, 7, ' (B) : B € .7} ein N-stabiler
Erzeuger von .7 ist, folgt hieraus P Xon)meny = Pix,, +k)meNy mit dem Maf-
eindeutigkeitssatz. ([l
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Beispiel 3.3 (Markov-Kette mit Ubergangswahrscheinlichkeit p). Sei (Xn)neng
eine Markovkette auf einem abziéhlberen Raum S (versehen mit .7 := #(S) = B(S)) mit
Ubergangswahrscheinlichkeit p und invariantem Maf p. Dann ist (Xn)nen, stationdr auf
(Q, F,P) = (SN, 7N P,).

BEWEIS. Zunichst gilt fiir alle B := By x By X --- x B, € "1 .

(PM)(X17~~~,Xn+1)(B) = M{ X, € Bo, X5 € Bl, RN Xn+1 S Bn}

= PM{XQGS,XleBo,XQEBl,...,Xn_HGBn}

= > ouz) D plzze) Y plro,r) - > plTa-1,3n)
zeS To€Bg T1€B1 Tn€Bn

= > Y ul@)plzwe) Y plxo,ar) o D> p(wn1, )
ro€EBy zES r1E€B1 Tn€By

TN ulzo) Y plao,x) o D p@a1,wn)
ro€Boy r1€B; Tn€Bp

= PM{XQEBQ,X1€B1,...,XnGBn}

= (Pu)(x0,x1,..x,)(B) -

Iteriert man dieses Argument k-mal, so erhélt man das Kriterium fiir Stationa-
ritét aus 3.2. ([l

Beispiel 3.4 (Rotation des Kreises). Sei (Q2,.7,P) := ([0,1), A0, 1),A‘y), wobei A
das Lebesguemafl bezeichnet. Dann ist fiir jedes fixierte 6 € [0, 1) der Proze8 (X,,)nen, ,

X, : 02— 858:=0Q, Xp(w) = w+n-0 (mod1), n e Ny,
eine stationdre Markov-Kette auf (SN0, . #No Py) bzgl. der Ubergangswahrscheinlichkeit
1, fallsy= 0 d1
piSxs—01,  pay) ={ oy =0 mod 1
0, sonst.

BEWEIS. Wegen der Translationsinvarianz des Lebesguemafes ist A p-invariant,

1
M) = [ 7)ol i),
Also folgt wie in 3.3 fiir alle B := By x By x --- x B, € "+ .

(P\)(x1,..xs)(B) = P\{Xo€S, X1 €8y, Xo€ By, ..., Xpy1 €8}

=[x [ (e, dao) / e dn) - / bl do)
= /BO /Q)\(dz)p(z,dzro) /Blp(xo,dwl) /np(él?nl,dﬂ?n)

iny / A(do) / p(o, dar) - / (@1, dzn)
Bo B1 n

= (P\)(x0,x1,...x)(B)

und damit die Stationaritit wiederum aus 3.2. O
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Theorem 3.5. Der ProzefS (Xy)nen, mit polnischem Zustandsraum (S,.) sei stationdr
und g: SN0 — S sei SN0 -mefbar, wobei (S',.#") ebenfalls polnisch ist. Dann ist

Y, = g(Xk,Xk+1,...) (kEN(])
stationdr (in S’).

BEWEIS. Wegen der Mefibarkeit von g ist fiir jedes k € Ny auch
gr : SN — &', x +— g o O(x)
meBbar, wobei 6 = (0))ken, wieder (siehe 1.5) den meBbaren Shift
Op : S0 — SN0 ()0 (Tngk)n

bezeichnet. Sei nun B € (/)0 fixiert; aufgrund der MeBbarkeit aller gy ist
A :=(g0,01,...)"(B) meBbar und wegen Y}, = gi((X,),) folgt fiir m € N:

Pien,(B) = P((Yi)ken, € B) = P((Xn)nen, € A)
Xétat ]P)((Xn—&-m)neNo € A) - P((Yk+m)k€N0 S B)
= P(Yk-‘rm)keNO (B),
also gerade die Stationaritit von Y. O

Beispiel 3.6 (Bernoulli-Shift). Auf (©2,.7,P) := ([0, 1), Z)0, 1),)\‘3[) ist (Yy)neny »

id =0
Y, : Q—Q, Y, = s "
2Y,—1(mod 1), neN,
stationér.
BEWEIS. Sei (X;)nen, eine Bernoulli-Folge zur Rate % , realisiert als Produkt-
maf P auf Q= {Oil}NO ; (Xn)n sei also eine Folge von iid-ZVen in S := {0,1}
mit P{X,, = 0} = P{X,, = 1} = 3. Dann ist (X,,), stationér. Ferner ist

g Q= {010 —Q=[0,1), (@3 2027 (mod 1)
n=0
meBbar und Pog™! =P (dyadische Intervalle lassen sich als Mengen der Bauart
{Xo=1d0, ..., Xx =i} mit dg,...,ix € {0,1} schreiben). Wegen 3.5 ist nun

Zy = g(Xk,Xk+1,...) (kGN[))
stationér; andererseits gilt:

270 = 29(Xo, X1,...) = Xo + ZZ;X”T” (mod 1)
= X, + ZZO Xpi1 270D (mod 1)

iterativ erhélt man: 2 Z,,_1 = Z,,(n € N), sodafl mit Z auch Y stationér ist. [
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Definition 3.7 (mafitreue Abbildung). Sei (2,.#,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine .#-.%-mefibare Abbildung ¢ : Q — Q heiBit maftreu, falls gilt: Po o~ = P.

Bemerkung 3.8. Sei ¢ eine mafitreu auf (Q2,.%,P) und X : Q — S eine .Z#-.-meBbare
Abbildung mit Werten in einem polnischen Raum (5,.#). Dann ist (X,,)pen, mit

X, — X, n=>0
Xoyp", neN

stationér.
BEwEIS. Fiir B € "+ gilt:

P(XO,,Xn)(B) P((X()v s )Xn) S B)
P((XO’ coes Xn) o Spk < B) = P(Xka---vXk-‘rn)(B) )

sodaf} die Stationaritét aus 3.2 folgt. O

» m.t.

Die Situation in der vorhergehenden Bemerkung gibt nicht nur ein Beispiel fiir eine
stationédre Folge, sondern schon den allgemeinen Fall:

Satz 3.9 (Standardmodell fiir stationire Folgen).
Sei (Yn)nen, stationdr auf (Q,F,P) mit Werten in einem polnischen Raum (S,.7).
Dann existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum (', F',P") mit einer maftreuen Abbildung
0 :Q — Q und einer ZV Xy : Q' — S derart, daff mit X,, := Xgo "™ (n € N) gilt:

/ _
Pneny = Pnlnen, -
BEWEIS. Es seien (', %' P) := (SNO,YNO,P(Yn)neNO) und Xp := 7yq) (Pro-
jektion zur Zeit 0) sowie ¢ := 6 (Shift). Wegen der Stationaritit von Y ist ¢
mafitreu, denn fiir A’ € .F’ gilt:

P'p7H(A) = P((Ya) €y '(4))
= P((Yn+1)n (S A/)
YEE p((Y,),ed) = P(A).
Die behauptete Gleichheit der Verteilungen gilt nach Definition von P'. O

Definition 3.10 (invariant, ergodisch). Sei ¢ mafitreue Abbildung auf (Q,.%#,P).
. . 1 o _
A € F heit { unvariant } falls { v (A) = A Pohs. } ist.

invariant im strengeren Sinn e HA)=A
¢ heiBt ergodisch, falls fiir alle A € .# := { invariante Mengen } gilt: P(A) € {0,1}.
Bemerkung 3.11. i) .# ist eine o-Algebra (Unter-o-Algebra von .%);

ii) Zu A € .7 existiert eine streng invariante Menge B € .# mit B = A P-f.s;;
(z.B. B :=liminf, .. ¢ "(A))

iii) Zu A € . existiert ein B € 7 := (22, 0(Xn, Xnt1,...) mit* B= A Pfs;
(z.B. wieder B := liminf, .o, ¢ "(A), da B = ¢ *(B) € o(Xg, Xp11,--.))

47 ist die o-Algebra der terminalen Ereignisse;



20 Stationére Prozesse

Beispiel 3.12. (X,,)nen, seien unabhingige Zufallselemente in einem polnischen Raum
S (oE auf dem Folgenraum definiert), d.h.:

Dann gilt P(A) € {0,1} fiir A € .7; d.h. der Shift ¢ := 6, ist ergodisch.
Beispiel 3.13 (Rotation des Kreises). Wie in 3.4 betrachten wir die Transformation
v :N—Q, p(w) == w+6 (mod 1),

auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.%#,P) := ([0, 1), £]0, 1), )‘|y)v wobei A das Lebes-
guemaf bezeichnet. Dann ist ¢ genau dann ergodisch, wenn 6 irrational ist.

BEWEIS. ,=* Sei ¢ rational, also § = 7 mit natiirlichen Zahlen n > m > 1.

Ferner sei B € . = #[0,1) mit 0 < A(B) < 2. Dann ist 4 := B+ Ly
invariant, aber 0 < \(A4) < 1.

»<=“ Dies kann man mit einem Fourierreihen-Argument zeigen; siehe z.B.
Shiryaev [Sh 95, p.408] oder auch Kallenberg [KB 97, p.174/9]. O

Beispiel 3.14. Sei (X,)nen, die kanonische Markovkette auf S := {1,2,3,4} mit Uber-
gangswahrscheinlichkeit

1 2
ggOO
2 1
._§§00
p = 11
0055
00t

(p ist eine stochastische Matrix, da die Zeilensummen gleich 1 sind). Ein Maf} p auf S ist
invariant, falls gilt:

4

p(G) =Y 5)u@) (j=1,2,3,4).

i=1
Dies wird z.B. erfiillt durch die beiden Mafle

(1) = po(2) = ~. o) = po(d) =0

2

und

(1) = (@) = 0, W) =+, ud) =

2
3 3

Dann ist aber auch jedes
pg = (1= B)po + B (0<p<
invariant. Beziiglich des kanonischen Shifts ¢ := 6y gilt nun:
A= {X,e{1,2},neNy} € & und B = {X, €{3,4},ne Ny} € 7.

Hiermit gilt weiter: P, ,(A) =18 und P,,(B) = (3. Folglich ist ¢ genau dann ergodisch,
wenn € {0,1} ist.
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Theorem 3.15. (X,,)nen, mit polnischem Zustandsraum (S,.7) sei ergodisch und
g:SNo — 8 sei SN0 S mefibar, wobei (S',.") ebenfalls polnisch ist. Dann ist

Y. = g(Xk,Xk+1,...) (kGNO)
ergodisch (in S’).

BEWwEIS. Ohne Einschrinkung sei wieder (Q2,.%,P) = (SNO,yNO,P(Xn)nENO)
und X;,, = 7y, (Projektion zur Zeit n) sowie ¢ = 61 (Shift). Ebenso sei
(Q, 7' P = ((S’)NO,(y’)NO,P(Yn)neNO) und ¢’ = 6. Ferner bezeichnen %
bzw. .#" die zu ¢ bzw. ¢’ gehorigen Systeme invarianter Mengen.

Sei nun A € .#' fixiert; fiir B := (go, g1,...) *(A) gilt dann:

¢ '(B) = (91,92,-..) " (A)
= (90, 91,--) " ((¢)H(A)
= (90,91,--)"Y(A) = B,

also B € .#. Wegen der Ergodizitit von ¢ folgt also: P'(A) =P(B) € {0,1}. O

Beispiel 3.16 (Bernoulli-Shift). Wie in 3.6 betrachten wir iid-ZVn (X,,), in S := {0, 1}
mit P{X,, = 0} = P{X,, = 1} = L. Ferner sei

g: {07 1}NO - [Oa 1) ) (xn)n = ZZO:() Ip 2—n—1 (mod 1) .
Wegen 3.12 ist nun X ergodisch, also geméafl 3.15 auch

Y, = g(Xk,Xk+1,...) (kEN()).



4. Der Birkhoffsche Ergodensatz

Sei (2, #,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer mafitreuen Abbildung ¢ :  — Q und
einer ZV X : Q) — R. Wir untersuchen nun das asymptotische Verhalten des durch

Xp, = X oF (k € Nop)
definierten stochastischen Prozesses.

Theorem 4.1 (Ergodensatz, Birkhoff). Sei X € L(P). Dann gilt P-f.s. und in L'(P):

i
L

Xopl 22 E(X|2).
0

SR
>~
Il

Der Beweis stiitzt sich auch folgende Abschitzung:

Lemma 4.2 (Maximal-ergodisches Lemma, Hopf). In der Situation aus 4.1 seien

n—1
S, = Xo+---+X,_1 = ZXogpk (n € N) und
k=0
M, := max{0,S51,...,S,} (n € Np) .
Dann gilt:
E(X 1p,501) = 0 (n € Np).

BEWEIS. Im Fall n = 0 ist nicht zu beweisen. Zuerst zeigen wir folgendes:
X >0y = Lg,>o0p (Mn — My o) (n € N);
nach obigen Definitionen gilt Sy — M,, <0 fiir alle & € {1,...,n}, also auch
X > X+ (Se—My)op = (X+Spop)—Mpop = Spp1— Mo

und damit
X > max{S1,...,S.} — M,o¢;

insbesondere ist damit gezeigt:

v

1{Mn>0} max{Sl, SN ,Sn} - 1{Mn>0} Mn o
= >0y (My, — My 0 ) (n €N),

X 1{Mn> 0}

also gerade obige Zwischenbehauptung. Hiermit ergibt sich aber gerade:
E(X 1,s0p) = / (M, — My, o ¢) dP
{M,,> 0}
— /(Mn—MnO(p)d]P) - 07

wobei zuletzt noch benutzt wurde, dafl ¢ mafitreu ist. O
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BEWEIS DES BIRKHOFFSCHEN ERGODENSATZES 4.1 Ohne Einschrénkung sei
E(X|.#) = 0; andernfalls betrachten wir X := X — E(X|.#), was wegen der
Invarianz E(X|.#) o p = E(X|.¥) (P-f.s.) moglich ist.

P-fast sichere Konvergenz: Hierfiir werden wir mit

n—1

= S, 1
X = limsup — = limsup—z X o F
n—oo N n—oo N =0
und mit B
D:={X>e} eI (zu beliebigem € > 0)
zeigen:
P(D) = 0;

analog zeigt man liminf % >0, indem man —X anstatt X betrachtet.
Um also P(D) =0 zu zeigen driicken wir D anders aus: Mit

X" = (X—-¢)lp

Sy = X*—I—X*ogp—k---—{—X*ocp”_l
M := max{0,S],...,S,}

Fy = {M‘>0}

hat man

D = {Sups;f”>0} = UF”'

n
neN neN

Wendet man das maximal-ergodische Lemma 4.2 an auf X*, so folgt hiermit:

0 < E(X*1g,) (Lemma 4.2)
4/, IE(X* 1y Fn> (maj. Kvgz., da X € L)
= E(X*1p) (vorherige Char. von D)
= E(X1p)—eP(D) (Definition von X*)
= —P(D) (E(X|#)=0und D € .¥)
< 0,

insgesamt also gerade: P(D) =0.

L'-Konvergenz: Hierzu wird X ,abgeschnitten“; mit einem festen K > 0 sei
X/ = X1{|X|§K} und X” = X—X/.

Die oben gezeigte P-fast sichere Konvergenz gilt insbesondere auch fiir X’; da
diese Konvergenz hier aber durch K majoriert ist, folgt insgesamt fiir X’ :

i
L

X' ol 222, E(X'|.#) in LY(P).
0

SR
e
Il
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Auflerdem hat man

1 n—1

E - X k

wobei benutzt wurde, dafl ¢ mafitreu ist; ferner gilt nach Jensen (] . | ist konvex):

) LS g (170 o) = E(X").

k=0

E(|EX"7)]) < E(E(X"].7)) = E(X"]);

fafit man die beiden letzten Ungleichungen zusammen, so ergibt sich:

n—1

1
E||= X" ok — E(X" < 2E(IX"]).
<‘”;§:o op ( If)D_ (X7

Sei nun ein beliebiges € > 0 fixiert; dann kann man K > 0 so grofl wihlen, dafl

€

2E(X")) < £

ist (majorierte Konvergenz, Definition von X”). Mit diesen Parametern ¢ und
K kann man wegen obiger L!-Konvergenz bei X’ ein ng € N wihlen, sodaf gilt:

(‘ ZX’W X]ﬂ)‘)<

Danun X = X’ + X" ist, ergeben die vorangehenden drei Abschétzungen:

<| ZXW X|,ﬂ)|>
n—1 n—1
<E ( D X' ok - (X]ﬂ)D (‘iZX”o@k—E(X”M)D <e
O

k=0 k=0
Beispiel 4.3 (Starkes Gesetz der grofien Zahlen). (X, )nen, seien iid ZV, oE auf
dem Folgenraum () := RNo definiert, mit P = Px = Px, ® Px, ® --- und ergodischem
Shift ¢ = 0; (siehe 3.12). Ist dann Xy € L(P), so folgt aus 4.1 mit 3.9:
el 1" ! p Pfs, L1(P)
Xy Z Xoo o — =% E(Xy|#) = E(Xo).
k=0 k=0

(n > no) .

| ™

Beispiel 4.4 (Rotation des Kreises, Weylscher Gleichverteilungssatz). Es sei
v:Q—Q, ow) == w+6 (mod 1),

auf (Q,.#,P) := (]0,1), 4|0, 1),)\‘9.) wie in 3.4 und 3.13, wobei A das Lebesguemafl be-
zeichnet. Ferner sei 6 € Q°. Dann folgt aus 4.1 mit 3.13 fiir A € £[0,1):

i
L

_ 1
1Ao<pk XL, * AMA) .

0

Sl
=
I



5. Der Subadditive Ergodensatz von Kingman

Sei (2, .%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer mafitreuen Transformation ¢ : Q — Q.
Im vorangehenden Abschnitt haben wir das asymptotische Verhalten von % untersucht,
wobei S, die Gestalt szl X oy hat, also insbesondere der additiven Kozykel-Eigenschaft

Sntm = Sp + Smop" (n,m € Np)
geniigt. Nun interessieren wir uns fiir folgende Verallgemeinerung;:

Definition 5.1 (Subadditive Folge von Zufallsvariablen). Eine Folge (Y},), von
Zufallsvariablen (n € Ny oder N; Zustandsraum R U {—o0}) heiit subadditiv, wenn gilt:

Yoim < Y, + Y, 00" (n,m € Np) .

Eine Folge (Y;)nen, heiit superadditiv, wenn (=Y}, )nen, subadditiv ist, und sie heifit
additiv, wenn sie sowohl sub- als auch superadditiv ist.

Beispiel 5.2. Sei (X, )nen, eine Folge von iid ZV, die oE als X, = m(,, auf dem Folgen-
raum (Q,.7,P, ) = (SNo, .#No, P(X")HGNO,Hl) definiert ist. Hierzu sei

n—1
Sp = ZXk'
k=0

Dann ist (Sp)nen, additiv und (|Sp|)nen, subadditiv.
Beweis. Die Additivitiat von (S, ), folgt direkt, da ¢ = 6 ist. Ferner gilt:

n+m—1 n—1 n+m—1
EHNEED SR AN ) SEA RS )
m—1
= |Su| + Xgo@™| = |Su] + |Smlo¢™.
k=0

0

Beispiel 5.3. Auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€, %, P) mit mafltreuem ¢ sei eine

zufillige Matrix, also eine mefibare Abbildung A : Q@ — R%*¢ gegeben. Ferner seien
A, = (Ao H(Aop™?) ... A und hiermit
Y = log| An| (neN),
wobei || .|| eine Matrixnorm bezeichnet. Dann ist (Y},), subadditiv.
BEWEIS.
Yorm = logl[(Aog™ Togh) - (Ao op™)(Aoy™™) - A

log || (Am o ¢") An ||

log [(| Am [l o ¢™) || An ]
log ([ Am[lo¢™) +log|[Anl = Ymog" + Yy,

Norm
<
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Ziel ist es nun, bei subadditivem (Y},), eine Konvergenzaussage fiir % zu erhalten.
Dies wird im subadditiven Ergodensatz 5.7 von Kingman geschehen. Hierzu dienen die
folgenden drei Lemmata.

Lemma 5.4 (Riesz). Seien uj,...,u, € R (n € N). Mit

0, j=0
S5 = .
w+---+u, je{l,...,n},
definiere
v; = vjp = max (sp—s;) = max{0, ujt1, ujy1 +Ujt2, Ujp1 + o+ U |
ke{j,...,n}
firj=0,1,...,n. Dann gilt:
n—1
> i Lyy,s0p 2 0.
=0

BEWEIS. 1) Zunéchst gilt fiir alle j € {0,1,...,n}:
vj = max{0, ujs1 + i1} = (U1 +vj41)"
Dies folgt direkt, da

v; = max{0, uj41, Uj+1 +Ujt2, Uj41+ -+ uy } und

vigr = max{0, ujt2, Ujr2 + ujts, Ujp2 + o +up b
2) Wegen 1) gilt:
vj < Uit + ujr1li >0y (J€40,1,....n}).
Denn falls v; = 0 ist, ist dies trivial, und im Falle v; > 0 gilt:

1) v; >0
0 < vj = (Uj+1 +’Uj+1)+ = Vj+1+ Ujt1-

3) Aus 2) folgt nun die Behauptung des Lemmas, denn:

n—1 2 n—1
0 <w =wvo—vn = Z(Uj_UjJrl) < Z i1 Ly >0 -
j=0 §=0

O

Im Beweis des subadditiven Ergodensatzes von Kingman werden wir subadditive Fol-

gen (Y,,), vergleichen mit additiven Folgen X, = Z?;ol X o ¢'. Dazu dient folgende
Hilfsiiberlegung, fiir die das vorangehende Lemma von Riesz benétigt wird:
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Lemma 5.5 (Maximalungleichung). (Y,,),en, sei superadditiv auf (2, F,P, ) und es
gelte Y, > 0 fiir alle n. Ferner sei X > 0 eine integrierbare ZV; hierzu setze

n—1
V = sup(Y,—X,)— Y0, wobes X, = ZXogoi.
nENg =0
Dann gilt:
E(Y,|.*
E(X liysop|#) < sup E(Ya| ) .
neN n
k—1 4
BEWEIS. Essei vj, := max <Yk—Yj— > Xog0Z> firj=0,1,...,n.
ke{j,...,n} i=j
1) Zunéchst gilt:
n—1 .
Y, > )Xoyl gy, 0 (neN);
=0

denn mit Yj 1 > Y; (wegen Superadditivitéit und Y;, > 0) erhélt man:

n—1
Yn > Yn_}/z) = ()/3'4—1_}/})
=0
n—1 5.4 n—1 A
> (Vi1 —Y)) lyy50p 2 Z Xoy! 1g,,>01,
=0 =0

wobei der letzte Schritt aus 5.4 mit u; :=Y; -Y; 1 — X o @1 folgt.
2) Aus 1) folgt nun:

E(Yn|f) > E(Xl{v0k>0}’/) (TlGN);
k=1

denn fiir k > j folgt aus der Superadditivitit Yy —Y; > Yi_j o’ und daher
Vjn = Vo(n—j) © ¢’ also insgesamt (mit der Mafitreue von ¢):

3
—

E(Y,|.7) > E(XWJ‘ 1{vjn>0}‘ ,ﬂ)
=0
1

<
I

3

n

E( [X 1{Uo(n7j)>0}} © ('Dj ‘ j) = £ E (X Livgr>0} | ‘]) :

v
?.
=}

3) Mit Fatou und {wvor >0} /" {V >0} (k — o0) ergibt sich daraus:

E(Y,|.#) 2 . .1«
SuII\)I (n|) > hnnilcgf - ZE(X 1{v0k>0}|j) > E(Xl{V>0}|j) :
ne k=1
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Lemma 5.6. Ist Z eine mefbare Funktion auf (Q, %, P, p) mit Z > Zop, so gilt Z = Zop.
Ist insbesondere (Y, )nen, superadditiv und

— Y, Y,
Y := limsup —, bzw. Y := liminf —*,
n—oo N n—oo N
so gilt:
Y =Yooy, bzw. Y =Yoop.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Aussage iiber Z und nehmen hierzu Z > Zoy
auf einer Menge positiver Masse an, also

P(Z>q>Zop) >0
fiir ein ¢ € Q. Dann folgt aber:

P(Z<q) "2" P(Zop<q)
= P(Zop<q<Z)+P(Zop<gq,Z<q)

P22% P(Zop<q<Z)+P(Z<q)
N
> P(Z<q),

ein Widerspruch.
Wegen der ebengezeigten Behauptung ist nun nur noch zu sehen:

?Z?ogp, bzw. Y >Yoyp;
aufgrund der Superadditivitdt von (Y;,), hat man nun:

Yn+1 > Y1 + Yno()@
n+l — n+1 n+1
= Yl —+ " &ogo,

n+1 n+1n

Theorem 5.7 (Subadditiver Ergodensatz, Kingman).
Auf (Q, F,P, @) sei (Yn)nen eine superadditive Folge integrierbarer ZV. Dann gilt:

Y, 1
_Phs L sup —E(Y, | F) = v < .

n.o nTe T peN T

Dabei ist v genau dann integrierbar, wenn sup %E(Yn) < oo ist. In diesem Fall gilt auch

neN
Y, 1
L
n n—oo

Ferner ezistiert eine Menge Q€ % mit Q C o1 Q und ]P’(Q) =1, sodafl auch gilt:

Y. ~
= Sy auf Q.
n
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BEWwEIS. Um die Notation zu vereinfachen setzen wir Y := 0; dann ist (Y},)nen,
weiterhin superadditiv.

1) Wir zeigen zuniichst, dafl man ohne Einschrinkung
Y, >0 (neN)

annehmen kann. Hierzu sei
n—1 n—1

J, = H, — F, mit H, = Z Y1+ op’ und F, := Z Yio0¢";
i=0 i=0

setzt man noch G,, :=Y,, — F,,, so schreibt sich Y, als
Y. =Y, -F,+H,—J, =G, + H, — J,.

Dabei sind die Folgen (H,,), und (J,,), additiv, so dafl die vorausgesetzte Inte-
grabilitét mit Birkhoffs Ergodensatz 4.1 ZV ~g und ~; liefert, sodafl

H, J

n
— — v und — ——yy
n n

P-f.s. und in L!(P) gilt. Die Behauptungen iiber Y folgen also, wenn auch

% — G (P-f.s. und in L*(P))

gezeigt ist, da dann insbesondere
Yo o
— — e+ — (P-f.s. und in L*(P))
n

folgt. Nun sieht man aber mit induktiver Anwendung der Superadditivitét,

G, = —Yl—Ylogp—~-—Y10g0n72—Y10g0n71+Yn
> —Y1—Yiop— - —Yiop" 2 4V,
> =Y1 —Yiop— -+ Yo
>
> =Y1 —Yiop+Ys > 0;

andererseits iibertrégt sich die Superadditivitét von (Y;,), auf (G,),. Daher sind
die Behauptungen bzgl (Y,,),darauf zuriickgefiihrt, die entsprechenden Konver-
genzen fiir den positiven Prozef (G,,), zu zeigen.

2) Wir zeigen weiter, dal man ohne Einschrinkung
Yo >n (n € N)

annehmen kann: Wegen Y1, + n+m > Y, +n+ (Y, + m) o ™ ist mit
(Yn)n auch (Y, + n), superadditiv. Konvergiert nun % — v/, so auch

%—wy::’y’—l.
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3) Yo __, 4 P-fs.: Hierzu zeigen wir Y <~ und Y > v, wobei wieder

n

— Y, Y,
Y := limsup — bzw. Y := liminf —* .
n—oo N n—oo N

Y <~ P-fs.: Fiir r € Ny definieren wir

r : N 1

X" == min{r,Y—-} > 0;
r

hierbei folgt die Ungleichung, da wegen 2) Y > 1 ist. Nach 5.6 gilt ferner
n—1 )
X"'=X"o0p,also X] := > X"o¢'=nX"; hiermit hat man
i=0

V= sup(Y,—X,)—Yy = sup(Y¥,—nX") > 0;
neNy n€Np

dabei ergibt sich die zuletzt notierte Ungleichung aus der Definition von X:
wére namlich Y,, < nX" fir alle n € Ny, so erhielte man den Widerspruch
Y = limsup% < limsup”TXT = X" <Y . Also folgt mit 5.5:

X' = B(X"[.7) < sup 2Ol )
neN n

Hieraus folgt durch » — oo aber: Y < v P-fs..

Y >~ P-fis.: Zunéchst ist (Y},), wegen der Superadditivitét und der Positivitét
monoton wachsend; daraus schliefit man:

n—1
kYot = > (Vi —Y)) (k,n €N);
j=0

hiermit erhélt man fiir jedes k € N:

Y, in
Y = lim inf — A=l
n—oo n+k—1

lim inf g Sitk T 0 (vorangehende Bem.)
n—oo

v

(Superadditivitét)

vV
| =
1E
gE

Lo )
3

_ %E(Yk | ) (Birkhoff 4.1)

also auch Y > 7.
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4) ~ integrierbar <> sup 1 E(Y},) < co: Hierzu sei Z,, := % . Aus dem Bishe-
neN
rigen folgt: Z, — ~ P-f.s. und Ey > EZ,, ; daher ist ,=* gezeigt. ,,<=* folgt mit

monotoner Konvergenz.

5) Ist v integrierbar, so gilt: Z, = ¥» — ~in L1(P). Wegen 0 < (y—Z,)" <y
gilt zum einen

E((V—ZH)JF) — 0;

andererseits gilt auch
0 S E(’Y - Zn) — 0

wegen Fatou, sodafl auch folgt:
]E(('Y_Zn)_) = _E('Y_Zn)+E(('7_Zn)+) — 0,

und somit insgesamt

E(|7_Zn|) — 0.

6) Existenz VO&Q €. mit QC o 'Q, P(Q) =1 und % — ~ auf Q:
Wegen 5.6 sind Y und Y invariant. Deshalb ist auch

QO ={Y =Y}

invariant; die restlichen Eigenschaften folgen aus dem bisher Gezeigten. g



6. Der Satz von Furstenberg-Kesten

Sei (92, #,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer mafitreuen Abbildung ¢ : Q@ — Q
und A : Q — R4 eine zufillige Matrix. Wir untersuchen nun die Asymptotik von

Ap(w) = (A o go”_l(w)) (A o cp"_Q(w)) < (Ao p(w)) (A(w)) (we). (2

Beispiel 6.1 (deterministische, symmetrische Matrix). Sei A € R**?¢ symmetrisch.
Dann existiert eine Diagonalisierung von A mit reellen (da A symmetrisch) Eigenwerten
61 > -+ > 04 es existiert also eine orthogonale Matrix O, sodafl

01 0
A = O*DO mit D = .
0 0d
gilt. Hierbei gelte 61 > --- > 4, d.h. die zu J; gehorigen Eigenrdume F; seien eindimen-

sional. Ferner sei z; ein Einheitsvektor in F; und

o Ej@Ej_H@-“EBEd, j=1,...,d
T oy, j=d+1.

Sei hiermit « € V; \ V)41 . Dann schreibt sich « als

d
x:Zak:ck mit a; #0.
k=j

Somit gilt wegen der Linearitéit von A, da die z, Eigenvektoren sind:

d d
Ay = E akA":ck = E aké,’j:vk,
k=j k=j

also
1 1 d
~1 n - - n
- og|A"z| nlog Zak&k Tk
k=j
1 d 5 \"
= log 07 + log Zak <5j> Ty BUmEN log é; .
k=j
Hiervon gilt auch die Umkehrung, also insgesamt:
1
zeVi\Vijz1 <= lim —log|A"z| = logd; (j=1,...,d).
n—oo N

Wir verfolgen nun das Ziel, diese Aussage fiir (A™), analog auch fiir die Folge (4,)n
aus (2) zu zeigen.
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Definition-Bemerkung 6.2 (Singulirwertzerlegung). Jedes A € R¥? besitzt eine
Singuldrwertzerlegung, d.h. es gibt orthogonale Matrizen U,V und eine Diagonalmatrix

01 0
D= |
0 0d
mit §; > -+ > &g, sodaf gilt
A =VDU.
Dabei sind 81, . . ., 84 die Eigenwerte von (A*A)"/2 und fiir die Operatornorm gilt: | A|| = 6;.
BEWEIS. A hat zunéchst eine polare Zerlegung, d.h.:

A = W(A*A)Y?  mit einer orthogonalen Matrix W .

(Im Fall, daB A nicht-singulér ist, folgt dies mit W := A(A*A)"'/2 ). Sei nun
D :=diag(d1,...,04) die Diagonalmatrix mit den Eigenwerten 6; > --- > dg4
von (A*A)/2, so schreibt sich die positiv-semidefinite Martix (A*A)Y/? als

(A*A)V? = U* DU
mit einer orthogonalen Matrix U. Insgesamt gilt also mit V := WU* gerade
A = W(A*AV? = WU*DU = VDU .

0

Bemerkung: Sind ey, ...,e; die kanonischen Einheitsvektoren des R?, so ist Ue; der
Vektor in Richtung der i-ten Hauptachse des Ellipsoids (A*A)Y2(S%1) und §; gibt die
Streckung in dieser Richtung an.

Zur Konstruktion der Analoga von 471, ..., d4 in Beispiel 6.1 fiir die in (2) definierte Folge
A, bendtigen wir Information dariiber, wie A,, lineare Unterrdume des R¢ transformiert:

Definition 6.3 (AuBeres Produkt). Zu einem d-dimensionalen linearen Raum E sei
ZLH(E*) = {k-linearen Multilinearformen auf (E*)*} (k=1,...,d).
Hiermit definieren wir A*E, das k-fache dufere Produkt von E, als
AE = {fe Z*E*) : f alternierend } ,

also als die Gesamtheit aller k-linearen, alternierenden Multilinearformen auf (E*)* .
Ein Element f € AFE ist also eine k-lineare Abbildung

fiE"x--xE — R,
—_—
k-mal

die alternierend ist, d.h.:
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Lemma 6.4 (Alternierende Abbildungen). Fiir ein f € £*(E*) sind dquivalent:
i) fenNE
ii) f(xy1,...,zk) = 0, falls (x1, ... ,x) nicht paarweise verschieden
iit) f(x1,...,zK) = 0, falls (x1, ... ,x) nicht paarweise linear unabhdingig
W) f(Try, - Try) = sgn(m) f(@1, ..., 2x) fiir alle w € & .

BEWEIS. i)<iv) folgt durch die Darstellung 7 = 71 o -+ o 7, mit Zweier-
permutationen 7; , also sgn(7;) = —1.

i)=i) Sind (21, ...,xx) nicht paarweise verschieden, so folgt aus der De-
finition einer alternierenden Abbildung durch Vertauschen der gleichen
Elemente: f(x1, ... ,zx) = —f(z1, ... ,2k).

ii)=-iii) Es sei ohne Einschrankung z; = Ef:_ll a; ; . Dann folgt mit Linearitét
.. k—
und ii): f(z1, ... 2k) = Yi) on f(m1, . @pe1,ai) = 0
fii)=ii) st trivial.

ii)=-1) Es sei ohne Einschrankung k£ = 2. Dann folgt fiir x;, 29 € E*:

0 = f(ri+x2, x1 +x2)
= f(z1,21) + f(w1,22) + f(w2,71) + f(22,72)

= f(z1,22) + f(w2, 1),

also f(z1,z2) = —f(x2,21). O
Definition-Bemerkung 6.5. Es seien f € AFE und g € A'E, wobei E wieder einen
d-dimensionalen linearen Raum bezeichnet und k,! € Ny sind. Dann heif3t

1
fAg(a, oo o) = W > sen(m) £ (s - Tae) 9 (@n(er) s - s Ta(ers))
7I'€6k+l
das dufere Produkt von f und g und es gilt: fAge AT E.
BEWEIS. Esist f Ag € Z"(E*) mit m :=k+ 1. Un zu sehen, dal f A g auch
alternierend ist, wird 6.4 iv) angewendet; zu beliebigen 1, ..., x,, € E* sei

1
a(7r) = AN (xw(l) y e 7x7'r(k)) g (a}ﬂ.(kJrl) y e ,xﬁ(m)) <7T S 6m) .

Hiermit folgt:

FAG(Zny, o Tnemy) = Y sgn(n)a(n’om)

= sgn(r) Z sgn(r’ o) a(n’ o )

T eESm
= sgn(n) Z sgn(o) a(o)
oc€Gm,
sgn(m) fAg(x1, o ov s T ) -
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Lemma 6.6 (Assoziativitit des dufleren Produktes).
Es seien f € N*E, ge N'E und h € N™E mit k,1,m € Ny . Dann gilt:

(fAGNR = FA(gAD) .

BEWEIS. Essein:=k+l+mund T:={7€ 6, : 7(i) =i firi > k+1};
ferner sei zu beliebigen z1,...,z,, € E* und 7w € &,,

a(m) == f (Zr1)s - > Tr) 9 (Trterr)s - Trorn) P (Tr(tien) s -+ Tr(m)) -
Hiermit folgt durch zweimaliges Anwenden von 6.5:
((f/\g)/\h)(xl, ey Ty ) =
1
~ k+D)iml 2 sgulo k:'l' 2 sen(r) a(oo7)

066 TET
1
= (k:+l)' Z Z sgn(cot)a(ocor)
TET 0€G,
1 card(%)
T RWm (k+ Q) 2 sen(7) a(v)
veS,
1
= i Z sgn(vy) a(y) -

e (G

Da man dieses Ergebnis aber auch erhélt, wenn man (mit denselben Schritten)
(fAN(@AR))(x1, ...z, ) berechnet, ist die Behauptung gezeigt. O
Damit ist klar, daf3 Ausdriicke wie
AN A frm mit fj e AME

eindeutig bestimmt sind. Hierfiir gilt:

Lemma 6.7. Es seien f; € A\ME firl e {1,...,m}. Dann gilt mit n :=ky +--- + ky,

AN AN fm = H % ngn(ﬂ)fﬂ,

1<i<m T nEeG,
wobei fr mit iy == ki + -+ kj_1 definiert ist als
Je(@r, oo mn) = f1 (Trys - Ta(in) S2 (Tn(ie1)s - Tr(in) - S (Tr(imt1)s - - - Tan)) -

BEWEIS. Dies folgt mit vollstédndiger Induktion nach m. Der Fall [ = 2 ist dabei
gerade die Definition in 6.5; der Fall [ = 3 ist im Beweis von 6.6 gezeigt. U
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Lemma 6.8. FEs seieq,...,eq eine Basis von E** =2 E und by, ...,byq sei hierzu die duale
Basis von E*. Dann gilt fiir alle f € A\*E :

f= Z iy iy €ig N oo N €y = Gy, = f(bll,,blk) fir alle i1 < -+ < .
i< <ip

BEWEIS. Zunéchst folgt fiir 1 < --- < i und j; < --- < ji aus 6.7:

ein N Nejy (b, ... ,b5) = Z sgn(7) e;, (bjw(l)) e, <bjﬁ(k>>

€S,
= Z sgn(m) i, ey T Oi, » Jm (k)

TES
= O Oip gk (dai; <--- <ig)
- 1, fallsilzjl,...,ik:jk
B {O, sonst.

,=" folgt direkt aus dieser Vorbemerkung;

,<=* Hierzu sei g := Zi1<~-<ik fbiys- b)) e Ao Aey, € AFE. Wegen
obiger Vorbemerkung im Beweis gilt f(b;,,...,b;,) = g(biy,...,b;, ) fur alle
i1 < --- < ij; wegen Linearitiit sind daher f und g auf ganz (E*)* gleich. O

Lemma 6.9. Es seiey,...,eq eine Basis von E** = FE und k € {1,...,d}. Dann ist
{en Nooohe, 1< <. .. <ip <d}

eine Basis von A*E. Insbesondere gilt:

d
dim AFE = .

BEWEIS. Hierzu wahlt man eine zu eq, ..., eq duale Basis b1, ...,bg von E* und
wendet 6.8 an. O
Definition 6.10 (Skalarprodukt). Sei by, ..., by eine Basis von E*. Dann definiert
<fvg> = Z f(bll”bzk)g(bnaablk) (f?ge/\kE)
11 <o <ip

ein Skalarprodukt auf AFE.

Lemma 6.11. Fir das Skalarprodukt aus 6.10 gilt:

(U Ao AU, VAL A = det((u,;,vj)) (uj,v; € E) .

1<i,j<k

Insbesondere gilt fiir die zugehdrige Norm:

|U1/\.../\uk| = \/det((ui,vﬁ)lgi’jgk (ui,viEE) .
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BEWEIS. Die rechte Seite h(ui,...,ug;v1,...,0%) = det((ui,vﬁ)lq’ o, Ist
bei festen v1, ..., vy eine alternierende Multilinearform in uq, ..., u; und umge-
kehrt, d.h. h( . ;v1,...,v;) € AFE* und h(uy,...,us; . ) € AFE*. Bezeichnet
el,...,eq die zu by,...,b; duale Basis von E und wendet man 6.8 zweimal an,
so folgt also:

h(U1,--.,Uk;U1,...,Uk)
= Z h(€iyy .- s€igiVis .o, Ug) by Ao ANy (ur, .. ug)
1< <ig
= Z Z h(eil,...,eik;ejl,...,ejk)bl-l/\.../\bl-k(ul,...,uk)
11 <<t J1 < <Jk
-bjl/\.../\bjk(vl,...,vk)

= Z bil/\.../\bik(ul,...,uk) bil/\.../\bik(vl,...,vk)

1< <ip
= Z ul/\.../\uk(bil,...,bik) 1 /\-'-/\Uk(bi1a--~abik)
1< <ip
= (U Ao AUk, v AL AYE) .
O
Bemerkung: Insbesondere gilt das Vorangehende
fir £ := R? = E* (mit der kanonischen Basis). Die
lur Ao Aug | = \/det(<ui,vj>)1gi’j§k u3
gibt dann fiir E = R? das k-dimensionale Volumen des
Parallelflachs an, der von uy, .. ., u; aufgespannt wird. 1
So gilt z.B. im Fall k = 2:
1/2
|ur Aug| = det < {ur,ua) - {un, ug) >
(ug,u1) (uz,uz)
1/2
_ det< url? Jua fua| cosf >/
|u| |ug| cos® [ug|?
2 2 2 oy \1/2
= (]u1| |ug]® (1 — cos 9))
= |uy| |ug| sin@ ug ¥
|ug] sin 6
u1=—
O

Da das Ziel ist, die Wirkung auf k-dimensionale Objekte im R? zu studieren, betrachten
wir nun das k-fache duflere Produkt einer Matrix:
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Definition-Bemerkung 6.12. Sei A € R%?. Dann wird wegen 6.9 durch
ARA (uy AL Aug) = Aug AL A A, (u; € RY)

ein linearer Operator AFA : AFR? — AFRY definiert, das k-fache dussere Produkt der

Matrixz A. Hierfiir gilt:
ANA=A,

1

A

ii) A?A=detA (wegen 6.7),
i) AF(AB) = (\*A)(AFB).
iv) (AFA)~! = AFA~L falls A invertierbar,
v) AF(cA) =cF AF A fiir ceR,

i)

vi) AFU orthogonal, falls U orthogonal und in diesem Fall gilt (AFU)* = AFU*.

Lemma 6.13 (AuBleres Produkt einer Matrix und Eigenwerte). Seien M1, ..., \g
die Eigenwerte von A € R¥%. Dann hat A*A die Eigenwerte

(g Ay s 1< << <d

BEWEISs. Sind uq,...,uq Eigenvektoren zu Aq,...,Ag und fixiert man Indizes
1< < < <d, so folgt:

/\kA(ul-l/\.../\uik) = Auil /\.../\Auik
= )\iluil VANAN )\%ulk
= ()\“)\%) (uil/\.../\uik),
sodaf8 A;, - - - A, ein Eigenwert zum Eigenvektor u;, A...Aw;, ist. Aus Dimensi-

onsgriinden miissen dies alle Eigenvektoren und damit alle Eigenwerte sein. [J

Lemma 6.14 (AuBeres Produkt einer Matrix und Singulirzerlegung).
Zu A € R¥4 gejen 61 > ... > 64 >0 die Singuldrwerte und

A=VDU
eine Singuldrwertzerlegung, wobei D = diag(d1, . ..,dq) ist. Dann gilt fir k=1,...,d:
i) ANFA = (NV)(ARED)(ARU) st Singulirzerlegung von AFA;

i) AFD = diag (6;, -5, 0 1<iy < -+ <ip <d).
Also ist 81 - -- 6}, der grofite bzw. 441 ---0q der kleinste Singuldrwert von AFA.

iit) Fiir die Operatornorm gilt:
| AR A =610, |detAl=|ALA||=61---6q und | AFA| <|A|F.

BEWEIS. i) und ii) folgen aus 6.12 und 6.13; iii) ergibt sich aus ii) und der
Definition der Operatornorm || - || . O
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Theorem 6.15 (Furstenberg-Kesten). Sei (Q2,.%,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und
hierauf A : Q@ — RY? eine zufillige Matriz, fir die gilt

log* || A(.) [l € L'(P). 3)
Ferner sei wie in (2)
A, = (Ao gp"_l) (Ao @”_2) - (Aoyp) A

mit einer (P-)maftreuen Abbildung ¢ : Q2 — Q. . .
Dann existiert eine Menge Q € .F mit P(Q) =1 sowie Q C o 1(Q), und es existieren
mejsbare Funktionen

A — RU{—oc} (k=1,...,d)
mit 7(’“)+ e L'(P), sodaf fiir alle w € Q und k,m € {1,...,d} gilt:
.1
1W(w) = lim —log || A* An(w)]|,

YB (pw) = 7P (w),
Frmw) < AW (w) +4M ().

Y
Definiert man rekursiv Zufallsvariable
Ap: Q— RU{—o0} (k=1,...,d)
durch
A+ + A, =%
mit

A = —oo auf {4¥) =-o0},
so gilt fiir alle w € Q und ke {1,...,d}:

.1
Ap(w) = lim —logdg(An(w))
Ap(p(w) = Ap(w),
AMw) > Aw) > ... > MNw) (= —0).
Ist P ergodisch, so sind v*) und Ay wegen obiger Invarianz konstant (auf Q), also

B =E(®) und Ay =E(A).
BEwEIS. 1) Sei
YF = log| AF A, meNk=1,...,d);

dann ist (Y;*), fiir jedes k = 1,...,d subadditiv: Im Falle k¥ = 1 wurde dies in
5.3 gezeigt; fiir £ > 1 {bertragt sich die dortige Rechnung sofort, da fiir alle
Matrizen B, C gilt: A¥(BC) = (A*B)(AFC). Daher ist mit A auch jedes AFA
ein Kozykel, d.h. es gilt:

AF Ao = AP A 0™ - AR A,

Somit folgt also die Subadditivitit von (Y¥),,.
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2) Die Existenz von Q und v*) mit den behaupteten Eigenschaften folgt aus
Satz 5.7, angewandt auf (—Y¥), ; es bleibt lediglich zu zeigen:

dies folgt aber direkt aus der charakterisierenden Eigenschaft der v*) und der
Normungleichung

I ARE™ Al < AR Al - T A™ Anll -
3) Wir zeigen nun die Behauptungen bzgl. Ay : Nach 6.14 gilt fiir k = 1,...,d:
1 1
~log || A" An]| = — Z;logéi(An).
1=
Es ist A =~ und fiir w € Q erhilt man daraus sukzessiv:
1
Appi(w) = 7" (w) = /(W) = lim —logdrr1(An),
n—oo n
falls 4*(w) > oo ist; bricht dieses Verfahren ab, d.h. ist 7% (w) = —o0, so ist

auch v¥(w) = —oo fiir alle k& > ko und damit auch A, = —oo fiir alle k& > k.
Die restlichen Aussagen gelten wegen

0(Ay) > 62(An) > ... > da(4n)

und die jeweiligen Erwartungswerte existieren nach Voraussetzung. (Il



7. Der Multiplikative Ergodensatz von Oseledets

Sei (Q,.7,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer mafitreuen Abbildung ¢ : Q@ — Q
und A : Q — R¥4 cine zufillige Matrix. In Ubereinstimmung mit (2) definieren wir

4 J(Aee ) (Aopn?) - (Aop) A, neEN,
" Ia nzO,

den von A erzeugten Kozykel; A, ist also Kozykel iiber ¢, d.h.es gilt:
Apym = (An © Som) - Am (m,n S No) ,

was ja bereits im Beweis des Satzes von Furstenberg-Kesten benutzt worden war.

Wir interessieren uns nun fiir die Asymptotik von |A,z| zu z € R? bei n — oco. Dies
fithren wir auf den Satz von Furstenberg-Kesten zuriick mit Hilfe des folgenden (determi-
nistischen) Satzes 7.3. Um die darin enthaltenen Konvergenzaussagen beweisen zu kénnen
zeigen wir zunéchst zwei Lemmata:

Lemma 7.1. Sei ® € R¥*? symmetrisch mit spektraler Zerleqgung

T
=Y NP,
i=1

wober v < d ist und \; die Figenwerte sowie P; die zugehorigen orthogonalen Projektoren
auf die Eigenrdume bezeichnen. Seien

= Z AP
i=1

ebenfalls symmetrische d x d-Matrizen, sodaf gilt:
i) A} 222, N fiir alle k € X, wobei ¥ # O Mengen von Indizes sind (i=1,..., r);

i) PP =Y PP P firallei=1,... 7.
kex;

n—oo

Dann folgt: @, —— .

BEWEIs. Mit den Konvergenzvoraussetzungen ergibt sich:

=1 keX;
T

= Y- (X R-R) | 0.
=1 L keX; keXl;

—0 —0
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Lemma 7.2. Seien P,Q orthogonale Projektoren in R2, sodafi gilt:
dimU = dimV =1, wobei U :=ImP undV :=1ImQ .
Dann folgt:
(U, V) = [|P=Ql = |z Ayl = |sinal (zeUyeV mitlz| =y =1),
wobei o den Winkel zwischen x und y bezeichnet. Folglich ist 0 eine vollstindige Metrik

auf P, dem proketiven Raum aller eindimensionalen Teilriume des R?.

BEWEIS. Die zweite Gleichung wurde schon auf S. 37 gezeigt.
|P— Q| = |xAy|: Wie auf S. 37 folgt weiter:

_ (r,2) (z,y) )"
e Ay _'da<<%w><%y>>

- VI

= @)+ (@ yh) — (o,y)?
= |{z,y")|

l1-QP|

IP-QP| < [P-Ql.

wobei noch die Idempotenz orthogonaler Projektoren benutzt wurde sowie die
Tatsache ||AB|| = ||BA|| fiir orthogonale Projektoren A, B.
Andererseits folgt fiir w € R?:

|(P=Quw[* = |[(P-QPw—(Q—-QP)uwl|?
= |I-Q)Pw-QI-Puwl|
= [I-QPuw]* + |QU - Puw]|?
I(I-Q)P|*|Pw|* + ||QU—P)||* |(I-P)w|
N————
1 (I-Q)P|

IN

I -Q)P|?,

also
1P=Ql < [[I-Q)P].
Insgesamt ist also gezeigt:
[P=Ql = UT-Q)P| = [zAy|.

0

Wie bereits angekiindigt dient der folgende deterministische Satz dazu, den Satz von
Furstenberg-Kesten anwenden zu kénnen.
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Satz 7.3 (Goldsheid-Margulis). Sei (A, )nen eine Folge in R¥¢ mit den Eigenschaften:

1
limsup — log [|A,]| < 0 (4)
n—oo M
und O, := A, --- Ay erfille
1 X )
lim —log || A ®,|| =: v € RU{—o0} (5)
n—oo N

fiir jedes 1 =1,...,d. Dann gilt:
i) Es existiert (in der Topologie der Operatornorm) der Limes

U= lim (@ ¢,)Y?" > 0.

n—oo

Definiert man nun sukzessiv A; fir i =1,...,d durch Ay +---+A; = ~®

(falls ) = —o00 ist, so setze A; = —0), dann sind die Figenwerte von ¥ gerade
eAl,. ,eA’i
und es gilt
1
A; = lim —logd;(®,) (i=1,...,d).
n—oo N
ii) Seien
e << eM

die verschiedenen (!) Eigenwerte von ¥ (wobei A\, = —oo sein kann), Up,...,U;

seten die zugehdrigen Figenrdume mit d; := dimU; und es set

- {O}a t=p+1
e U, i=1,...,p.

Dann gilt:
Vorr CVpCVyyC-o-CVp=RY

und fiir jedes x € R\ {0} ewistiert der Lyapunov-Exponent

1
AMz) = lim —log|®,x|;

n—oo N,
es gilt fiir alle i=1,...,p:
zeVi\Viz1 <= ANzx) =\
bzw. dquivalent hierzu:

Vi={zeR?: Az)< \}.
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BEWEIS. Im Fall d = 1 ist nichts zu zeigen, da dann ®,, € R ist und die Aussagen
direkt aus den Voraussetzungen folgen.

Zur Vereinfachung wollen wir uns nun auf den Fall d = 2 beschrénken; der
allgemeine Fall 148t sich dhnlich beweisen, erfordert allerdings mehr Arbeit
(siche hierzu Arnold [AR 98] S.S.144-152).

A; = lim 1logd;(®,) fiir i = 1,2 | Dies folgt aus (5) mit 6.14 iii):
n—oo

| 1
A=Y lim S log @, 2! tim — log 6y (®,.) ;
n—oo n n—oo n

falls nun A; = —oo ist, also y! = —o0, so ist wegen (5) auch v2 = —oc0 = Ao;
andererseits hat man in diesem Fall;

1 1
— log 02(®,,) < —log d1(P,,) — —o0.
n n

Ist Ay > —o0, so folgt:

1 1
Ay = P2—A = Jim ~log | A @, || = Jim —log 61 (®n)
01(Pn)d2(Pn)

1
= lim —logds(Py,).
n—oo n

Konvergenz der Operatoren und Lyapunov-Exponenten | Sei nun

die Singuldrzerlegung von ®,,, mit

D= ("0 s )

hiermit ergibt sich:
(7, 2)!/2" = (0L D00 = 0,D}/"On ;

diese Matrix hat als Eigenwerte 01 (®,,)"/™ und d5(®,,)"/™, die gemiff dem oben
gezeigten gegen e und €2 konvergieren; man hat also folgende Konvergenz:

pn_ [ 8@) 0 nooo [€M0
"o 0 &M@ 0 et )

Die Schwierigkeit besteht nun darin, daf$ die Konvergenz von O,im Allgemei-
nen nicht gewéhrleistet ist; es geniigt jedoch, dafl die jeweiligen Eigenriume
konvergieren, wozu 7.1 gezeigt worden ist.
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. FALL: Ay = Ay =: A1 : Wie eben gesehen gilt also Drl/n — eMT und 7.1 liefert

(@, @) 1/7" 22255 M
mit ]51" := P['+ PJ' . Ferner gilt dann sofort: V; = Uy = R?2, p=1und d; =2.
Daher ist nur noch zu zeigen, daf fiir alle z € R? \ {0} gilt:

o1
ANz) = nlingoﬁlog||¢’nx|| = Al.

Hierfiir sei zunéichst A\; > —oo; dann folgt aus der bereits bewiesenen Charak-
terisierung von Aj, daf fiir jedes € > 0 ein ¢ € (0, 00) existiert, mit

Lenti=9 < §,(@,) < ce”™+), =102,
Ce

Setzt man noch z, := Oz, so folgt

®2| = [VaDnOnz| = |Dpan| = (61(®n)2(x1)? + 62(®)2(22)2)

n
mit z;, den beiden Komponenten von x,; insgesamt ist also

me"(’\l_e) < [Ppx| < |x|cee”(’\1+5)
Ce

)

weshalb folgt, dal A(z) = \; ist.
Ist A = —o00, so kann man ebenso fiir jedes r < 0 ein ¢, € (0,00) finden mit

0 < 0i(Pn) < e, i=1,2.

Wie oben folgt dann:
0 < |Ppx| < |x|cre™,

woraus wie oben folgt: A(z) = A;. Somit ist der Satz im Fall Ay = Ay bewiesen.

. FALL: A1 = Ay > Ay = )9 : Hier gﬂt also

pl/n — 5" (®) 0 nooo (€M 0
noT 0 &M@, 0 e )’

Um hier die Existenz von ¥ zu beweisen, miissen wir zeigen, dafl die Orthopro-
jektionen PJ*, Py auf die Eigenrdume U}, Uy von (& ®,,)"/?" gegen Orthopro-
jektionen Pp, P» konvergieren, denn dann folgt wegen 7.1 gerade:

(®F ®,)/2n 22, Mp 4P, = U,

Dies wird mittels eines Cauchy-Argumentes im folgenden Lemma gezeigt.
Hierfiir bemerken wir, daB die Eigenvektoren von (®f®,)Y/2" = O;‘LD}/ "0y,
gerade gegeben sind durch u]' := O}e; (i = 1,2), wobei (e1, e2) die Standard-

basis des R? bezeichnet. Insbesondere ist U = span (u?), i = 1,2.
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Lemma 7.4. In obiger Situation (2. Fall“ im Beweis von Satz 7.3) gilt:

1
limsupﬁlog6(Ui",U{‘+1) <d—-XM <0 (i=1,2).

n—oo

Insbesondere ist (UM)nen (i = 1,2) eine Cauchy-Folge im projektiven Raum P!, konver-

giert also gegen ein U; € P'. Hieriiber behaupten wir ferner, dafi diese Konvergenz mit
serxponentieller Geschwindigkeit” stattfindet:

1
limsupﬁ log 6 (U, U;) < Ao — N (1=1,2).

n—oo

BEWEIS VON 7.4. Ohne Einschriankung sei hierbei ¢ = 2, da Uj(n) orthogonal
zu Us(n) ist, aber die Metrik 6 auf P! invariant gegen orthogonale Transforma-

tionen ist.
Wegen der Orthogonalitit aller (u}*!, u5 ") kann man u} darstellen als

uy = anui™ 4 BLuhtt (n €N).

1) 6(U%, U2"+1) = |ay|, denn:

7.2
0(Us,U3™Y) = fuy Auztt] = [(anui ™+ Buun ) Aup ™
= lom| [uf ™! Augt|

= |an‘7

wobei die Orthonormalitét von u} und uj benutzt wurde.

2) o(Uy, Uyt < ”AnJrlHJffcbq)z)l) denn: Zunéchst ist

_ +1
’(I)n—i-lug‘ = ‘Oénq)n+lul + 6@ n—HUQ ‘
= |on Vat1Dn410n41 05161 + Bn Vg1 Dnt10ny1 Oy €2

|y 01(Prt1) Vir1er + Bn 92(Ppt1) Vir1ea]

> ap 01(Ppt1) Vatren]
= ‘an’ 01(Pnt1) ;

andererseits ist
Bt = [Ane1®otif] < [ Aper]| [9n03] = [[Ansr] 52(®,) |
insgesamt also

62(Pn)
((I)n—f—l) .

|q)n+lu3’

1)
o] < 01(Prt1)

s(UR, UstY) = < NAnsall 5
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3) Erste Behauptung des Lemmas: Mit dem eben gezeigten folgt:
1 nal 1
limsup —logd(Uy, U3™") < limsup — 1og | Ans]|
n—oo T n—o0

+ lim sup — log 92(Pp)
n

—lim 1nf — log 01 (Ppt1)

n—oo

< 0+)\2—)\17

wobei die erste Voraussetzung von Satz 7.3 und die bereits bewiesene Konver-
genzaussage benutzt wurden.

4) (UR),, konvergiert in P! gegen ein U, : Da § eine vollstindige Metrik ist,
ist zu zeigen, daf (UJ'),, eine d-Cauchy-Folge ist. Sei hierzu ¢ < A\; — A2 ; gemés
dem eben gezeigten kann man ein ng € N wéhlen, dafl

1
- log (U3, US) < Xo— A +¢e (<0) (Vn > ng)

ist. Dann folgt aber fiir ng <m < n:

s(Ug,ustt) < Zé Uy, uyt)

IN

Z ek()\g —A1+e)
k=m

00

Z ek()\g —A1+e)
k—

em()\g—)\l-‘ra‘) 00

= 1— e)\Z*)\l‘i’E 0 ’

IN

wobei die Summenformel fiir geometrische Reihen einging.

5) Zweite Behauptung des Lemmas: Mit der eben benutzten Argumentation
folgt auch:

§(US,Up) < enthe—hite) 1_@%
und daher .
hmsup—log(S(UQ,Ug) < A — A +¢;
n—oo
nun folgt die Behauptung mit € — 0. ]

Lem.
7.4
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FORTSETZUNG DES BEWEISES VON 7.3. Als Orthoprojektionen Py, P» wihlen
wir nun natiirlich die Projektionen auf die gemafl 7.4 existierenden Réume
Uy, Uy. Wegen 7.2 und 7.4 folgt die Konvergenz

pr ==, p (i=1,2).
Insgesamt folgt also
(®F @)/ 122, Mp pepy = W

Es ist also nur noch die Behauptung iiber die Lyapunov-Ezponenten nachzu-
weisen; hierbei ist Vo = Uy C R? = V4, sodaB nun noch zu zeigen ist:

1
reW\{0} = lim —log||®,z| = A2 und
n—oo N
1
reR?\ Vs = lim —log|®nz| = A1 ;
n—oo N

wobei jeweils oE |z| = 1 angenommen werden kann.

z € V3 \ {0} = lim % log |®,,z| = Xy : Wir stellen z dar als

r = anuTll + ﬂnug )
also wiederum
Sz = anq)nu? + ﬁnq)nug = Qpn 51((1)71) Vher + ﬁn 52(¢’n) Vaea,

und daher

1/2

1Bn] 02(®n) < [af 61(®n)? + B2 62(Pn)*] " = [Bpal;

wie im Beweisteil 1) von 7.4 folgt aus 7.2: 6(US, Uyt!) = |ay|, daz € Vo = Uy
ist; also folgt wegen 7.4 auch:

1 1
limsup — log |av,| = limsup—logé(US,Ug) < Xd—XM < 0;
n—oo I n—oo N

daher folgt:
2 nN—o0

B =1-a2 721,
und somit insgesamt:
o1
Ao = lim —log(|Bn] 62(Pn))
n—oo N

1 1
< liminf — log |[®,z| < limsup — log |®,z|
n

n—oo n

n—oo
1 . 1
= 5 limsup —log [} 61(®n)* + 3] 62(®n)’]
n—oo
1 1 1
< - max {lim sup — log a2 6 (®,,)? , limsup — log 32 52((1%)2}
2 n—oo N n—oo N
< max{()\g—)\l)—l—)\l s 0+)\2}

A2 .
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z € R?\ V3 = lim Llog|®,x| = A; : Hier stellen wir = dar als

z = au+ (v
mit Einheitsvektoren u € Uy und v € Us = V5 ; diese schreiben wir als
v = apul + Buuy bzw. u = ypui + dpuy .

Auch hier folgt aus 7.4 notwendig: ay,, — 0, §,, — 0 und somit |3,| — 1, |yn| — 1
(im projektiven Raum gilt ja wegen 7.4: v} — u und u§ — v).
Damit gilt wie oben:
1/2
ol bl 81(®2) < [(an + Ban)? 61(®a)? + (a8 + BB,)? 2(@)?]
= [®pz|;

beachtet man noch, daf aufgrund der Lage von = immer o = (x,u) # 0 ist, so
folgt insgesamt wiederum:

1
A= lim —log (faf [ya] 61(®n))

1 1
< liminf —log |[®,z| < limsup — log|®,z|
n—oo N n—oo T
1. 1
= 5 limsup —log [ (ayn + Ban)? 01(®n)* + (G + 5fn)? 02(®n)’]
n—oo
< A
Somit sind alle Aussagen von 7.3 bewiesen. O

Um den Satz von Goldsheid-Margulis anwenden zu kénnen, bleibt noch, die erste Vor-
aussetzung im speziellen Fall stationdrer zufilliger Matrizen nachzupriifen:

Lemma 7.5. Sei X : Q — RU{—o00} eine ZV mit X+ € LY(Q, Z,P). Dann ist

1
Q= {lims.upXogon_1 < O}
n—oo N

invariant und es ist P(21) = 1.

BEWEIS. Die Invarianz folgt aus der Definition von €2y. Ferner tragt €2y volles
Maf3 hat, denn:

ZIP’{;Xogo”l > 5} vt Z]P’{X>8n} = Z]P’{X+>€n}
n=1 n=1 n=1

1
< -EX") < oo,
e

also nach Borel-Cantelli: P(2;) =1. O

Um den Hauptsatz zu erhalten wird 7.5 angewandt auf X :=log||A|l. Somit folgt:
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Theorem 7.6 (Multiplikativer Ergodensatz, Oseledets). Sei A : Q — R4 ¢ine
zufillige Matriz auf (Q,.7,P,p) und

A, = { (Aog™™) (Aop"?) ---(Aop) A, neN,
I, n=20,
der hiervon erzeugte Kozykel auf R%. Es gelte
log" | Al € LY (Q,.7,P).
Dann existiert Q€ .F mit Q C ¢ Q) und P(Q) =1, sodap fiir jedes w € Q gilt:
i) Es existiert

T(w) = lim (A%(w) 4,(w))"*" > 0

n—oo

ii) Sind
e/\P(w)(w) < e < e/\l(w)
die verschiedenen Eigenwerte von W(w) (wobei Ay,)(w) = —oo sein kann), und
Upw)(w), ..., Ur(w) die zugehirigen Eigenrdume mit d;(w) := dim U;(w) , so gilt:

(Niop)(w) = N(w), (dioy)(w) = di(w), und 1<i<pi(w) = (pioy)(w).

iit) Definiert man

Dann gilt also
Viw)+1 (W) C Vp(o) (@) C Vioy—1(w) C -+ C Vi(w) = R

und fiir jedes x € R?\ {0} ewistiert

1
AMw,z) = lim —log|A,(w)z|;

n—oo n
es gilt fir alle i=1,...,p(w) :

z € Vi) \Vipi(w) <= Mw,z) = Ai(w)
bzw. dquivalent hierzu:

Viw) = {= €R": Aw,2) < Ai(w) }

iv) Ist ¢ ergodisch, so sind p, \; und d; auf Q konstant P-f.s..
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BEwEIS. Aufgrund der Integrabilitdtsvoraussetzung ist 7.5 anwendbar mit
X :=log ||A|| und liefert die invariante Menge

Q= {w €N limsupllog |A(p"tw)|| < O}
n

n—oo

vollen Masses. Wir wenden nun das deterministische MET 7.3 an auf

Kogkel

A2 = A(p"lw) und o Ap(w),

A AY

wobei (4) nach Definition auf Q; erfiillt ist und (5) wegen des Satzes von
Furstenberg-Kesten 6.15 auf einer vorwérts invarianten Menge Qs vollen Mafes
gilt; folglich ist 7.3 anwendbar fiir jedes w € Q) NQy =: Q, einer vorwiirts inva-
rianten Menge vollen Mafles, und liefert mit 6.15 die obigen Behauptungen 0O

Definition 7.7. Die Funktionen \; aus dem Satz von Oseledets heiflen die Lyapunov-
Ezponenten des linearen Kozykels (A, )neny -

Die Lyapunov-Exponenten sind also die Analoga zu den Eigenwerte einer Matrix, siehe
6.1. Die Rdume V; (fir ¢ = 1,...,p) sind allerdings nicht die Analoga der Eigenrdume
im Deterministischen. Dazu mufl man die Theorie erweitern auf Zeitskala Z , siche Arnold
[AR 98] Theorem 3.4.11. .



Notationen

Ry
No

A%
oE

{teR:t >0}

Nu {0}

(+s) V 0; Positiv- bzw. Negativteil einer reellen Zahl
oder Funktion s

Gleichheit nach Definition

Norm

Operatornorm

disjunkte Vereinigung von M und N

Borel-o-Algebra auf dem topologischen Raum X
B(R™)

- > d4(A)  Singulirwerte von A € R¥x4

| f dP; Erwartungswert einer Funktion f nach dem
Wabhrscheinlichkeitsmafl P

bedingte Erwartung der ZV f unter .%#

o-Algebra der mefibaren, invarianten Mengen

von einer Familie .# von Mengen bzw. Funktionen
erzeugte o-Algebra

Zufallsvariable
ohne Einschrinkung
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