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In diesem Kurs werden zunéchst die Grundlagen des stochastischen Variationskalkiils
(Malliavin-Kalkiil) dargestellt. Er liefert Kriterien fiir die Glattheit der Verteilungen
von ZV en auf Gaufischen Rdumen. Diese werden angewandt, um Eigenschaften der
Verteilungen der Oseledets-Rdume eines zufilligen dynamischen Systems zu gewinnen,
das von einer von Wienerprozessen angetriebenen stochastischen DGL stammt. Diese
Raume ersetzen die Eigenrdume deterministischer Matrizen in ihrer Bedeutung fiir das
asymptotische Verhalten der Losungstrajektorien.

Vorausgesetzt werden einige grundlegende Kenntnisse aus der Theorie stochastis-
cher Prozesse und der stochastischen Analysis, die sich unter den folgenden Stichworten
zusammenfassen lassen: die Brownsche Bewegung; die stochastischen Integrale
von Ito und Stratonovich bzgl. der Brownschen Bewegung; die Martin-
galungleichungen von Doob und Burkholder; Existenz und Eindeutigkeit
starker Losungen von stochastischen DGL mit regulidren Koeffizienten.

1 Grundlagen des stochastischen Variationskalkiils

Ein W. raum (,F,P) heilt Gaufisch, wenn es eine Folge (X, ),en (eine Familie
(X&)1<k<n) von unabhingigen GauBschen Einheitsvariablen gibt mit (X, : n € N)
(0(Xr:1<k<n))=F.

Beispiel 1: Sind Q = C(Ry;R™),F die Borel-Mengen bzgl. gleichméfiger Kon-
vergenz auf Kompakta, P das m—dimensionale Wienerma8, W = (W1, ... W™) der
kanonische m—dimensionale Wienerprozef}, so ist (€2, F, P) Gauf}sch.

Ist namlich (g;);en eine ONB von L?*(R.), so ist eine Abzihlung von W'(g;) =
[g;(s)dWi i, 5 € N, geeignet.

Beispiel 1 liefert den Rahmen, in dem wir den stoch. Variationskalkiil spéater an-
wenden werden. Deshalb nehmen wir nun an, dafl der Gaufische Raum von unendlich
vielen Variablen erzeugt wird. Entwickeln wollen wir den Kalkiil vermdge der folgen-
den kanonischen Représentation von ZV iiber GauBlschen Rdumen. Dabei folgen wir
Malliavin [16].



Sei RN die Menge aller reellen Zahlenfolgen, 7, : RN — R™ die Projektion auf die
ersten n Koordinaten, BN die von den Projektionen in RN erzeugte o—Algebra. Sei
ferner v die Verteilung von (X,,),eN, ¥, =vom, !, n € N. Dann gilt offensichtlich

£L'2

vi(de) = —=exp(——=)dz, v, = ®@i<p<n V1, V= QpeN V1.

Vor 2

Unter Verwendung des Satzes iitber monotone Klassen zeigt man, daf§ zu F-meflbarem
F ein BN-meBbares f gibt mit F' = f((X,)nen). Die Abbildung f +— F definiert einen
Isomorphismus der LP-Raume iiber (RN, BN, ») und iiber (€, F,P). Daher kénnen
wir den stochastischen Variationskalkiil zunéichst auf L?(RN) entwickeln, um ihn dann
auf L*(2) zu iibertragen.

Im Mittelpunkt der folgenden Uberlegungen soll die Frage nach der Glattheit von
Verteilungen von ZV en iiber (€2, F, P) stehen. Demnach miissen wir Kriterien fiir die
Glattheit von v o f~! fir f : RN — R entwickeln. Wir beschrinken uns dabei auf
die Untersuchung der Absolutstetigkeit bzgl. des Lebesguemafies A. Zur Motivation
unseres Vorgehens beginnen wir mit dem eindimensionalen Fall, untersuchen also die
Frage nach der Existenz einer Dichte fiir v, o f~! fiir meBbares f : R — R.

1.1 Absolutstetigkeit in Dimension 1

Zunéchst ein einfaches analytisches Kriterium fiir Absolutstetigkeit.

Lemma 1.1 Sei u|B! finit. Es gebe ¢ € R, so dafs fiir beschrinktes ¢ € CY(R) gilt
| [ ¢(@) nldo)] < ¢l

Dann gilt pp << .

Beweis:
Sei 0 < f stetig mit kompaktem Tréger, ¢(x) = [ f(y)dy. Dann nach Voraussetzung

/ Fdu<c / Fdr
Diese Ungleichung verallgemeinert man auf beschrankte mefibare f, und wendet den

Satz von Radon-Nikodym an. e

Um das Kriterium von Lemma 1.1 auf vy 0 f~! anzuwenden, benutzt man die Technik
der partiellen Integration auf Gauflschen Raumen, in diesem Fall einem eindimension-
alen.

Wir benutzen die Abkiirzung
(glh) = [ ghdn
fir f,g € L*(R,v1), und rechnen zuniichst rein formal.Wir wollen in
_ 1
Jo@mon = [¢ofdn=(¢o 1) = (60 11I5)

die Ableitung aufs andere Argument iiberwélzen. Dazu benutzen wir fiir geniigend
glatte g, h die fundamentale Beziehung



(g'lh) 2
exp(—%) dx

2

m/g
:‘m/g 7) exp(—)] da

2

/ (@) exp(5)+ [em(—%)h(w)} vi(de)
(g| — h’+:1:h>

Definieren wir also dg als distributionelle Ableitung von g und deren Adjungierte
bh=—h"+xh

fir g,h € L*(R,v1), so macht diese Beziechung noch Sinn, wenn dg, 6h € L*(R,v1).
Wir erhalten

Lemma 1.2 Seien g, h € L*(R,vy) mit dg,5h € L*(R,vy). Dann gilt
(dg|h) = (g|6h), db— 6d = id.
Insbesondere gilt fir f € L*(R,v1) mit 6(5) € L'(R, 1)

141 Of_l < A\

Damit ist das Programm auch im Unendlichdimensionalen skizziert. Man braucht
distributionelle Ableitungen in LQ(RN, v) sowie eine Version des Divergenz-Operators,
um iiber die Glattheit von v o f~! fiir f: RN — R Aussagen machen zu koénnen. Zur
bequemeren Definition dieser Operatoren bedienen wir uns nun einer Darstellung von
f in Fourier-Reihen bzgl. einer natiirlichen ONB.

1.2 Chaosentwicklungen

Fiir n > 0 sei H,, = 61 das Hermite-Polynom vom Grad n.

Lemma 1.3 (THn)nZO ist eine ONB von L*(R,1y).

Beweis:
1. Fiir n < k gilt
(H,|Hy) = (d"6"1]1) = 0

Der Leitterm von H,, ist offenbar 1, und daher fiir n = &
(H,|H,) = (d"6"1|1) = nl.

2. Sei ¢ € L*(R,vy) mit (¢p|Hy) = 0 fiir alle & > 0. Dann gilt auch (¢|2*) = 0 fiir
k > 0. Wir zeigen, dal dann ¢ = 0.



Sei dazu fiir z € C
F(z) = /gb(v) =2 gy,

Dann ist wegen

v2 v2 v2
[lwow)e = =dv < [[lo@)Fe ™) [ oS )t < o

fiir t € R F eine ganze Funktion, die nach Annahme den Gleichungen
v2
F®(0) = ¢ / o p(v) e~ F dv = V2r i* (") = 0

fir £ > 0 geniigt. Damit folgt F' = 0 und wegen der Eindeutigkeit der Fouriertrans-
formierten ¢ = 0. o

Wie sieht die unendlichdimensionale Version dieser ONB aus?

Firn € Nsei B, = Z"%, E = U,eN m,(E,). Fiir p = (p1,-++.p,0,--+) € E sel
Ip| =p1+ -+, p =TI, pi!. Fiir 2 € R* bzw. 2 € RN, p € £, bzw. E sei

Hy(z) = H Hy, (),

wobei das Produkt iiber 1 <17 < k bzw. ¢« € N gebildet wird
(k-dim. bzw. verallgemeinerte Hermite-Polynome).

1 : ot o 2Rk RE 1 : ~
Lemma l.j((@H;. p)e Ey) ist eine ONB von L*(R", B" vy), (WHP :p € E) eine
ONB von L*(R™,B™,v).

Beweis:
Definiert man wie oben (g|h) = [ghdv fiir g,h € L*(RN) und entsprechendes im
k-dimensionalen, so hat man nur zu beachten

<Hp|Hq> = H(Hpi|HQi>

fiir p,q € E bzw. Ej, sowie daBl U,en, '[L*(R”, B", 1,)] dicht ist in L2>(RN, BN, v).

Damit konnen wir nun die Sobolev-Raume des Kalkiils definieren.

1.3 Sobolev-Riume
1.3.1 Der endlichdimensionale Fall

Wir beginnen mit dem k-dimensionalen Fall fiir £ € N. Geméif Lemma 1.4 kénnen wir
fir f € L*(R*, v,) schreiben

f= Z cp]E!f) Hp

PEEY
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mit Koeffizienten ¢, (f), fiir die gilt > 5, C”é{ ) < 0. Wir schreiben kurz [~ (cp(f)).
Sei P¥ = span{H,, : p € E}. Fiir 1 < j < k sei
0

dif = %f, §;f = —d;f +x; f, fePr

Wie kann man diese Operatoren fortsetzen? Wir beschrdnken uns hier auf die
Beschreibung der Definitionsbereiche von d; und kommen erst spater kurz auf die von
6; zuriick, die von eher sekundérer Bedeutung sind.

Sei p € Ei. Wegen

6H, = 6" =H,, (1)
dH, = d&é"1=6d6" 1 +6" N =62d6" 21 +2" 1=---=n""1=nH,

fiir n € N gelten die Beziehungen

diH, = p; H Hy, Hpj—l’ 6 H, = H Hy, H
i#] i#j

Daher ist d; fortsetzbar auf

Di(RY) ={f : f ~(en(f)) D s CP({)

PEE)

< oo},

zu

dif =) /) diH,  (H-y =0),

|
pPEFE) ’

und die quadratischen Sobolev-Réume lassen sich erkldaren als

DY(RF) = M Di(RY) = {f : f ~ ), D Ipl = ) 00}

pEEY

Darauf ist
vf: <d1f77dkf)

wegen

1V, V1)2l5 = IIZIde 7|3 = ZII

pEEy

definiert. Offenbar ist D?(R*) ein Hilbertraum mit Skalarprodukt

k
(f.9)21 = (flg) + D _(d; f|d;
j=1
f,g € D?(R¥), und Norm

k
£l = 1112 + 1L 9022 = 1l + 11 ()2
Jj=1
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Nach Definition sind die beiden folgenden Aussagen dquivalent:

@) fe DQ(R'“)

(i) (VLEVAHE =[S I/ € LAR: B, my).
1<j<k
Entsprechend definiert man nun fiir 1 < j;,---, 75 < k mehrfache Ableitungen d;,...;, f,

und damit V!f. Dazu gehoren Hilbert-Riume D7 (RF) mit Normen
I k
1
[1£llos = 11l + S 1V £, V7 )21l = [ £ll2 + Z 1] Z (s )12 ]2
r=1 J1,gr=1

Offenbar ist D?(R¥) auch der Abschlufl von P* bzgl. ||.||2;. In diesem Sinne setzt man
fiir p > 2

l
_HHn : r r 1
DY (R =PE" mit || fllpr = |[fllp + DNV V )2,
r=1

und erhélt mit klassischen Argumenten die folgende Verallgemeinerung obiger Charak-
terisierung differenzierbarer Funktionen.

Theorem 1.1 Fiirp > 2 sei f € LP(R*, B, 1.). Dann sind dquivalent:
(i) fe DI(RF),
(i)  (Vf,Vf)2 € L’(RF, B*, ).

DY(RF) ist ein Banachraum bzgl. ||.||,..

Beispiel 2: Nach (1) gilt f ~ (c,(f)) € D5(RF) genau dann, wenn fiir g ~
(Ipl e (f)) gilt g € LP(RF).

1.3.2 Der unendlichdimensionale Fall

Um im Unendlichdimensionalen entsprechende Sobolev-Réume zu erkldren, bedient
man sich des folgenden Tricks.

Lemma 1.5 SeiB, = 7, '[B"],n € N, p > 2. Fir f € LP(RN) ist dann (E(f|By))neN
ein Martingal, das f.s. und in LP gegen f konvergiert.

Beweis:
Es gilt BN = 0(UnenB,,). Man verwendet den Eindeutigkeitssatz fiir Mafle. o

Wie sieht E(f|B,) fiir f € L? ans? Die Darstellung (Lemma 1.4) f = Yo, 2L H,
kiirzen wir wieder mit f ~ (¢,(f)) ab. Nach Lemma 1.2 gilt dann

E(f|Bn) = Z Cp;!f)Hpa

pETR  (En)
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also mit f, = > ,cp, C”;!f) H, € L(R"™)

E(fB,) = fpom, neN.

Damit konnen nun die Sobolev-Raume auf einfache Weise mit Hilfe der endlichdi-
mensionalen beschrieben werden.

Sei fiirp>2,1 €N

DYRN) = {f € L'(RY): f, € DY(R"),n € N, sup [l < o0}
ne
mit Norm

[ pa = Jm [[fn]lp.
fir f € DY(RN).

Daf3 diese Definition sinnvoll ist, folgt aus

Lemma 1.6 Sei f € DY(RN), (f,)pen das zugehorige Martingal. Dann gilt fiir
§ €N: ((djfn) o Tn)nen konvergiert in LP(RN) gegen 32

ep(f) 9
Aussagen gelten fiir hohere Ableitungen.

pEE p! axj

H,. Entsprechende
Beweis:

Nach Definition gilt

E((djfry1) 0 Tpi1|Bn) = i E(fry1 0 Toy1|Br) = (dj fn) © T

Der ProzeBl der Ableitungen ist also ein Martingal, das nach Voraussetzung LP-beschrankt

ist. Wende den Martingalkonvergenzsatz an. Nach Definition von d; auf D?(R") ist
der Grenzwert genau der Gewiinschte. e

Das Lemma erlaubt uns, die Operatoren d; ins Unendlichdimensionale fortzusetzen.
Sei fiir f € DY(RN), j € N

djf = lim (djfn) o™, V[ = (d;jf)jen.
Entsprechend definieren wir wieder héhere Ableitungen.
Die differenzierbaren Funktionen lassen sich demzufolge so charakterisieren. Sei
P =span{H, :p € E}.
Theorem 1.2 Fiir p > 2 sei f € LP(RN, BN, v). Dann sind dquivalent:

(i)  feDIRY),

(@) (VL VH2 =3 |dif*)7 € RN, BN, v).

jeN



D2(RN) ist ein Hilbert-Raum bzgl. des Skalarprodukts

(fg)zl—f|g Zdﬂ
frg € D¥RN). DY(RN) ist ein Banachraum bzgl. ||.||,; und V ein abgeschlossener
Operator. Es gilt DY(RN) = Pl

Beweis:
1. Sei (fn)nen das zu f gehorige Martingal. Dann gilt geméf Theorem 1.1

[ allpx = 11 fallp + 1] Z_: d; fal)2 -

Also ist nach Jensen’s Ungleichung sup,cn || fnllp1 < 0o dquivalent zur Aussage

A1+ 10X 1ds 1212, < oo

jeN

2. Sei (f™)men Cauchyfolge in DY (RN), (i) n.meN die zugehorigen Martingale. Dann
gilt fiir [, m,n € N wegen Jensen’s Ungleichung

1 = Fallpa < N1F™ = Fllpa-

Wegen der Vollstiandigkeit von D(R™) existiert f,, = lim,,— f7 in DY(R™). (fu)neN
ist sogar ein LP-beschrianktes Martingal, konvergiert nach dem Martingalsatz also gegen
f € DY(RN). Die Aussage ||f™ — f||,1 — 0 ist eine Konsequenz des Lemmas von Fa-
tou. e

Damit konnen wir zur Frage nach der Glattheit von Verteilungen zuriickkommen.

1.4 Absolutstetigkeit in Dimension oo

Zunichst brauchen wir wieder ein analytisches Kriterium.

Lemma 1.7 Seien d € N und p|B? finit. Es existiere ¢ € R, so daf§ fiir alle ¢ €
CH(RY) mit beschrinkten partiellen Ableitungen, 1 < j < d, gilt

|/ ()] < e|6]]

Dann gilt p << .

Beweis:
Wir argumentieren fiir d = 2.



1. Fiir ¢ € CY(R?) mit kompaktem Triiger gilt

[loPax} < [ sup o z2)ldoy [ sup [6(ar,25)|das]?

JJQER wleR

< /| \dt dzs /|—|dx1dm2]%

/| |d/\+/| 1A,

2. Sei nun 0 < u stetig mit kompaktem Trager, [ud\ = 1, und u, = 6% u(%) Wir
glatten g durch

| /\

Ye = /ue( —y)u(dy), €>0.

Man sieht leicht, daBl 1. - A — p schwach mit ¢ — 0. Wir miissen zeigen, daf} die
Abbildung

g'—>/gdu

ein stetiges lineares Funktional auf L?*(R?) definiert, auf das wir dann den Satz von
Riesz anwenden konnen. Fiir € > 0 und ¢ wie in 1. ist aber nach Voraussetzung

8 €
[ Gezoi =1 [ 220 < cllol

und damit

e
<c.
/|8xi A < e
Daraus folgt fiir € > 0 und g € L*(R?)
| [ begar
< ([ lePax [1gPan?
11 00 Ot Yo
< — 2 .
<5l Igrlax+ [I50a (flaPani @)

< o [ lgl*an)?.

Sei mun f = (f',---, f%) € L2 (RN, BN, v)?. Mit der Idee der partiellen Integra-
tion auf diesem Raum wollen wir das Kriterium von Lemma 1.7 fiir das MaBl v o f1
verifizieren. Fiir ¢ € C'(R?) beschréinkt miissen wir also in

9¢ 1 [09
8ZL’Z' dv e f N 8IZ

o (flav

partiell integrieren. Dazu brauchen wir offenbar Glattheit von ¢o f. Es gilt die folgende
Kettenregel.



Lemma 1.8 Seip > 2, f € DY(RN)?, ¢ € C'(R?) mit beschrinkten partiellen Ableitun-
gen. Dann gilt ¢ o f € DY(RN) und

Vioo Sl =Y. 4o (N VS

Beweis:
Sei (f™)neN eine Folge mit f™ € P? und ||f™ — fi|,1 — 0 mit n — oo, 1 < i < d.
Eine solche existiert nach Lemma 1.4 und Lemma 1.5. Wegen der Beschranktheit der
partiellen Ableitungen von ¢ gilt dann nach Theorem 1.2

n n n,t d8¢ i
Vigo ] Z SV = Y SV

i=1

in LP (RN, BN, v). Eine erneute Anwendung von Theorem 1.2 liefert die Behauptung.
[

Lemma 1.8 macht folgende formale Rechnung moglich. Zunachst multiplizieren wir
die Formel von Lemma 1.8 skalar mit V f*, um mit der Bezeichnung

o = (VfLVY), 1<ik<d

sukzessive zu erhalten

(Vioo [V = dloo flaf = ¥ 92 ou
j=1 1<i<d 4
00 ) _ s o
(f) = SN dilpo fld;iff oyt
axl k=1 j=1
a d oo
8i(f)du - / 2:322: [, f* ot dv.

Wir miissen noch verifizieren, dafi die einzelnen Schritte in der obigen formalen
partiellen Integration gerechtfertigt sind.

Offenbar existiert die Malliavin-Matriz oder Kovarianzmatriz o v-f.ii., falls f €
D?>(RN). DaB unter diesen Voraussetzungen die Summe auf der rechten Seite der 2.
Gleichung wohldefiniert ist, folgt aus Theorem 1.2, Lemma 1.8 und der Ungleichung
von Holder. Entscheidend ist der Nachweis, da8 auch ¥22, 6;[d; f* oy '] sinnvoll ist.

Lemma 1.9 Sei f € D3(RN), g € DHRN). Dann gilt

i 8;ld;f g] € L*(RN).
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Beweis:
Fiir f, g € P™ gilt nach Definition der Operatoren

6ild;f gl = 6;d;f g —d;fdg

und fiir p € E,, wegen (1)
&;d;Hy = p;j Hy,

1 < j <n. Damit folgt fiir f ~ (c,(f)), ¢ > 1 nach Beispiel 2
> 6idif ~ (Ipley(f)), also || > 8;d; fllg < 1If[lqe-
j=1 =1
Folglich gilt
1> 85ldif glll2 < (1 f1lazlglla + 11 f 1l llgllas-

Jj=1
Nun approximiert man, zunéchst im n-dimensionalen, und dann unter Verwendung
von Theorem 1.2 im Unendlichdimensionalen. e

Damit erhalten wir die Hauptergebnisse dieses Abschnitts.
Theorem 1.3 f = (f',---, f%) : RN — R? erfille die Bedingungen
(i) fle DYRN),1<i<d,
(i)  ox € DYRN),1<i,k<d.
Dann gilt vo f~1 <\

Die Voraussetzungen von Theorem 1.3 lassen sich aus den folgenden herleiten.

Korollar 1.1 Hinreichend fiir die Bedingungen von Theorem 1.3 sind die folgenden:

(i) [ e DyRN) 1<
(1)  deto ! e LP(RN),p

Dies folgt aus der Holder’schen Ungleichung und der Cramer’schen Regel.

1.5 Ubertragung auf den kanonischen Wienerraum

Der in den vorangehenden Abschnitten entwickelte Kalkiil hdngt vordergriidig von der
Wahl der den Gauflschen Raum darstellenden Folge ab. Unser Interesse gilt dem kanon-
ischen Wienerraum von Beispiel 1. Wir miissen daher kurz diskutieren, wie sich der
stochastische Variationskalkiil iibersetzt. Wir beschrinken uns der Einfachheit halber
zunéchst auf den eindimensionalen Fall, und machen am Ende ein paar Bemerkungen
zur Verallgemeinerung auf Dimension m.
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Sei (gi)ien eine ONB von L?(R,). Der eingangs erwiihnte Isomorphismus ist dann
gegeben durch die Abbildung

T:f— f(W(g)ieN)-

Wie wir sehen werden, ist es vom Standpunkt der mefibaren Strukturen auf (Q, F, P)
aus gesehen oft giinstiger, mit folgender Ableitung zu arbeiten. Sei

S =T (Unen m, ' [CF(RM)]) = {f(W(g1), -+, W(gn)) : [ € C57(R"), n € N},

D:L*Q) — L*(QxRy),

F= JWig). - Wia) = 3oL (Wig). . W)

=>"dif(W(g1), - W(gn))g;-

Daf diese Definition von der Basis nicht abhéngt, geht schon aus den folgenden Gle-
ichungen hervor. Mit dem Skalarprodukt (.,.) auf L*(R,) gilt ndmlich

<DF7 gj) = d]f(W(gl)v Tty W(gn))a
(DF,DF) Z|d TEW(g1), -+, W(ga)),

F € §. Aus der ersten dieser Glelchungen kann man d;f als Richtungsableitung von
F'in Richtung g; interpretieren. Hohere Ableitungen werden auf S in offensichtlicher
Weise festgelegt. Infolge dieser Gleichungen iibersetzen sich die Sobolev-Normen und
-Réaume folgendermassen. Fiir p > 2,1 € N entspricht || f]|,; der Grofe

l
1Fllpe = |1E]], + > [(D"F, D"F)z||,,
r=1

F € S, und damit den Sobolev-Riaumen D} (RN) die Riume
Df) — g”-Hp,l,

auf die sich die Malliavin-Ableitung D stetig fortsetzt. Die obigen Ubersetzungsgle-
ichungen iibertragen sich auf die Fortsetzungen, und die beiden Versionen der Sobolev-
Riume entsprechen sich vermoge T. Wir kénnen V f als Element von LP(RN; I2(RN))
auffassen (siche Theorem 1.2). Entsprechend kénnen wir DF' als Element von

LP(Q; L*(R,)) ansehen. Dabei identifizieren wir L(Q; L*(Ry)) und L?(Q x R,). In
diesem Sinne gilt die Gleichung

DF, = [3dsf (0] (W (90)ien).

wenn T(f) = F € DY. Wir konnen nun das Glattheitskriterium in der Sprache von D
angeben.

12



Korollar 1.2 F' = (F!,--- F%) : Q — R erfiille

(i) F'eDjp>21<i<d,

(1) det((DF', DF))i2; 24 € L"(Q), p > 2.
Dann ist Po F1 < \.

Lokalisiert man die Sobolev-Réaume, so kann man Glattheits- und Integrabilitéts-
forderungen in Korollar 1.2 noch abschwéchen (vgl. Bouleau, Hirsch [5], Nualart [19]).

Theorem 1.4 = (F' ... F%):Q — RY erfille die Bedingungen
(i) F'eD} firein p>1,1<i<d,
(i3)  det((DF',DF"))i<;j<a >0 P-fs..
Dann gilt P o F~1 < \.

In dieser Form wollen wir das Kriterium spéter verwenden.

Eigenschaften wie die lokale Figenschaft der Ableitung lassen sich im abstrakt ana-
lytischen Rahmen der ersten Abschnitte weniger gut beschreiben. Sie hat mit speziellen
MeBbarkeitsstrukturen zu tun.

Fiir ein Intervall I C R, sei
F;=0W,—W,:[u,v]CI)VN,

wenn N die P-Nullmengen bezeichnet. Wir schreiben auch F; statt F|_«,, und F!
anstelle von F[, .

Theorem 1.5 Sei F' € DY fir ein p > 2, und F sei Fr-mefbar fir ein Intervall
I C R.. Dann gilt
DF =0 auf QxI° P®\— fi.

Beweis:
Sei (h;)ien eine ONB von L?(I). Wir kénnen annehmen, daf h; = g,,.,7 € N, mit einer
monoton wachsenden Folge (n;);en. Nach Annahme existiert ein BN — B! —meBbares
h mit der Eigenschaft h((W(h;);en) = F. Mit der Funktion

f((xn)TLEN) = h(('r”i)iGN)? (xn)nEN S RNa

gilt dann T(f) = F. Damit folgt f € DY(RN), und wie man durch Approximation
unter Verwendung von Lemma 1.4. und Lemma 1.6. erkennt, ist d;f = 0 fiir j &€ S.
Damit ergibt sich schlieBlich

(DE,DF) lgxse = [% |, f17] (W (g:)ien) = 0.

Wie berechnet sich die Malliavin-Ableitung eines stochastischen Integrals?
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Theorem 1.6 Sei (u;);>0 €in stochastischer Prozefs mit den Eigenschaften

(1) wuy ist Fy — mefibar,

(i3)  t > uy stetig, sup |us| € L*(9),
0<s<t

(iii)  w € D3, (r,s)+— D,us stetig auf R%\ {(r,s) : v = s},
sup |Dyus| € L*(9),

0<r,s<t

t > 0. Dann gilt firt >0

t 0, r>t,
Dr[/o Ug dWs} — { Ur+f: Drus dWS, r<t.

FEine analoge Formel gilt fir Stratonovich-Integrale.

Beweis:
Seit >0 fest. Fiirn € N,0 < k < n, sei t? = ¢,

T n
n—1
n __
ut =Y gy L.
k=0

Nach Theorem 1.5 und Lemma 1.8 gilt

n—1

t
D, /0 ug dWy] = ) lug Lge e (1) + 1q(6) - Druge (W

k1
k=0

n—1 t
—u + 3 gy (1) [ D aw,
k=0 b

— Wizl

. 0, r >t
U, + ff DyougdW,, r<t,

mit punktweiser Konvergenz. Bezeichnen wir den Limes mit g, so ergibt sich weiter
aus den Voraussetzungen mit majorisierter Konvergenz

(DI diW.] =g, DI [ W] - g)

t t t
<c [/0 (u™ — u)3dr —i—/o Z 1],52,%“](7“)[/]&” Dyul dWg — / D,ug dW,]? dr]
k=0 k T

— 0

mit n — oo in L*(2). Damit folgt die Behauptung. e

Die Formel von Theorem 1.5 gilt unter allgemeineren Voraussetzungen (siche Nualart
[19]).

Die obigen Uberlegungen lassen sich ohne Miihe auf m-dimensionale kanonische
Wienerrdume verallgemeinern. D wird dann ersetzt durch D7, die Ableitung bzgl.
W7, 1<j<m,und (DF,DF) durch 7" (DF’, DF7), F' € DY.
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Die weitere Verallgemeinerung auf einen zweiseitigen Wienerprozef3, d.h.
2 = C(R;R™), mit den Borelmengen F bzgl. gleichméBiger Konvergenz auf Kom-
pakta, und einem MaB P, fir das (W;)i>o und (W_;):> unabhéngige, in 0 startende
Brownsche Bewegungen sind, wobei W; :  — R™, w +— w(t), t € R, ist ebenfalls
Routine.

2 Stochastische Fliisse und der multiplikative Er-
godensatz

Das asymptotische Verhalten deterministischer dynamischer Systeme wird bestimmt
von den spektralen Daten der Matrix, die in der Linearisierung der zugehérigen DGL
auftritt. Wie verhélt es sich mit zufilligen dynamischen Systemen, die von stochastis-
chen DGL erzeugt werden? Der multiplikative Ergodensatz von Oseledets liefert fiir die
Linearisierung der stochastischen DGL einen Ersatz fiir die spektralen Daten determin-
istischer Matrizen. Zufillige lineare Teilrdume des Zustandsraums, die wir Oseledets-
Rdume nennen, spielen die Rolle der Eigenrdume, die sogenannten Lyapunov-Erponen-
ten die Rolle der Eigenwerte. Fiir den Fall, daf§ die stochastische DGL von Wiener-
prozessen gesteuert wird, wollen wir im 3. Abschnitt Verteilungseigenschaften der
Oseledets-Raume mit Hilfe des in Abschnitt 1 entwickelten Variationskalkiils studieren.

In diesem Abschnitt skizzieren wir, wie man einer stochastischen DGL mit reguléren
Koeffizienten einen Fluff zuordnen kann, der zu einem Kozykel perfektioniert wird.
Diese Objekte bilden den Gegenstand der multiplikativen Ergodentheorie. Der Satz
von Oseledets soll am Ende formuliert werden.

Sei (2, F, P) ein m-dimensionaler, zweiseitiger kanonischer Wienerraum. Fiir ” Vek-
torfelder” fo, fi,+ -, fm € C°°(R?) mit beschrinkten partiellen Ableitungen betrachten
wir die stochastische DGL im Stratonovich-Sinn

[i(@u(x)) 0 dWY + fo(dy(x))dt, (2)

NE

doi(x) =
po(z) =

z € R% In der Ito’schen Version dieser Gleichung taucht ein anderer Driftterm auf,
der gegeben ist durch f, = fo + %ij:l >4 D;if; fj Damit in dieser Version globale
Lipschitz-Bedingungen erfiillt sind, nehmen wir zusétzlich an, daf§ f, beschrinkte par-
tielle Ableitungen hat. Wir skizzieren zunichst den Kunita’schen ([14]) Beweis der Aus-
sage, dafl die Familie der Losungsprozesse von (2) einen Flufl von Homéomorphismen
des R? erzeugt. Fiir diese Zwecke beschrianken wir uns auf R, als Parameterbereich.

=1

Hk:

)

2.1 Die Homdomorphismeneigenschaft

Sei ¢y(z),t > 0,2 € R die Familie der Losungen von (2). Um ¢y, aufgefafit als
Abbildung des R?, als Homoomorphismus (P-f.s. fiir alle t > 0) zu erkennen, miissen
wir nur zwei Eigenschaften genauer studieren:
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(a) die Injektivitiat von ¢y, t > 0, P-f.s.,
(b) limy|— o0 [¢e(x)| = 00,1 > 0, P-fs..

Erfiillt némlich eine Abbildung des R? (a) und (b), so kann man mit einem rein
analytischen Argument sehen, daf§ es sich um einen Homo6omorphismus handelt: mit
(b) kann die Abbildung stetig auf die Alexandroff-Kompaktifizierung des R® fortgesetzt
werden.

In den folgenden Aussagen ist der Zeithorizont der Einfachheit halber als 717 gewéhlt.
Er kann durch "1™ fiir beliebiges T' > 0 ersetzt werden.

Lemma 2.1 Zup € R ezistiert ¢, > 0, so dap fir z,y € R gilt

E(sup |6u(x) = a@)l") < ooz —yl”

0<

Beweis:
1
Sei p > 2,¢> 0. Fiir h(z) = [62 + |2|*] 72,2 € R?, und feste z,y € R? betrachten wir

W = he(¢t(x) - ¢t(y))a t Z 0.

Dann ist ¢ ein stetiges Semimartingal mit einer Zerlegung ¢ = h.(x —y) + M + A°".
Wegen der Ungleichungen

1 1
| Dhe(2)] < che(z) - Tl |D*he(x)| < che() BE

liefern 1t6-Formel und Lipschitz-Bedingungen fiir ¢ > 0 die Abschatzungen
t t
() < [words, 145 < [ vids.
0 0

Also gilt fiir g(t) = E(supgc,<; [¢5]F),t > 0, die Ungleichung

o) < =) + [ gls)ds).

Darauf wenden wir Gronwall’s Lemma an, und lassen schliellich ¢ — 0 gehen. Damit
ergibt sich die Behauptung fiir p < —2. Fiir p > 2 gelten dhnliche Argumente mit
der Funktion h.(z) = [ + |z|%2,2 € R% Die Fillle =2 < p < 2 spielt man mit der
Holder’schen Ungleichung auf die bereits behandelten zuriick. e

Um die Injektivitdt der Abbildungen ¢; zu erhalten, miissen wir Lemma 2.1 ver-
schérfen.

Lemma 2.2 Firt > 0,7,y € R? sei ni(x,y) = |d(x) — de(y)| L. Zu p > 0 existiert
dann ¢, > 0, so daf fir x,y, ',y € R? gilt

B sup [n(z,y) — (o’ y)I") < ¢ lv =y 2" =y (2, ) = (2 ¢
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Beweis:
Firt > 0,z,y,2',y € R? gilt

me(@,y) = me(@’, )| < mel@,y) m(@', o)) [|ée(@) — de(@)] + |de(y) — ()]
Wende Hélder’s Ungleichung und Lemma 2.1 mit 3p, —3p an. e

Mit Hilfe des Stetigkeitslemmas von Kolmogorov fiir stochastische Prozesse liefert
Lemma 2.2 eine stetige Version von 7 in (¢, x,y) zunéchst auf den Mengen {(¢,z,v) :
|z —y| >6,0<t<1},6 >0, und damit auch auf {(¢,z,y) : v # y,0 <t < 1}. Damit
folgt die Injektivitat von ¢y, ¢t > 0, P-f.s..

Nun zum Verhalten der Abbildungen bei oc.
Lemma 2.3 Fir p € R emistiert ¢, > 0, so daf fir x € R? gilt

B(sup (1+]¢u(x)])") < ¢, (1+[a])".

Beweis:
Vgl. Lemma 2.1. e

Um das Verhalten von |¢(z)| bei || — oo zu studieren, untersucht man das Ver-
halten von |¢;(z)| " bei 5z — 0.
Lemma 2.4 Firt > 0,0 # z € R? sei pi(x) = m, m(0) =0. Zup >0
el
existiert dann ¢, > 0, so daf fir x,y € R? gilt
E(sup [m(z) —mu)l") < eple -yl
0<t<1

Beweis:
Firt > 0,z,y # 0 gilt

() — () ! L o) = o) .

< 7

1+ [ de() | 14 | delpe) | ly[?

Um die Momente der rechten Seite dieser Ungleichung abzuschétzen, verwendet man
Holder’s Ungleichung, Lemma 2.1 und Lemma 2.3. Schliesslich beachtet man die fiir
|z| < |y| giiltige Ungleichung

| =
z[2 |y]?
T — 1 1 T — 2|z T —
_| fA+MH—3——3¢§| fL%|H%|2y
|y lz|2 |y |y 2|2 |y
§3m—m.
|| |y]

Damit folgt die Behauptung fiir x,y # 0. Fiir x = 0 oder y = 0 verwendet man Lemma
23.

Das Stetigkeitskriterium von Kolmogorov 148t sich nun auf 7 in Lemma 2.4 anwenden

und liefert limp, .o |¢:(2)| = oo gleichmiBig auf kompakten Zeitintervallen, P-f.s..
Damit ist die Homéomorphismen-Eigenschaft bewiesen.
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2.2 Die Diffeomorphismen-Eigenschaft

In der Situation des vorangehenden Abschnitts gehen wir nun noch einen Schritt weiter.
Wir assoziieren der untersuchten stochastischen DGL ihre Linearisierung und deren
Inverse. Genauer betrachten wir die beiden matrixwertigen stochastischen DGL

dv(z) = ilng(cﬁt( x)) vi(z) 0 AW + D fo(¢(x)) velx) dt, (3)
vo(z) = 1,
dwi(z) = —Zwt ) Dfi(¢e(x)) o dW{ — wy(z) D fo(¢r(x)) dt, (4)
wo(z) = I,

wobei I die d x d-Einheitsmatrix sei. Fiir v, w gelten keine globalen Lipschitz-Bedin-
gungen. Die Argumente des Beweises des folgenden Lemmas enthalten die fiir die
Existenz starker Losungen von (3) und (4) notwendigen.

Lemma 2.5 Fiir p > 0 existiert c, > 0, so daf fir z,y € R gilt

E( sup [vi(z) —v()]") < cple—yl" AT
0<t<1

Entsprechendes gilt fiir w.
Beweis:
Schreibt man die It6’sche Form der Integralgleichung fiir v;(x) — v(y) aus, so erhalt

man m Martingalterme und einen von beschrinkter Variation. Wir geben Argumente
fiir die Abschétzung eines Martingalterms. Zunéchst gilt die Ungleichung

| [[ID15(6,(2) () — DFs(00(a)) vly)] diV?)
< | [[ID£(6.(2)) = DSy (0u(w)] vale) W3
+ [ DI 0,0) o3(2) - va()] AW
auf deren rechter Seite Terme vom Typ (I) und vom Typ (II) auftreten. Das pte Mo-

ment eines Terms vom Typ (1) wird zunichst mit Burkholder’s Ungleichung abgeschétzt,
der Integrand dann mit

[D(6s(2)) = Dfi(0s(y))] vs(2)] < ¢¢s(2) = ds(y)] |vs(2)]-

Dann liefert Holder’s Ungleichung die Majorante

1 1
|| sup |di(z) — @e(W)|[13[] sup |vi(2)]]]3,,
0<t<1 0<t<1
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deren ersten Faktor wir mit Lemma 2.1 behandeln. Fiir den zweiten liefert das iibliche
Argument mit f(t) = E(supy<,<, [vs(x)[*),t > 0, die Ungleichung

f0) <6l + [ f(s)is)

was nach Gronwall’'s Lemma auf f(1) < ¢, fithrt. pte Momente der Terme vom Typ
(I) sind also beschrénkt durch ¢, |z — y|P A 1.

Zur Abschétzung von Termen des Typs (II) verwenden wir Burkholder’s Ungle-
ichung, sowie fiir die Integranden

[Dj(0s(y) [vs(z) = vs(y)]| < cfvs(z) = vs(y)].

Setzen wir dann g(t) = E(supg,<; [vs(z) — vs(y)[?),t > 0, so kommen wir insgesamt
auf die Ungleichung

1
g() Scple—yl AL+ [ g(s)ds.
die wir wieder mit Gronwall’s Lemma behandeln. e
Lemma 2.5 und Kolmogorov’s Stetigkeitskriterium verbinden sich wieder, um in
(t,x) stetige Versionen der Losungen von (3) und (4) zu liefern. Die Formel fiir die

Ableitung der Inversen einer Matrix fiihrt sofort auf die Gleichung v;” Yz) = wy(z), t >
0,z € R% Ahnliche Momentenabschiitzungen wie zuvor ergeben schlieflich

Déy(x) = vi(z), Do, (x) = wi(z), t>0,2€R"

Damit folgt die Diffeomorphismen-Eigenschaft von ¢;,¢ > 0, P-f.s.. Analoga von
Lemma 2.5 gelten auch fiir hohere partielle Ableitungen, so daBl man schliefen kann:
¢ ist C°-Diffeomorphismus fiir ¢ > 0, P-f.s.

2.3 Kozykel von Diffeomorphismen

Der zeitliche Ursprung 0 war in (2) willkiirlich gew#hlt. Wir hitten fiir beliebiges s > 0
auch die stochastischen DGL

Fi(@si(2)) 0 dWY + folosi(2)) dt, (5)

NE

dosi(z) =
Gs,s(z) =

x € R?, betrachten kénnen, zusammen mit entsprechenden Linearisierungen. Mit dem
kanonischen shift auf dem Wienerraum

=1

2%&»

9

0;: Q2 —Q, we [u— w(t+u) —w(t),

t € R, gilt offenbar ¢,4+(0;) = ¢ fiir 0 < s < ¢. Allgemeiner liefert die Markov-
Eigenschaft der Losungsprozesse die Gleichung

¢t:¢t—s(93)0¢s, 0<s St
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P-f.s.. Dabei kann die Nullmenge, auf der die Gleichung nicht gilt, natiirlich von (s, ?)
abhéngen. Die Perfektionierungstechnik von Arnold, Scheutzow [3] ergibt gliicklicher-
weise, dafl die Nullmenge universell gewéhlt werden kann. Man erhdlt damit zu (2)
einen Kozykel von Diffeomorphismen, und entsprechend zu (3) und (4) Kozykel von
linearen Isomorphismen des R¢ (siehe auch Arnold [1]).

Schliefilich kann man auch R_ in die obigen Uberlegungen einbeziehen. Das er-
fordert keine wesentlichen Anderungen, hat, wie wir sehen werden, aber Vorteile fiir
die Zwecke der Ergodentheorie.

Theorem 2.1 Fs gibt Versionen (¢)ier und (vy)icr der Losungen der stochastischen
DGL (2) und (3) mit den Eigenschaften

(1) ¢y ist C* — Diffeomorphismus von R? fiir t € R;
(@) ¢u(0s) 0 b5 = Prys, Qo =1dRe, s,tER;
(Kozykel von Diffeomorphismen)
(i) v € Gl(d;R) fiirt € R;
(iv) w05, b5) 0 vy = Vips, wvo=1, s;teR,
(Linearer Kozykel diber dem Schiefprodukt)

Die Linearisierung v enthélt Information, die fiir das asymptotische Verhalten von
¢ sehr wichtig ist, z.B. beim Studium von Bifurkationen oder Rotationszahlen, d.h.
Groflen, die das asymptotische Rotationsverhalten des Systems dhnlich beschreiben wie
Lyapunov-Exponenten das asymptotische exponentielle Wachstum. Im deterministis-
chen Gegenstiick der Linearisierung steckt diese Information in den spektralen Daten
einer Matrix. Wir skizzieren nun die wesentlichen Aussagen der stochastischen Version
dieser ”Spektraltheorie”.

2.4 Der multiplikative Ergodensatz

Da der Beweis zu komplex ist, motivieren wir lediglich die Aussagen durch ein Analo-
gieargument zum wohlbekannten deterministischen Fall.

2.4.1 Der deterministische Fall

Sei A € R™?, symmetrisch, mit einfachem Spektrum, Eigenwerten \; > -+ > Ay, und
zugehorigen Eigenrdumen Fi,---, E;. Wir betrachten die lineare DGL

dvy = Avedt, vy = 1. (6)

Die Losung von (6) ist gegeben durch v, = exp(At),t € R. Kann man die Eigenrdume
dynamisch, d.h. durch das asymptotische Verhalten von durch (6) bestimmten Trajek-
torien, charakterisieren?

Zur Beantwortung dieser Frage sei (); der orthogonale Projektor auf E;, 1 <i < d.
Wir haben die spektralen Zerlegungen

1

d
_ ZeMtQh tl}rin Ut Ut 2— — Zej:A Qz
1=1
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Damit ergibt sich das einfache Resultat
Theorem 2.2 Sei

Vi = BE®---®F;, 1<i<d+1,

(2

Vo = B9k, 0<i<d
Dann gilt
A = Jim ol e € VAV,
A= im0 e VAV,
A = tginoo%lnHvth@xEVfﬂV;:Ei,
1<i<d

Damit ist £ als derjenige Unterraum von R? charakterisiert, der fiir darin startende
Losungstrajektorien A; als asymptotische exponentielle Wachstumsrate liefert.

Ahnlich hingen Lyapunov-Exponenten und Oseledets-Réume zusammen.

2.4.2 Der stochastische Fall

Wir betrachten von nun ab fiir den Rest des Kurses die folgende Vereinfachung der
Linearisierung (3)

Aj V¢ © thJ + AO Utdt, (7)

NE

dUt =
=1

=0

Vo =

Lyapunov-Exponenten und Oseledets-Rdume erweisen sich als Analoga von Eigen-
werten und -rdumen durch ihre folgende dynamische Charakterisierung.

Theorem 2.3 (i) Es gibt 1 <r <d,dy,---,d, € N mitd, +---d, = d, es gibt \; >
o> N, , zufillige lineare Teilrdume U, - -, U% von RY mit zugehirigen orthogonalen
Projektoren Qf,---,QF, so dafs

) T

d

: =7 i)t

A ¥ = 2 Qs
1=

(ii) Es gibt ferner eine (0;)icr-invariante 1-Menge g, so dafy mit der Bezeichnung
Vi=U'@---U5 1<i<r+1,

VﬁZUf®®Uli, O§Z§T7

)
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fiir w € Qp, 1 < i <, gilt
A = lim L1 Vit Vi
i o= Jlim o Influw) ] & 2 € VW) \ Vi),
1
No= i S Inffuw) 2l & @ € V() \ Vi),
1
Moo= lim o jew)z]| & @€ VW) NV () = Eiw).

Ei(w) ist d;-dimensional, und es gelten die Invarianzeigenschaften

Vir(bw) = w(w) V' (w), Vi (0w) = v(w) Vim (@), Ei(fw) = v(w) Ei(w),

)

1< <r.
Ai, 1 <1 <, heilen Lyapunov-Ezponenten, F;, 1 < i <r, Oseledets-Rdaume.

Im Gegensatz zu ihrem deterministischen Pendant sind Oseledets-Réume schwer
zugéanglich, und nur in ein paar einfachen Fallen explizit berechenbar. Wir wollen uns
nach dem Zusammenhang zwischen algebraischen Eigenschaften der Matrizen A;,0 <
7 < m, und der Verteilung der Oseledets-Réume fragen.

3 Die Verteilung der Oseledets-Riume

Wie der stochastische Variationskalkiil zur Beantwortung dieser Frage angewandt wer-
den kann, soll zundchst am Modellfall von v; selbst demonstriert werden.

3.1 Der lineare Fluifl

Wir wollen Bedingungen herleiten, unter denen die Verteilung von v; absolutstetig
bzgl. des Lebesguemafes A auf R%*? ist, fiir t+ > 0. Nach Theorem 1.4 ist zu zeigen,
daB die Malliavin-Matrix f.s. positive Determinante hat. Wir berechnen zunichst die
Malliavin-Ableitung von v, ¢t > 0.

Nach Theorem 1.6 gilt fiir 1 <j <m,0<s<t

. moot . . t .
Div, = Aju,+Y [ A Div, odW? + / Ao Div, dr,
i=17s s
l)g’l)S = Aj.
Diese Gleichung entspricht (5), wird also gelost durch

vi—s(05) Ajvs = v vt Aj v,

Mit, der Bezeichnung
t - _
At =vu Tt Ajugut, s <t

erhalten wir also
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Lemma 3.1 Seit > 0,p > 2,k € N. Dann gilt v, € D}, und fir 0 < s <t,1<j <m,

J —1 __ st
stt Ut — A] .

Nun zur Positivitdat der Malliavin-Determinante. Wir erinnern daran, dafl wir mit
(.,.) das Euklidische Skalarprodukt in jeder Dimension, und mit (., .) das Skalarprodukt
in L?(R) bezeichnen. 7", (D’ F, D'G) kiirzen wir ab durch (DF, DG).

Lemma 3.2 Fiir einp > 2 sei F'= (F',--- F%) € DY. Dann gilt
det((DF*, DF?))1<; j<a > 0 P-f.s. genau dann, wenn

m

inf Z/mwgmﬁm>o
0

weR |w|=1 =
P-fs..

Beweis:
Wir nehmen m = 1 an, und bemerken, dafl det genau dann positiv ist, wenn der
kleinste Eigenwert positiv ist. Nun ist aber A € R kleinster Eigenwert der Matrix
(DF', DF7)1<; j<q genau dann, wenn gilt

d m

A= inf (DF'. DFiYw, — inf /WDW12d.
wef{l51,|w|=1mz::1w< )@ wef{l£|w|:1j§1 0 (DyF; w)ds

Diese Aussage wenden wir nun an auf F' = v, fiir ¢ > 0. In R™? kann das Euklidische
Skalarprodukt geschrieben werden als (v,w) = sp(vw), v,w € R, Lemma 3.1 und
Lemma 3.2 ergeben mit Theorem 1.4

Lemma 3.3 Fiir alle 0 # w € R4 gelte
mo ot
Z/ sp(v;t Ajvg w)*ds > 0
j=170

P-f.s.. Dann ist die Verteilung von v, absolutstetig bzgl. N auf R4,

Beweis:
Es handelt sich um eine pfadweise Aussage. Die Abbildung

m t
we Y / sp(v, t Aj v, w)?ds
j=1"9

nimmt wegen Stetigkeit ihr Minimum auf der Einheitssphire in R%¢ an. Verwende
Theorem 1.4. o
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Wir priifen nun das Kriterium von Lemma 3.3 indirekt nach.

Sei w € R mit 37, [isp(v; ! Ajv, w)*ds = 0. Dann gilt fiir 1 < j < m und
0 <s <tauch

sp(v;t Ajus w) =0, also auch sp(4;w) =

Nun ist der Prozefl v;t A;vs ein Semimartingal, dessen kanonische Zerlegung die Ito-
Formel aus (3) und (4) liefert. Der Martingalanteil ist demnach

> [ et A Ay + Ay Ao, W,

—2/ v A, A v, AW

wobei wir die Lie-Klammer mit |.,.] bezeichnen. Der Anteil von beschriankter Variation
wird entsprechend

/Os v S Ag A - Ag A+ % ST[AZA; + A; A — 24; A; Aj] v, du
=1
_ 1
—/ 1 ([A;, Ao] + 52 ) v, du.

i=1
Also folgt fiir 1 <i,5 <m
1 m

Z i])w) = 0.

Sp([Aja AZ] ?.U) = 07 ( AJ7 AO

1\3 |

Iteriert man dieses Verfahren, so erhélt man offenbar mit
Ty = {Ai- At
7', = {[4;,V],[A,V %i oA V] Vel 1},
7' = spanU,>0Z'y )
w & T'. Ist schlieBlich
T =span{A;,---, Ay, [4;,. [A A Ai] o] 0 < <m},

ip_1y """ [ 19

so gilt offenbar Z' = Z. Damit folgt ein Teil des Theorems von Hoérmander in der
gegebenen Situation.

Theorem 3.1 Gilt T = R™? 5o ist Pov;! < X\. Das Maf Pov;t hat eine C*-Dichte
bzgl. .

Beweis:
Den ersten Teil impliziert Lemma 3.3 nach den obigen Bemerkungen. Den zweiten Teil
konnen wir nicht beweisen. Siehe z.B. Nualart [19].
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3.2 Fliisse auf Grassmann-Mannigfaltigkeiten

Was kénnen wir mit der oben skizzierten Methode iiber die Verteilungen der Oseledets-
Riume aussagen? Wir haben E; = V" NV, wobei die zufilligen linearen Riume
V", V.~ charakterisiert sind durch
1
reVt & Jim ;1n||vtx|| <\, (8)
1
zeV, & tlir_n Zln||vtm|| >\

(vgl. Theorem 2.3). Wegen der Unabhéngigkeit von W auf R, und R_ sind die +-
Raume von den —R&umen unabhingig. Statt zufilliger linearer Rdume betrachten
wir nun zufillige orthogonale Projektoren. Seien also Q;, P;, R; die orthogonalen Pro-
jektoren auf V;*, V" E;, 1 < i < r. Zur Untersuchung der Verteilung der R; gehen
wir so vor. Wir untersuchen zunichst die Verteilung der P;, ();. Wegen deren Un-
abhéngigkeit kann man dann aus der Glattheit der Verteilungen der P;, @); mit einem
rein analytischen Argument die Glattheit der Verteilungen der R; erschlieffen. Aus
Symmetriegriinden geniigt es, sich auf die @); zu konzentrieren. Wir fixieren nun 1,
nehmen an, daf§ @; seine Werte in der Grassmann-Mannigfaltigkeit M = Gy(d) der
k-dimensionalen linearen Unterrdume von R¢ annimmt, und lassen der Einfachheit
halber den Index i weg.

Um PoQ ! zu untersuchen, ordnen wir @ einen Fluff von Diffeomorphismen (P;),cr
auf M zu, deren "invarianter” Zustand ) ist. Dann argumentieren wir so: unter
Hormander-Bedingungen an die den Flufl erzeugenden Vektorfelder wird sich mit Ar-
gumenten wie in 3.1. P o P! als absolutstetig bzgl. des Riemannschen Volumens auf
M erweisen. Diese Glattheit iibertrigt sich dann auf den invarianten Zustand ). Den
FluB von Diffeomorphismen auf M erhalten wir durch eine kanonische polare Zerlegung
von v p, fiir p € M, t € R, die wir zunéchst diskutieren.

Dazu beschreiben wir M als eingebettete Mannigfaltigkeit
Grd)={p:peR™ 1k p=Fk,p> =p,p* =p} = {opro* : 0 € O(d)},

wobei fiir die letztere Beschreibung bzgl. der kanonischen Basis (ey, - - -, eq) des R? py
derjenige orthogonale Projektor sei, der die ersten k Basisvektoren identifiziert, und
die iibrigen annuliert.

Lemma 3.4 Sei A € GI(d;R),p € M. Dann gibt es genau ein Paar (q, B) linearer
Operatoren auf R mit ¢ € M, B € GI(d; R), so daf§ die Gleichungen

Ap=qB, (I-qA=B(I-p), Ap=Bp
gelten.

Beweis:
1. Existenz:
Sei ¢ der orthogonale Projektor auf rg(Ap),

B=qAp+ (I —-q) A —p).
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Daraus ergeben sich sofort die behaupteten Gleichungen. Sei
C=pA~lq+({-p) A7 (I -q)

Dann gilt wegen (I —p) A~ ¢ = 0 die Gleichung CB = I, also B € GI(d;R)).
2. Eindeutigkeit:
Sei (¢, B') ein Paar mit den angegebenen Eigenschaften. Dann gilt zunéchst

¢(RY) = ¢ B'(RY) = ¢ BR') = ¢(R)
und damit ¢’ = ¢. Damit folgt
Bp=Ap=B'p, B(I-p)=(I—-q)A=B(—p),
womit sich B = B’ ergibt. e
Das Paar von linearen Operatoren geméfl Lemma 3.4 nennen wir polare Zerlegung

von Ap. Wir bemerken, da8 die polare Zerlegung die Zerlegung von A z fiir z € R% in
Polarkoordinaten verallgemeinert.

Auf der Fluflebene haben wir damit das gewiinschte Objekt gefunden: wir bezeichnen
mit (P, Ry) die polare Zerlegung von v, p fiir p € M,t € R. Unser Plan sieht nun vor,
die Verteilung von @ iiber die von F; zu untersuchen. Dazu miissen wir jedoch auch
wissen, wie P und v auf der Erzeugerebene zusammenhiangen. Wie verhalten sich also
Vektorfelder bei der polaren Zerlegung?

Lemma 3.5 Sei A € GI(d;R),p € M, 0 € I C R ein offenes Intervall und (Ay)ier
eine glatte Kurve durch Ag = A mit Tangentialvektor A. Dann induziert die polare
Zerlegung von (Ap)ier glatte Kurven (q;)ier in M, und (By)ier in GU(d; R) durch ¢ = qo
bzw. B = By. Die Tangentialvektoren ¢ und B bei 0 gendigen den Gleichungen

§=(I—qAA™ g+ q(AAT) (I —q), 9)
BB™' = (I —q) AA™ g —q(AAT) (I —q) + g AA™ g+ (I — q) AAT (I — q). (10)

Beweis:
Da Gl(d; R) eine Liegruppe ist, kénnen wir annehmen Ay = By = I, qy = p.
1. Aus ¢* = q,q* = ¢ folgt ¢ = ¢p+p¢q, und damit (I —p) ¢ (I —p) = pgp = 0, folglich

¢={—-p)gp+pq(l—p)
Aus Lemma 3.4 folgt ferner ¢+ p B = Ap. Also
(I=p)gp=(I—p)Ap,

woraus sich die erste Gleichung herleitet.
2. Wegen By = ¢ Ayp+ (I — q;) Ay (I —p) gilt

B = qlp—(I-pl+pAp+(I-pA(-p)
= ([ -pAp—pA"(I —p)+pAp+ (I —p)A(l —p).
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Damit folgt die zweite Gleichung. e

Lemma 3.5 legt die Betrachtung der folgenden Vektorfelder nahe. Fiir A € R4 p €
M sei

halp) = (I—=p)Ap+pA*(I-p), _
galp) = U=p)Ap—pA*(I—p)+pAp+ (I —p)A(l —p).
Dann lassen sich die Formeln von Lemma 3.5 so schreiben:
G=hia(q), (11)
BB™ =g, 1(q) (12)

Beachtet man nun, da§ aus (3) folgt

dvpv;t =37 Ay o dWY + Agdt,

J=1

so ergibt sich insgesamt aus Lemma 3.5, daf§ die Prozesse (F;)icr und (R;)ier den
stochastischen DGL

dp, = fj ha,(Py) o dW] + hay(P) dt,
=1
Bo= b
dR, = fngj( \) Ry o dW + ga,(P:) R: dt,
Ro — 1

geniigen.

Zu (P;)ier gehort nach Verallgemeinerung der Ergebnisse von Abschnitt 2 auf kom-
pakte Mannigfaltigkeiten ein Flufl von Diffeomorphismen auf M, den wir mit demselben
Symbol belegen. Der zuféllige Projektor @) ist in der Tat der ”invariante” Zustand des
Flusses P.

Theorem 3.2 Sei (pt, ]A%t) die polare Zerlegung von vy Q fiirt € R. Dann gilt
pt - Q(gt)u

t € R. Insbesondere ist die Verteilung p von @ identisch mit der Verteilung von
(w,p) — Pi(w)p unter P ® p.

Beweis:
Wegen der Kozykeleigenschaft gilt fiir z € R?

1 1
lim — In||v,_(0;) 2|| < \; & lim = In|lv,v, t2|] < N\
§—0C §

§—00 g
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und damit nach Definition von @ (siehe (8)) die Gleichung

u QR = Q(6:)(R)

fiir t € R. Also folgt R o
P(RY) = P, Ry(R%) = Q(6,)(R),

und damit schlieflich P, = Q(6;),t € R. Da P invariant bzgl. 6, ist, folgt der Rest. o

Als Konsequenz von Theorem 3.2 kann die Verteilung von () vermoge der Verteilun-
gen von P; studiert werden. Zu diesem Zweck miissen wir noch die Argumente von
Abschnitt 3.1. auf kompakte Mannigfaltigkeiten wie M verallgemeinern.

3.3 Die Glattheit der Verteilung der Oseledets-Riume

Lemma 3.6 Firt > 0,p > 2,k € N ist P, R, € Dy, und fir 0 <r <t,1<j<m
gilt . j
DIP, = hya(P). DR R = g,0u(P).

Beweis:
Nach Lemma 3.1 ist Div, v;* = A7'. Wende Lemma (3.5) an. e

Lemma 3.7 Firp>2keN gilt Q€ D} und fir0 <r,1 <j<m
Di@ = —hA;,o(Q).

Beweis:
Nach Crauel [7] und Le Jan [15] gilt

Q = thm P_t(et),
und wegen der Kozykeleigenschaft v; ' = v_4(6;). Ferner gilt nach Lemma, 3.1
Div;tv, = —v7t Div, = —Ag’o.

Damit konnen wir Lemma 3.6 auf die polare Zerlegung (P_;(6;), R_+(0;)) von v_4(0;) p =
v; ' p anwenden. Es ergibt

DI[P_(8)) = ~h yo(P-4(0)).
Lasse darin t — oo gehen. Die Konvergenz findet offenbar in D} statt. e

Nun sind wir in der Lage, die Argumente von 3.1. statt auf R%? auf M durchzufiihren.
Wir miissen zunéchst beachten, daff wir statt einer Malliavin-Matrix im Euklidischen
eine Bilinearform auf dem Dual des Tangentialbiindels von M erhalten. Dann kénnen
wir, von Lemma 3.6 ausgehend, die Positivitdat der Bilinearform auf dem Biindel wie in
3.1. durch eine Eigenwertbedingung ausdriicken (vgl. Lemma 3.3). Diese fithrt (evtl.
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durch Wahl lokaler Koordinaten auf M) zu der Vollheitsbedingung fiir die von den
Vektorfeldern hy,,0 < j < m, aufgespannte Lie-Algebra bzw. das von A;, 1 <j <m,
darin erzeugte Ideal. Setzt man diese voraus, so erkennt man wie oben, dafl dann
P o P! eine Dichte bzgl. des Riemannschen Volumens auf M hat. Beim Uebergang
von P, zu @) nutzen wir die Invarianzeigenschaft von Theorem 3.2 aus.

Wir beschreiben schlieSlich etwas ausfithrlicher die Resultate.

Sei £F die von hga,, - -, ha,, erzeugte Lie-Algebra,

I/C — Span{hAly"'ahAm'/ [hAip7 [hAip—l’ [ [hAil’hAiO} } :O S Z] < m}

Theorem 3.3 FEs gelte Il’f =T,M,p € M. Dann hat die Verteilung von @) eine C>-
Dichte bzgl. des Riemannschen Volumens auf M.

Wegen der speziellen Struktur der Grassmann-Mannigfaltigkeiten kénnen wir zeigen
(siehe [11]), daB auBer in Trivialfillen die Vollheit von Z% und von £* dquivalent sind.
Daher konnen wir Theorem 3.3 noch verschérfen.

Theorem 3.4 FEs gelte C’; =T,M,p € M. Dann hat die Verteilung von @ eine C*°-
Dichte bzgl. des Riemannschen Volumens auf M.

Kehren wir nun abschlieBend zum eigentlichen Gegenstand unseres Interesses zuriick,
den Projektoren R; auf die Oseledets-Réume des betrachteten linearen Kozykels (3).
Gehen wir von glatten P;, Q); aus, und beachten wir deren Unabhéngigkeit, so liefert
ein rein analytisches Argument, das auf der Ko-Flachenformel von Federer [8] basiert,
das folgende Hauptergebnis (siehe [11]).

Theorem 3.5 Fir 1 < k < d und p € Gi(d) gelte L} = T,Gy(d). Dann hat die
Verteilung von (Ry,---, R,) eine C*®-Dichte bzgl. des Riemannschen Volumens auf

Gdl(d) X X Gdr(d)

Wir bemerken, daf§ nach einem Ergebnis von Goldsheid und Margulis [9] aus den
Voraussetzungen von Theorem 3.5 schon folgt, da d; = -+ =d,, = 1 und r = d ist.

3.4 Ausblick und eine Anwendung

Die in 3.3. diskutierten Glattheitsaussagen fiir die Oseledets-Réume sind interessant
fiir die folgende Anwendung.

Aus dem multiplikativen Ergodensatz folgt, daf§ die invarianten Projektoren der
Vorwdrtsfahne @Q);,1 < i < r, mefbar sind bzgl. F§°, wiahrend die der Rickwdrtsfahne
P,1 <i <7, bzgl. F®_ meBbar sind. Daraus folgt, dafl die Oseledets-Riume selbst
i.a. nur F-mefibar sind. In den vielen Problemen der multiplikativen Ergodentheorie, in
denen die Oseledets-Réume eine Rolle spielen, steht die Behandlung mit Methoden des
klassischen It6-Kalkiils daher vor einem schwierigen Problem: mit den R;,1 < i < r,

treten nicht adaptierte Prozesse auf.
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Eine Moglichkeit, diese Schwierigkeit zu beseitigen, bietet die Technik des grossisse-
ment de filtrations. Man vergroBert die Filtration des Wienerprozesses zu jedem Zeit-
punkt mit der in R;, 1 <4 < r, vorhandenen Information. Bleibt bei diesem Ubergang
die Semimartingal-Figenschaft erhalten, so kann man iiber die vergroferte Filtration
in den Ito-Kalkiil zuriickkehren. Nach einem Resultat von Jacod [13] ist dies der Fall,
sofern die regulédren bedingten Verteilungen der R;, 1 < ¢ < r, absolutstetig bzgl. eines
gemeinsamen Referenzmafles sind. Als ein solches Referenzmafl bietet sich das Rie-
mannsche Volumen auf den entsprechenden Grassmann-Mannigfaltigkeiten an. In der
Tat konnen wir mit einer Version von Theorem 3.5 fiir reguldre bedingte Verteilun-
gen, das unter denselben Hormander-Bedingungen giiltig ist, das Kriterium von Jacod
verifizieren (siehe [11)).

Der Ansatz von 3.2. und 3.3. erlaubt ein tiefergehendes Studium der Verteilun-
gen der Oseledets-Raume und asymptotischer Eigenschaften zufilliger dynamischer
Systeme. Mit Hilfe des Malliavin-Kalkiils ergeben sich z.B. Zusammenhangseigen-
schaften des Tragers, Kriterien fiir die Positivitdt der Dichte und ihre Flachheit bei
Nullstellen (siche [12]). Er erwies sich als niitzlich bei der Beschreibung aller Lyapunov-
Exponenten eines linearen Systems durch ergodische Mittel im Sinne von Furstenberg
und Khasminskii (siche [2]), und verspricht einen Zugang zur Beschreibung der Rota-
tionszahlen in dhnlicher Weise.
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