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Ubungen zur Vorlesung

Stochastische Analysis

Serie 1
1) Zeige:

(i) Ist X = (X1,...,X9) eine d-dimensionale Brownsche Bewegung, so ist fiir jeden
Vektor z € R? mit euklidischer Norm ||z|| = 1 der Prozef

B(t) == 2" X(t) = ixiXi(t) (t > 0)

eine eindimensionale Brownsche Bewegung.

(ii) Die Umkehrung dieser Aussage ist falsch.
Hinweis: Betrachte X (t) := (Bay/z — Wy/3, Waeys+ Byyz) (t > 0) fiir zwei unabhéngige
Brownsche Bewegungen B, W.

2) Zu einer Brownschen Bewegung B und A € (0, +00) definieren wir den Proze8
Xi = MBopen (tER).

(i) Zeige, dafl X ein zentrierter, stationdrer Gaufiprozef ist, und berechne seine Kova-
rianzfunktion.
Bemerkung: X ist ein sog. Ornstein-Uhlenbeck-Proze8.

(ii) Im Falle A :=1/2 beweise man, da§ auch
t
g e Xt+%f0tXudu, t >0,
Xt—%foXudu, t<0,
ein Gauflscher Prozef} ist, und berechne seine Kovarianzfunktion.

3) Beweise, daf} fast alle Pfade einer Brownschen Bewegung nirgends Lipschitz-stetig sind.

Bemerkung: Hieraus folgt insbesondere, dal Brownsche Pfade nirgendwo differenzierbar
sind.



Anleitung:
(i) Fir K > 0, n > 2 zeige, dafl das Ereignis
A, :={3s €[0,1] mit |B; — Bs| < K|t — s| fiir alle ¢t mit |t — s| < 3/n}

im Ereignis

" 6K
U{‘Bj/n— (i— 1)/n\§7fﬂrj:k—1,k,k+1}

k=2

enthalten ist.
(ii) Zeige, daB8 P[A,] < const.n~'/? fiir eine nur von K abhiingige Konstante.
(iii) Fiir n 1t +o00 und dann K 1 400 folgt damit die Behauptung?!
Beweise, dafl die Pfade der Brownschen Bewegung B fast sicher nach oben und unten
unbeschriankt sind:

P [sup By = 400, inf By = —c0| =1.

t>0 t>0
Bemerkung: Hieraus folgt insbesondere, daf} die eindimensionale (!) Brownsche Bewegung
rekurrent ist, also unendlich oft zu einem beliebig vorgegebenen Punkt in R zuriickkehrt.

Hinweis: Nutze die Skalierungseigenschaft der Brownschen Bewegung, um zu zeigen, daﬁ
X 1= sup;so By =4 csup,s By fiir alle ¢ > 0. Es folgt P[X = 0 oder X = +oo] =
Damit sind f.s. die nach oben beschriinkten Pfade der Brownschen Bewegung identisch m1t
denen, die unterhalb der Nulllinie verlaufen?! Insbesondere geniigt es also, P[X = 0] =0
zu zeigen. Verwende dazu die Abschétzung

P[X = 0] <P[B; <0und B; — By (t > 1) nach oben beschrénkt |

und die Eigenschaften der Brownschen Bewegung.



