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Übungen zur Vorlesung “Stochastik II”

Aufgabe 1. (3+3 Punkte)

Es sei (Ωi, di)i∈IN eine abzählbare Familie polnischer Räume (di ist eine vollständige topologieerzeu-
gende Metrik auf Ωi). Die Borelsche σ-Algebra auf Ωi wird mit Bi bezeichnet. Zeigen Sie, dass

1. Ω = ×
i∈IN

Ωi versehen mit der Produkttopologie ebenfalls polnisch ist.

Hinweis: Beweisen Sie, dass die Metrik

d : ×
i∈IN

Ωi × ×
i∈IN

Ωi → IR+ , (ω, ω′) 7→
∑
i∈IN

2−i di(ω(i), ω′(i))
1 + di(ω(i), ω′(i))

vollständig ist und die Produkttopologie erzeugt. Weiter, seien Dk ⊂ Ωk abzählbare dichte Teil-
mengen. Beweisen Sie, dass für beliebige ω̄ ∈ ×

i∈IN
Di die Menge

D :=
{
ω ∈ ×

i∈IN
Di : ω(i) 6= ω̄(i) nur endlich oft

}
dicht in Ω und abzählbar ist.

2. die Borelsche σ-Algebra B auf Ω mit der Produkt-σ-Algebra ⊗
i∈IN

Bi übereinstimmt.

Hinweis: Sie dürfen ohne Beweis benutzen, dass das Mengensystem

S :=
{ ⋂

k∈K

π−1
k (Ball(ω(k),

1
n

)) : ω(k) ∈ Dk, n ∈ IN, K ⊂ IN endlich
}

eine abzählbare Basis der Produkttopologie ist. Hier ist πk : Ω → Ωk die Projektion und
Ball(ω0(k), ε) := {ω(k) ∈ Ωk : dk(ω(k), ω0(k)) < ε}.

Aufgabe 2. (2+2 Punkte)
Es sei (S, G ) ein polnischer Raum mit Borelscher σ-Algebra B = σ(G ).

a) Sei µ ein {0, 1}-wertiges Wahrscheinlichkeitsmaß auf B. Beweisen Sie: es existiert x ∈ S mit
µ({x}) = 1.

b) Seien (Ω,F , IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : Ω → S eine Zufallsvariable und f : S → S
Borel-meßbar. Beweisen Sie: sind X und f ◦X unabhängig, so ist f ◦X IP-f.s. konstant.

Aufgabe 3. (4 Punkte)
Sei (Ωi,Fi)i∈I eine Familie meßbarer Räume, Ω :=

∏
i∈I Ωi, und sei F :=

⊗
i∈I Fi die Produkt-σ-

Algebra über Ω. Zeigen Sie, dass es zu jedem A ∈ F eine abzählbare Teilmenge IA ⊂ I existiert, so
daß für beliebige ω = (ωi)i∈I ∈ Ω und ω̃ = (ω̃i)i∈I ∈ A gilt:

ωi = ω̃i für alle i ∈ IA =⇒ ω ∈ A.



Aufgabe 4. (2+1+2+1 Punkte)
Sei B die Borelsche σ-Algebra über IR, I = [0, 1] und (Ω,F ) := (IRI ,BI). Zeigen Sie:

a) Die Menge
F :=

{
ω : I → IR

∣∣ ω(q) ∈ Q ∀q ∈ Q ∩ I
}

ist meßbar: F ∈ F .

b) {ω} /∈ F für alle ω ∈ Ω.

c) Für die Borelsche σ-Algebra A über Ω (also die von der Produkttopologie erzeugte σ-Algebra)
gilt A 6= F .

d) A := C([0, 1], IR) :=
{
ω : I → IR

∣∣ ω stetig
}

/∈ F .
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