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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 1. (343 Punkte)

Es sei (€, d;)ie eine abzidhlbare Familie polnischer Rédume (d; ist eine vollstéandige topologieerzeu-
gende Metrik auf €2;). Die Borelsche o-Algebra auf ; wird mit %; bezeichnet. Zeigen Sie, dass

1. Q = x ; versehen mit der Produkttopologie ebenfalls polnisch ist.
i€IN
Hinweis: Beweisen Sie, dass die Metrik
di(w(i),w'(i))
+ di(w(i),w' (7))

d: x Ux x Q% —-Ry, (wuo)— 27!
€N | iEN * ( ) ,Ezﬂ; 1

vollstandig ist und die Produkttopologie erzeugt. Weiter, seien Dy, C Q. abzahlbare dichte Teil-

mengen. Beweisen Sie, dass fiir beliebige o € x D; die Menge
1€IN

D:={we x D;:w(i)# &(i) nur endlich oft}
1€IN

dicht in Q und abzahlbar ist.

2. die Borelsche o-Algebra % auf 2 mit der Produkt-o-Algebra ® %; iibereinstimmt.
1€IN
Hinweis: Sie durfen ohne Beweis benutzen, dass das Mengensystem

S = { | W,Zl(Ball(w(k), l)) cw(k) € Dgy,ne N, K CIN endlich}
n
keK

eine abzdhlbare Basis der Produkttopologie ist. Hier ist mp : Q — Qp die Projektion und
Ball(wo(k),€) == {w(k) € Q : di(w(k),wo(k)) < €}.

Aufgabe 2. (242 Punkte)
Es sei (5,%) ein polnischer Raum mit Borelscher o-Algebra % = o(9).

a) Sei p ein {0, 1}-wertiges Wahrscheinlichkeitsmafl auf Z8. Beweisen Sie: es existiert € S mit
p({z}) = 1.

b) Seien (92,.#,IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, X : © — S eine Zufallsvariable und f : S — S
Borel-mefibar. Beweisen Sie: sind X und f o X unabhéngig, so ist f o X IP-f.s. konstant.

Aufgabe 3. (4 Punkte)

Sei (€4,.%;)ier eine Familie meBbarer Raume, €2 := [[,c; Q;, und sei .7 = Q),.;-%; die Produkt-o-
Algebra iiber Q). Zeigen Sie, dass es zu jedem A € % eine abzdhlbare Teilmenge I4 C I existiert, so
daf fiir beliebige w = (w;)ier € Q und © = (@;)ier € A gilt:

wi=w;firalleie [y — we A.



Aufgabe 4. (2+1+2+1 Punkte)
Sei # die Borelsche o-Algebra iiber IR, I = [0,1] und (©,.%) := (R, ). Zeigen Sie:

a) Die Menge
F::{w:[—ﬂR‘w(q)GQquQﬁI}

ist mefbar: F' € &#.

b) {w} ¢ Z fiir alle w € Q.

c¢) Fir die Borelsche o-Algebra o iiber 2 (also die von der Produkttopologie erzeugte o-Algebra)
gilt &7 # F.

d) A:=C([0,1],R) := {w: ] - R| w stetig } ¢ .Z.
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