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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 5. (343 Punkte)
Es seien X eine Menge, (Y;, % );cr eine Familie von MeBraumen und f; : X — Y; ¢ € I Abbildungen.

L. Ist &; ein Erzeuger von %, so ist ;e fi 1(4;,) ein Erzeuger von o(f; :i € I).

Notation: fi (%) == {f"(Gi) : Gi € 4}, o(fi i € 1) := 0(User [ (#))

2. Sei (Z,%) ein weiterer Meffraum und g : Z — X eine Abbildung. Dann ist ¢ : (Z,2) —
(X,0(fi :i €I)) genau dann messbar, wenn alle Abbildungen f;og: (Z, %) — (Yi, %;) messbar
sind.

Aufgabe 6. (242 Punkte)

Ist (Xt)iepo,1) ein reellwertiger stochastischer Proze§ mit stetigen Pfaden auf einem mefibaren Raum
(Q,.7) (d.h. fur ¢t € [0,1] ist X; : 2 — R eine Zufallsvariable, und fiir w € Q ist die Pfadabbildung
t — X;(w) stetig), so ist die Abbildung

X:0—-8, we— XWw)=X(w))o<<1

(Z, PB)-meBbar, wobei S ist der Banachraum (C([0, 1] : IR), || - ||oo und 2 ist die Borel o-Algebra auf
S.

Aufgabe 7. (4 Punkte)

Sei K : IN xIN — IR eine Funktion mit

(i) K(s,t) = K(t,s) fir alle s,t € IN,
(ii) Zﬁjzl K(ti, tj)z;x; >0 fur k> 1und tq,...,t, € IN, (21,...,21) € R \{0}.

Zeigen Sie:

Es gibt einen stochastischen Prozel (X;)iciv, sodass fiir t1,...,t; € IN gilt: (Xy,,..., Xy, ) besitzt eine
zentrierte Normalverteilung mit Kovarianzmatrix (K (¢;, tj))z i1
Aufgabe 8. (2+1+2+1 Punkte)

Sei A das Lebesguemafl auf (IR, #) und A € % eine Borelmenge mit A(A) > 0. Zeigen Sie, dass der
Nullpunkt ein innerer Punkt der Menge C':= A — A:={x —y: z,y € A} ist.

Hinweis: Gehen Sie zB folgendermassen vor:
1. Beweisen Sie, dass es geniigt die Aussage fiir kompakte A zu zeigen.

2. Fir A kompakt, bestimmen Sie eine offene Menge B mit A C B und \(B) < 2A\(A). Zeigen Sie,
dass (—0,0) C A— A, wobei 6 = inf{|lxr —y|:x € A,y € B} > 0.
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