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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 18. (1+1+2+2+2 Punkte)
Sei (Zn)new eine Filtration des messbaren Raumes (2, .%).

a) Sei (7x)rew eine Folge von Stoppzeiten bzgl. (#,). Zeigen Sie, dass auch

T:=sup7; und o:= inf 7}
keIN kelN

(.Zn)-Stoppzeiten sind.
b) Seien 7 und o Stoppzeiten. Zeigen Sie, dass auch 7 + o, 7 A o und 7 V o Stoppzeiten sind.

c) Sei (Xn)new ein (F,)-adaptierter Prozess, o eine Stoppzeit und B € #(IR). Sei
r=inf{n e N: n>o0,X, € B} (wobei inf{ := +0c0).
Zeigen Sie, dass T eine Stoppzeit ist.

d) Ist 7 eine Stoppzeit, so ist
Fr={Aec F: :An{r =n} e %, fir alle n € N}

eine o-Algebra, und 7 sowie X, 1} sind Fr-messbar, wobei (X,,)neN ein adaptierter Prozess
ist.

e) Sind 7 < o zweil Stoppzeiten, so gilt #, C %,

Aufgabe 19. (4 Punkte)

Sei (X, )new eine Folge unabhéngiger standardnormalverteilter Zufallsvariablen sowie S, = > " | X;
und %, = o(X1,...,X,) fiir n € Ny.

a) Bestimmen Sie eine Folge reeller Zahlen (ay)nen,, so daB8 (S2 — a,,)n>0, ein Martingal beziiglich
(yn)nzo ist.

b) Bestimmen Sie eine Folge reeller Zahlen (by,)ne,, 50 daB (e5777),5¢, ein Martingal beziiglich
(971)7120 ist.

Aufgabe 20. (2 Punkte)

Es seien (§2,.%,1IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (%, ),ew eine Filtration in .% und (X, )nen ein Mar-
tingal beztiglich (.%,,). Sei (¢,)new eine weitere Filtration mit 4, C .%, fir alle n € IN. Schliellich
sei Y, = E [X,|9,] fir n € N

Zeigen Sie, dass der Prozef (Y, )new ein Martingal beziiglich (%) ist.

Aufgabe 21. (4 Punkte)

Sei (Xp,)new eine Folge unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen auf (€2,.%,IP) mit IE X; = 0
und IE X? < co. Ferner sei (c,)ne eine Folge reeller Zahlen mit Y0 | ¢2 < oc.

n=1"n
Zeigen Sie, daBl Y >° | ¢, X, IP-f.s. konvergiert.



Aufgabe 22. (4 Punkte)

Seien (Xp)new und (Y, )new zwei Martingale bzgl. die Filtration (.%,),enw auf dem Wahrschein-
lichkeitsraum (Q2,.#,1P) und sei T eine Stoppzeit mit X7 = Yp P-f.s. auf {T < oo}. Zeigen Sie,
dass

Ly = Xn]l{T>n} + Yn]l{TS’”}

auch ein (%, ) eN-Martingal ist.
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