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["J'bungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 23. (1+4 Punkte)

1. Sei X = (X;,)new ein Supermartingal mit IE X,, = IE X; fiir alle n. Zeigen Sie, dass X ein
Martingal ist.

2. Sei X = (X,)nen ein stochastischer Prozess mit IE|X,,| < oo fiir alle n. Zeigen Sie, dass falls
IE X, = IE Xj fiir alle bescrankte Stopzeiten 7 gilt, so ist X ein Martingal.
(Die Umkehrung von 2 ist der Stopsatz, der spdter in der Vorlesung gezeigt wird.)
Hinweis: Betrachten Sie die Stopzeit T4 = nlla + (n + 1)1ac (wieso ist T4 eine Stopzeit?) fiir
beliebige n € IN und A € F,.

Aufgabe 24. (4 Punkte)(Doob-Meyer Zerlegung)

Zeigen Sie, dass jedes (%, )neNn-Submartingal (X,,),en auf eindeutige Weise (IP-f. s.) als eine Summe
Xp = My, + A, dargestellt werden kann, wobei (M, )nen ein Martingal und (Ay,)nen ein nichtfallender
vorhersehbarer Prozess mit IP(4; = 0) = 1 sind.

Hinweis: Betrachten Sie (Ap)new, so dass Apt1 — Ap = E(Xp11 — Xn|F0n).

Aufgabe 25. (2424242 Punkte)

Seien X = (X,,)new ein Martingal auf (Q, %, (F),, P) mit IE X2 < oo fiir alle n und X2 = M,, + A,
die Doob-Meyer Zerlegung von X?2.

1. Sei T eine Stopzeit. Zeigen Sie, dass A,ar der wachsender Prozess in der Doob-Meyer Zerlegung
von (X2,,) ist.

2. Zeigen Sie, dass fiir alle a > 0 7, = inf{n : A1 > a} eine (F), Stopzeit ist.

3. Zeigen Sie, dass der Martingal (X,.,) fast sicher und in L? konvergiert.

4. Zeigen Sie, dass auf der Menge {lim,_.oc 4, < oo} (X,,) IP-fast sicher konvergiert.

Aufgabe 26. (4 Punkte)

Sei (X, )new eine Folge unabhéngiger, standardnormalverteilter Zufallsvariablen, sowie S, = """ | X;

n’u,2

und %, == o(X1,...,X,) fiir n € IN. Der Prozess Y = (%9~ "2 ),,>¢ ist ein Martingal (vgl. Aufgabe
19). Zeigen Sie, dass Y IP-fast sicher konvergiert und bestimmen Sie den Grenzwert. Fiir welche
Werte des Parameters u ist Y ein regulares Martingal.



