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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 27. (2 Punkte)

Sei (Q,.F, (Fn)new, IP) ein filtrierter Wahrscheinlichkeitsraum und (M, )ne ein L2-beschrinkter Mar-
tingal (d.h. sup,cn IE M2 < 00). Zeigen Sie, dass

"1
Xpn = Z %(Mk — M)
k=1

ein IP-fast sicher und in L? konvergentes Martingal ist.

Aufgabe 28. (24343 Punkte)
Sei (Xp)new eine Folge unabhéngiger Zufallsvariablen auf (Q2,.#,IP) mit P(X,, = 1) = P(X,, =
—1) =1/2, und sei S, = > | X; fiir n € Ny. Fiir a € Z sei 7, = inf{n € Ny : S, = a}.

1. Zeigen Sie, dass IP(7, < 00) =1 fiir alle a € Z gilt.

2. Seien a,b € Z mit a <0 und b > 0. Ferner sei 7 = 7, A 7. Berechnen Sie P(1 =7q).
Hinweis: Uberlegen Sie sich, dass IE(S;) = 0 ist.

3. Berechnen Sie die Erwartungswert von 7.
Hinweis: Zeigen Sie, dass S2 —n ein Martingal ist.

Aufgabe 29. (4 Punkte)

Sei (2, .%#,1P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, ¢4 C .# eine Teil-o-Algebra und Y : Q@ — IR eine Zu-
fallsvariable. Beweisen Sie:

Ist E[e™Y|G] = IE [e™Y] fiir u € IR, so ist Y unabhingig von ¥.

Aufgabe 30. (2 Punkte)
Fiir welche Folgen reeller Zahlen (a,)nen ist die Folge X, := anlpn-17, n € IN, gleichgradig integrier-
bar beziiglich des Lebesguemafes IP := Xjg 1 auf [0,1]7

Aufgabe 31. (4 Punkte)

Sei (2,.7,IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (E,d) ein Polnischer Raum. Zeigen Sie, dass die
Konvergenz nach Mafl (Konvergenz in Wahrscheinlichkeit) durch die Metrik

metrisiert wird, d.h. eine Folge (f,)new von (E,d) wertigen Zufallsvariablen genau dann gegen f in
Wahrscheinlichkeit konvergiert, wenn dyy (f,, f) "— 0 gilt.



