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Aufgabe 36. (4 Punkte)

Sei (X,)new eine Folge wunabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen auf (Q,.%,IP) mit
IE | X;|* < oo und IE(X;) = 0, und sei 7 eine Stoppzeit beziiglich .%,, := o(X1,...,X,), n € N, mit IB(7) < co.
Ferner sei S, := Y .~ X; fir n € IN.

Zeigen Sie, dass
Var(S;) = Var(X;) IE(7).

Aufgabe 37. (7 Punkte)
Sei (Q,.7,1IP) ein Wahrscheinlichkeitsraum, (7, )ne eine Filtration in .7 und (X, )new ein (F,)-adaptierter
Prozef mit Werten in einem mefibaren Raum (5, S). Beweisen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(i) (X,) besitzt die elementare Markov-Eigenschaft beziiglich (%), d.h. fir n € IN, A € S gilt
P[X,1 €Al F,] =P [Xnp1 € Al X, ].

(ii) Fir jede beschrénkte meBbare Funktion f:S — IR und n € IN gilt
E[foXnu|Zn] =E[foXn|Xn].

(iii) Fir allen € N, Be %, und C € 9, :=o(X,, : m > n) gilt:
E[1p1¢| X, ]| =E[1p|X,] E[1¢|X,].
(Was bedeutet diese Umformulierung anschaulich?)

Hinweis: Bei der Beweis von (i)=(iii) gehen Sie zB folgendermassen vor: 1. Zeigen Sie, dass fir beliebige
k€ N IE[14|%#,] = E[14|X,] fir alle A € 0(Xp, ..., Xnt+k). 2. Folgern Sie, dass IE[14].%,] = IE[14|X,] fiir
alle A € 9,,. Mit Hilfe von 2. zeigen Sie die Implikation.

Aufgabe 38. (3 Punkte)

(&€n)new sei eine Folge von unabhéngigen identisch verteilten Zufallsvariablen mit IP(§; = 1) = p und IP(§; =
—1) = q. Seien ferner S, = Y. | & und M,, = max{S;|0 < k < n}.

1. Zeigen Sie, dass Y,, = M,, — S,, eine Markovkette ist und bestimmen Sie ihre Ubergangsmatrix.
2. Zeigen Sie, dass M,, =Y, + S, keine Markovkette ist.

Aufgabe 39. (3 Punkte)
Die Ubergangsmatrix einer Markovkette (X, )ncn mit Zustandsraum S = {1, 2} sei gegeben durch

1l-«a «a
P =
g1-p
mit «, 8 € [0, 1]. Berechnen Sie P" fiir n € IN und lim,,_, o, P", falls der Grenzwert existiert.

Aufgabe 40. (3 Punkte)

Sei (X,,)n>0 eine Markovkette mit der Ubergangsmatrix

1/3 0 0 1/3 1/3 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0
o 0 1 0 0 00
P=1|12 0o 0o 12 0 0 o0
/2 0 0 1/2 0 0 0
O 0 0 0 0 10
0 1/3 1/3 0 1/3 0 0

Bestimmen Sie die rekurrenten und die transienten Zustande sowie die irreduziblen Klassen R;.
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(Sie diirfen Thre Losungen in 2er-Gruppen abgeben.)



