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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 40. (4 Punkte) )
Sei (Xp)n>0 eine Markovkette mit der Ubergangsmatrix

1/3 0 0 1/3 1/3 0 0
0 1/2 0 1/2 0 0 0
0o 0 1 0 0 00
P=1]12 0 0 1/2 0 0 0
/2 0 0 1/2 0 0 0
0O 0 0 0 0 10

o 1/3 1/3 0 1/3 0 0
Bestimmen Sie die rekurrenten und die transienten Zustande sowie die irreduziblen Klassen R;.

Aufgabe 41. (5 Punkte) i}
Sei (Xp,)n>0 eine Markovkette mit Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P. Es existiere ein z € S,
so dass

1. IP,(1y < 00) > 0 fiir alle y € S und
2. IPy(1, <o0)=1fiiralley € S.

Zeigen Sie, dass (X, )n>0 irreduzibel und rekurrent ist.
Wir verwenden die tbliche Bezeichnung 7, = inf{n > 0: X,, = z}.

Aufgabe 42. (5 Punkte)
Beim Modellieren von Evolution genetischen Konfigurationen betrachtet man die Markovkette (X, )n>0
mit Zustandsraum S = {0, ..., N} und Ubergangsmatrix P = (p;;)i j=1,..n Mmit

()G 5

d.h. P;. ist die Binomialverteilung mit Parameter N und % fiir festes 4. In der obigen Interpretation
N ist die Anzahl der Individuen und ¢ die Anzahl der Individuen mit einem bestimmten Genotyp.

1. Bestimmen Sie die rekurrenten und die transienten Zustande von (X, )n>0. Ist die Markovkette
Irreduzibel?

2. Zeigen Sie, dass (X, )n>0 ein reguldres Martingal ist und berechnen Sie die Verteilung von X.

Aufgabe 43. (3+3 Punkte)

Sei (X,)n>0 eine Markovkette mit abzéhlbarem Zustandsraum S und Ubergangsmatrix P. Seien
A C S und 74 der Eintrittszeit in A, d.h. 74 :=inf{n > 0: X,, € A}. Es existieren n > 0 und a > 0,
so dass ) 4 Py, > afiiralle y € AC gilt.

1. Zeigen sie, dass IP,(74 > kn) < (1 — ) fiir belibige k € IN und = € S gilt. Folgern Sie, dass
E,74 < g, insbesondere ist 74 IP,-f.s. endlich.
2. Zeigen sie, dass IP, (74 > u) < (1 — a)n ! fiir belibige u > 0 und z € S gilt. Folgern Sie, dass

E, eP™ < oo fiir p < —L1In(1 — a).

n
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