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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 44. (24343 Punkte)(Metropolis Algorithmus)

Seien P eine irreduzible, symmetrische ﬂbergangsmatrix auf dem endlichen Zustandsraum F und 7w
ein Wahrscheinlichkeitsmass auf F mit «(i) > 0 fiir alle i € E. Ferner sei die Ubergangsmatrix Q
folgendermassen definiert

P(i,7) falls 7(j) > w(i) und ¢ # j
QUi.j) =3 Pli.j)=) falls 7(j) < 7(i)
1—2#1.62(1',]') falls i = j

1. Zeigen Sie, dass 7 die invariante Verteilung der Markovkette mit Ubergangsmatrix Q ist.
Hinweis: Zeigen Sie, dass Q beziiglich 7w reversibel ist.

2. Zeigen Sie, dass () irreduzibel ist.

3. Angenommen, 7 ist nicht die Gleichverteilung auf E (sonst ist P = Q). Sei M C E folgender-
massen definiert

M={ie E:n(i) >n(j) fur alle j € E} .

(3.1) Zeigen Sie, dass es ein ig € M gibt, so dass P(ig,j) > 0 fiir ein j ¢ M. Folgern Sie, dass
CQ(io,io) > 0.
(3.2) Zeigen Sie, dass @ aperiodisch ist. (P kann durchaus periodisch sein.)

Aufgabe 45. (2+3+3 Punkte) (Der Kontraktionskoeffizient)
Seien p, v und P zwei Verteilungen und eine Ubergangsmatrix auf einem hochstens abzahlbaren Raum
S. Der Kontraktionskoeffizient von P sei folgendermassen definiert:
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Zeigen Sie, dass
L |lp = vl = sup {[>,eq h(@)(u(x) —v(@))| b S — [-1,1]}.

2. ||uP — vPll < C(P)|lu - vl
Hinweis: Zeigen Sie, dass fiir beliebige beschrdinkte Funktionen f: S — IR,

| Ywes(ul@) = v(@) f(@)] < [lu = vl[1gsup, yes |f (@) = f()] gilt.
3. Fiir je 2 beliebige stochastische Matritzen P und @ gilt C(PQ) < C(P)C(Q), falls PQ wohldefiniert

ist.

Aufgabe 46. (2+2 Punkte)
Die Ubergangsmatrix P = (pij)ijes einer irreduziblen Markovkette (X )nenN, mit Zustandsraum S
sei doppelt stochastisch, d.h. es gelte >, ¢ p;; = 1 fiir alle j € S. Zeigen Sie:

a) Ist S endlich, so ist (X,,) positiv rekurrent, d.h. IE,(7}) < oo fiir alle z € S. (Dabei bezeichnet
T, die erste Riickkehrzeit der Kette nach z € S.)

b) Ist S abzdhlbar unendlich, so ist (X,,) transient oder nullrekurrent.



