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["Ibungen zur Vorlesung “Stochastik I1”

Aufgabe 50. (4 Punkte)

Sei (5, d) ein vollstandiger metrischer Raum. Zeigen Sie, dass eine Menge A C S genau dann total
beschrankt ist (bzgl. d) wenn A relativ kompakt ist.
Hinweis: In metrischen Raumen ist Kompaktheit dquivalent zur Folgenkompaktheit.

Aufgabe 51. (4 Punkte)
Sei O die iibliche Topologie in IR. Betrachten Sie die Topologien

Oc :={(—0o0,a) : a € R}

Os :={(a,+) : a € R}.
Zeigen Sie, dass eine reellwertige Funktion f auf einen metrischen Raum (S, d) genau dann von unten
(bzw von oben) halbstetig ist wenn f : (S,d) — (R, Os) (bzw f: (S,d) — (IR, O<)) stetig ist.

Aufgabe 52. (2 Punkte)

Zeigen Sie, dass eine reellwertige Funktion f auf einen metrischen Raum (S, d) genau dann von unten
(bzw von oben) halbstetig ist wenn fiir alle @ € IR die Mengen f~!((—o0,a]) (bzw f~1([a,0)))
abgeschlossen sind.

Aufgabe 53. (3+4+3 Punkte)

Sei (S,d) ein metrischer Raum mit Borel-o-Algebra #. Fir A € # und ¢ > 0 sei A° := {2z € S :
d(xz,A) < ¢} die e-Umgebung von A. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafie p, v auf % setzen wir

p(p,v) :=inf {e > 0: p(A) <v(A%) +e VA€ B}.
a) Zeigen Sie, dass p eine Metrik auf M (S) ist.

b) Sei (S, d) zusitzlich separabel. Zeigen Sie: fiir eine Folge (in )nem, in M (S) gilt pu, —— po genau
dann, wenn p(fiy,, po) — 0.

¢) Seien X,Y IR%wertige Zufallsvariablen auf einem W-Raum (2, .%,1P). Zeigen Sie, dass
p(IPX7]PY) < OZ(X,Y),

wobei die Metrik
a(X,Y):=inf{e>0: P(|X —Y| >¢) <e}.

auf L(Q,.%,1P) (die Menge aller Aquivalenzklassen IR%-wertiger Zufallsvariablen bzgl. IP-fast
sicherer Gleichheit) die stochastische Konvergenz metrisiert (vgl Aufgabe 33 vom Blatt 8).
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