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Aufgabensammlung'

Lineare Algebra individuell < zur Fundstelle
Aufgabe 5/2/170 (S: Varianten)
Trigonalisierung

Index: trigonalisierbare Matrix, Fahne in einem Vektorraum, vollstdndige bzw. maximale
Fahne

Stoffeinheiten: 5/2/13 - 5/2/17 Trigonalisierung

Trigonalisieren Sie die reelle Matrix

41 0
A=[36-1],
67 2

d.h. geben Sie eine obere Dreiecksmatrix B sowie eine reguldre Matrix U an, fiir die

B=U"1' AU ist.

Losung. Zur Trigonalisierung der Matrix A berechnen wir zundchst das charakteristi-
sche Polynom y4 = det(X-E3 — A). Esist x4 = (X — 4)3 (daraus folgt, dass A trigonalisierbar,
nicht jedoch diagonalisierbar ist, denn die Ahnlichkeitsklasse einer Matrix \-FE,, ist einelementig). Zur Be-
stimmung eines Eigenvektors zum Eigenwert A = 4 haben wir das homogene lineare
Gleichungssystem mit der Koeffizientenmatrix A-F3 — A, d.h. das System

—To = 0
—3171 - 2ZE2 + T3 = 0
—6x7 — Txg + 223 =0

zu losen. Wir finden als Basis seines eindimensionalen Losungsraumes einen Vektor v, =
(—1,0,-3).

Wird mit ¢ : R* = R® der Endomorphismus des Standardraumes bezeichnet, der durch
M(p) = A definiert ist, so gilt zunéichst p(v;) = A\-v;. Die Aufgabe ist gelost, wenn wir
vy zu einer Basis (vy,v9,v3) ergénzen, fiir die die dritte Koordinate des Vektors ¢(v2)
verschwindet.

Zunéchst kann einer der Vektoren der kanonischen Basis B = (ey, e, e3) durch den hier
gefundenen Vektor v; ersetzt werden, so dass wiederum eine Basis entsteht; wir wéhlen
By = (v1,eq,e3). Mit diesen Vektoren als Spalten ergibt sich eine Ubergangsmatrix

-100
U1 = UBl,B: 010
-301

und so eine zu A &dhnliche Matrix
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Die Teilmatrix

! 6 _1 ) .
A= ( ) eM@R)
der Matrix A hat als einzigen Eigenwert ebenfalls A\ = 4. Losen wir das lineare Glei-

chungssystem

- () (1)

so erhalten wir fiir A’ einen Eigenvektor (-1, —2) € R?. Wihlen wir Vektoren v, mit den
Koordinaten (0,—1,—2) und w3 mit Koordinaten (0,0,1) (beziiglich B; ), so entsteht
eine neue Basis By = (v1,v,,v3) des Standardraumes RR?, fiir die Mp,(¢) eine obere
Dreiecksmatrix ist.

Mit der Ubergangsmatrix

100
UQ = UBQ,Bl =10-10
0-21
erhalten wir
410
Mp,(p) = Uy AUy = | 041 |;
004
diese Matrix ist eine Trigonalisierung von A, d.h.
410
041 |=U"AU
004
mit
-1 00

U=U,-Uy=| 0 —10
—-3-21
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