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Aufgabensammlung'
Lineare Algebra individuell < zur Fundstelle

Aufgabe 1/2/280 (S: Varianten)
Bestimmung von Inversen in Primkérpern (2)

Index: multiplikatives Inverses, Primkorper, Division mit Rest, euklidischer Algorith-
mus, grofiter gemeinsamer Teiler, Kettendivision

Stoffeinheiten: 1/2/34 - 1/2/36 Primkorper und Charakteristik

Fiir Zahlen f g € Z, g # 0 wird die Division mit Rest in der Form
f:g=qRestr
angegeben, wobei f =g-¢g+r mit g,r € Zund |g|> r> 0.
Ausgehend von den Zahlen r_q := f, rg := g, v_1 := 0, vg := 1 und mit dem Startindex
t = —1 fithren wir das folgende Verfahren aus:
Berechne {
1i=1+1,
Tio1 7T = Qg1 Rest riqq,
falls {riy1 # 0} vip1 = vie1 — Vi Qg1
} solange {r;1 # 0},
k=1 (letzter Index),
ug = (re — ve-g)/f-
Das Ergebnis des Verfahrens sind die Zahlen 7, u, und wvy.
(i) Zeigen Sie, dass r der grofite gemeinsame Teiler von f und g ist und wf+vpg = 74

(ii) Verwenden Sie das obige Verfahren zur Berechnung des multiplikativen Inversen von
20 im endlichen Primkdorper [Fog .

Losung. (i) Dass rp grofiter gemeinsamer Teiler von f und g ist, folgt aus dem euklidi-
schen Algorithmus, der hier nur um die Berechnung der Zahlen u; und v, erweitert wurde
(das angegebene Verfahren tragt deshalb auch die Bezeichnung erweiterter euklidischer

Algorithmus).
Um die Darstellung von r; als Vielfachensumme zu gewinnen, definieren wir w_; := 1
und ug := 0 sowie mit Hilfe zweier Unbestimmter X und Y die Startgroflen s_; :=

u_1-X —v_1-Y und sg :=ug-X —vp-Y aus Z[X,Y]. Nun kann der vertraute euklidische
Algorithmus in jedem Schritt um die Berechnung von

Si+1 = Si—1 — Si"qi+1
erweitert werden; es folgt
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Siv1 = Uip1- X — Vg1 Y = (Uim1 — Ui Qig1) X — (Vic1 — V- Qig1)- Y.
Mit X = f und Y = g gilt s; = r;. Fiir alle Reste r; ist damit eine Darstellung als
Vielfachensumme der Ausgangszahlen gewonnen.
Der Kunstgriff und Vorteil des vorliegenden Verfahrens besteht darin, nur die Zahlen v;
zu berechnen; wu; kann dann im letzten Schritt durch Division erhalten werden.

(ii) Das Verfahren ist gut geeignet zur Inversenberechnung in einem endlichen Primkéorper.
Wir initialisieren r_; mit der Primzahl p und ry mit der zu invertierenden Zahl z. Das
Verfahren liefert

Ug-p+ vz = 1.
Es folgt 27! = v in F, (vgl. 1/2/29). Auf die Berechnung von u; kann hier verzichtet
werden.
Um das multiplikative Inverse von 20 in IFy9 zu bestimmen, wird also

r_1 =29, rg =20
initialisiert. Es entsteht die Tabelle:

29:20=1Rest9 | v —1lvg=1v; | v1 = —1
20: 9=2Rest2 |vg —2v1=v9 | 12 =3

9: 2=4Restl | vy —4-v9=uv3 | v3=—13

Wir erhalten als Resultat 207! = —13 im Korper IFag.
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