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Aufgabensammlung1

Lineare Algebra individuell / zur Fundstelle

Aufgabe 2/5/070 (S: Varianten)
Gröbnerbasen (4)

Index: reduzierte Gröbnerbasis, lexikographische Ordnung, Ideal

Stoffeinheiten: 2/5/28 - 2/5/31 Reduzierte Gröbnerbasen

Bestimmen Sie (bezüglich der lexikographischen Ordnung) die reduzierte Gröbnerbasis
für das Ideal in IR[X1, X2, X3], das durch die folgenden Polynome f und g erzeugt wird,

f = X2
1 + X22

3 , g = X1X2 + X11
3 .

Lösung. Wir gehen im Wesentlichen so vor wie beim Buchberger-Algorithmus und be-
stimmen

S(f, g) = X2 ·f − X1 ·g = −X1X
11
3 + X2X

22
3 .

Wir setzen h := X1X
11
3 − X2X

22
3 und sehen, dass

S(f, h) = X11
3 ·f − X1 ·h = X22

3 ·g
und

S(g, h) = X11
3 ·g − X2 ·h = X2

2X
22
3 + X22

3

ist. Wir setzen q = X2
2X

22
3 + X22

3 und bemerken, dass S(f, q) bezüglich (f, q) speziell
erzeugbar ist (vgl. Lemma 2/5/27 ).
Wir berechnen S(g, q) wie oben und sehen, dass der Rest bei Division durch (g, q) gleich
0 ist,

S(g, q) = X2X
22
3 ·g − X1 ·q = −X11

3 ·h.

Offensichtlich haben wir

S(h, q) = X2
2X

11
3 ·h − X1 ·q = −X11

3 ·h − X2X
11
3 ·q.

Daher ist

(f, g, h, q) = (X2
1 + X22

3 , X1X2 + X11
3 , X1X

11
3 − X2X

22
3 , X2

2X
22
3 + X22

3 )

eine Gröbnerbasis des von f, g erzeugten Ideals. Wir überzeugen uns leicht davon, dass
diese sogar reduziert ist.
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