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Aufgabensammlung'
Lineare Algebra individuell < zur Fundstelle

Aufgabe 5/2/025 (S: Varianten)
Diagonalisierbarkeit in der Dimension 3 (2)

Index: diagonalisierbare Matrix, Eigenwert einer Matrix, charakteristisches Polynom
einer Matrix, Eigenvektor einer Matrix

Stoffeinheiten: 5/2/1 - 5/2/7 Diagonalisierbarkeit eines Endomorphismus

Entscheiden Sie, welche der folgenden Matrizen A® iiber dem Kérper R diagonalisierbar
ist:

—2-34 3-40
AV = 0 =54 |, AP =]3-54
-3-35 245

Hinweis. Jede der Matrizen hat die Zahl 1 als Eigenwert.

Losung. Um eine Matrix auf Diagonalisierbarkeit zu untersuchen, werden zunéchst ihre
Eigenwerte, also die Nullstellen des charakteristischen Polynoms bestimmt.
In unserem Falle sind zunéchst die beiden charakteristischen Polynome x4 aus R[X]
mit ¢ = 1,2 zu berechnen, d.h. die Determinanten der charakteristischen Matrizen B® =
X-E3 — AD. Es gilt
Xat) = det(B(i)) .
Die leibnizsche Formel (vgl. 4/2/6) fithrt im Falle der Dimension 3 auf die sarrussche Regel
Xaw = DYDibE + biabidbs) + bbb,
—bigbsb) — bbb — bbb
Fir ¢ =1 ist
X+2 3 —4
BY=| 0 X+5 —4
3 3 X-5
Die angegebenen Produkte in der sarrusschen Regel sind
1) (1), (1 1) (1) (1 1) (1) (1
DBSBSS = XB 4+ 2X2 — 25X — 50, b{b5bY) = —36, biybi by =0,
1), (1), (1 1), (1), (1 1), (1), (1
Es folgt
X A =X3+2X? - X —2.
Analog ergibt sich
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Xao = X? —3X? +3X —1.
Nach dem Hinweis zur Aufgabe miissen die charakteristischen Polynome durch X — 1

teilbar sein, daher sind nur noch die Nullstellen der quadratischen Polynome v ,u) =
Xa /(X — 1) zu untersuchen. Die Division ergibt

Vi = X+ 3X + 2,
UV A@ =X2-2X +1.
Das Polynom ¢ 4a) besitzt zwei verschiedene reelle Nullstellen ungleich 1 und das Poly-

nom 1,2y besitzt eine Doppelnullstelle mit dem Wert 1. Die Frage nach der Diagonali-
sierbarkeit ldsst sich nun beantworten:

Nur die Matrix A® ist diagonalisierbar.

Begriindung. Alle Eigenwerte der Matrix A" sind reell und haben die algebraische
Vielfachheit 1.

Die andere Matrix kann folgendermaflen ausgeschlossen werden: Ist eine Matrix mit einem

einzigen Eigenwert diagonalisierbar, so ist sie bereits selbst eine Diagonalmatrix — dies ist
jedoch hier nicht der Fall.
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