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Aufgabensammlung1

Lineare Algebra individuell / zur Fundstelle

Aufgabe 5/2/200 (S: Varianten)
Halbeinfachheit (3) (Grundkörper IF5 )

Index: diagonalisierbare Matrix, halbeinfache Matrix, Eigenwert einer Matrix, Eigen-
vektor eine Matrix, charakteristisches Polynom einer Matrix

Stoffeinheiten: 5/2/8 - 5/2/12 Halbeinfache Endomorphismen

Untersuchen Sie, ob die folgende Matrix A ∈ M(4, IF5) halbeinfach ist.

A =


2 −2 −1 −2
−1 −2 −1 −1
−1 0 1 2
−2 2 2 1


Lösung. Wir berechnen zunächst das charakteristische Polynom f = χA(X) ∈ IF5[X]
und erhalten

f = det


X − 2 2 1 2

1 X + 2 1 1
1 0 X − 1 −2
2 −2 −2 X − 1


= X4 − 2X3 − 2X2 −X + 1.

Um festzustellen, ob f mehrfache Nullstellen besitzt, wird der größte gemeinsame Teiler
von f und der Ableitung f ′ von f bestimmt. Es ist

f ′ = −X3 −X2 + X − 1 .

Der euklidischen Algorithmus ergibt ggT(f, f ′) = 1. Daher hat f keine mehrfachen
Nullstellen in den Erweiterungskörpern von IF5. In einem Zerfällungskörper des Polynoms
f besitzt die Matrix A daher 4 verschiedene Eigenwerte, ist also halbeinfach.
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