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Aufgabensammlung1

Lineare Algebra individuell / zur Fundstelle

Aufgabe 5/4/140 (S: Varianten)
Smithsche Normalform

Index: smithsche Normalform, Präsentationsmatrix einer Matrix, Determinantenteiler
einer Matrix, Elementarteiler einer Matrix

Stoffeinheiten: 5/4/14 - 5/4/24 Elementarteiler

Bestimmen Sie die Normalform einer Präsentationsmatrix für

A =

0 1 1
1 0 1
1 1 1

 ∈ M(3; IF2).

Lösung. Die charakteristische Matrix ist

X · E3 − A =

X 1 1
1 X 1
1 1 X + 1

 ∈ M(3, IF2[X]).

Nach Vertauschen der ersten beiden Zeilen entsteht eine Matrix

B =

 1 X 1
X 1 1
1 1 X + 1

,

die an der Position (1, 1) einen von 0 verschiedenen Eintrag minimalen Grades besitzt.
Durch Subtraktion geeigneter Vielfacher der ersten Zeile von den übrigen ergibt sich
daraus eine Matrix1 X 1

0 X2 + 1 X + 1
0 X + 1 X

,

deren erste Spalte bereits die gewünschte Gestalt hat. Sie ist offensichtlich äquivalent zu1 0 0
0 X2 + 1 X + 1
0 X + 1 X

.

Wegen e1(A) = 1 muss die Teilmatrix

C =

(
X2 + 1 X + 1
X + 1 X

)
zur Matrix

(
e2(A) 0

0 e3(A)

)
äquivalent sein. Anstatt den obigen Algorithmus fortzusetzen, lassen sich in diesem beson-
ders einfachen Fall auch die größten gemeinsamen Teiler d3(A) und d2(A) der äußeren
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Potenzen Λi(C) ( i = 2, 1 ) schnell bestimmen: Dies sind im ersten Fall die Determinante
und im zweiten der ggT aller Einträge von C. So ergeben sich

e3(A) =
d3(A)

d2(A)
= X3 + X2 + X + 1 , e2(A) = d2(A) = 1

und damit die gesuchte Normalform1 0 0
0 1 0
0 0 X3 + X2 + X + 1


der Präsentationsmatrix für A.
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