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Aufgabensammlung1

Lineare Algebra individuell / zur Fundstelle

Aufgabe 5/5/012 (S: Varianten)
Natürliche Form über IF5 (2)

Index: Begleitmatrix, Elementarteiler einer Matrix, nichttriviale Elementarteiler, natürli-
che Form einer Matrix

Stoffeinheiten: 5/5/8 - 5/5/15 Natürliche Form, rationale und klassische Normalform

Bestimmen Sie die natürliche Form der Matrix A ∈ M(4, IF5),

A =


0 −2 0 1
0 −2 1 0
0 −1 0 0
1 2 1 0

.

Lösung. Wir berechnen zunächst die Elementarteiler e1(A), . . . , e4(A) aus IF5[X]. Dazu
wird die charakteristische Matrix

X · E4 − A =


X 2 0 −1
0 X + 2 −1 0
0 1 X 0
−1 −2 −1 X


durch Zeilen- und Spaltenoperationen äquivalent umgeformt. Wir erhalten

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 X + 1 0
0 0 0 X3 + X2 −X − 1


als Normalform einer Präsentationsmatrix für A. Es gibt daher zwei von 1 verschiede-
ne Elementarteiler e3(A) = X + 1, e4(A) = X3 + X2 − X − 1. Die aus den beiden
Begleitmatrizen gebildete Blockdiagonalmatrix B ist die natürliche Form der Matrix A,

B =


−1 0 0 0
0 −1 1 0
0 1 0 1
0 1 0 0

.
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