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Aufgabensammlung1

Lineare Algebra individuell / zur Fundstelle

Aufgabe 6/1/045 (S: Varianten)
Affine Basen für Unterräume (2)

Index: affiner Raum, affiner Unterraum, affine Basis, affines Erzeugendensystem, Ver-
bindungsraum

Stoffeinheiten: 6/1/20 - 6/1/27 Affine Fortsetzung und affine Koordinaten

Im affinen Standardaum IF4
3 wird der Unterraum Y1 durch das lineare Gleichungssystem

−x1 − x2 − x3 = −1
x1 − x2 + x4 = −1

und der Unterraum Y2 durch das lineare Gleichungssystem

−x1 + x2 + x3 = −1
−x1 + x4 = 1

gegeben. Bestimmen Sie für Y1, Y1 ∩ Y2, Y1 ∨ Y2 je eine affine Basis!

Lösung. Mit dem gaußschen Algorithmus ist für das erste Gleichungssystem leicht die
Lösungsmenge

Y1 = {(0, 1, 0, 0) + t1 ·(1, 1, 1, 0) + t2 ·(1,−1, 0, 1) | t1 , t2 ∈ IF3}
zu finden. Aus der Parameterdarstellung Y1 = P + IF3v1 + IF3v2 mit

P = (0, 1, 0, 0) , v1 = (1, 1, 1, 0) , v2 = (1,−1, 0, 1)

erhalten wir eine affine Basis {P, P1, P2}, wobei

P1 = P + v1 = (1,−1, 1, 0) , P2 = P + v2 = (1, 0, 0, 1)

gewählt wurden.
Nun wird der Durchschnitt Y1 ∩ Y2 bestimmt. Wir erhalten ihn durch das lineare Glei-
chungssystem

−x1 − x2 − x3 = −1
x1 − x2 + x4 = −1

−x1 + x2 + x3 = −1
−x1 + x4 = 1

(gebildet aus den Gleichungen für Y1 und Y2 ). Die Lösungsmenge ist

Y1 ∩ Y2 = {(1, 1,−1,−1)},
und dieser Punkt bildet gleichzeitig eine affine Basis des Unterraumes Y1 ∩ Y2.
Zur Bestimmung einer affinen Basis für Y1 ∨Y2 erinnern wir an die Dimensionsformel für
den Verbindungsraum. Sie lautet (für Y1 ∩ Y2 6= ∅ )
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dim(Y1 ∨ Y2) = dim(Y1) + dim(Y2) − dim(Y1 ∩ Y2),

woraus wegen dim(Y1) = dim(Y2) = 2 und dim(Y1 ∩ Y2) = 0 sofort dim(Y1 ∨ Y2) = 4,
d.h. Y1 ∨ Y2 = IF4

3 folgt. Affine Basis von Y1 ∨ Y2 ist daher jede beliebige affine Basis des
Raumes IF4

3, beispielsweise die kanonische Basis

((0, 0, 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0), (0, 0, 0, 1)).
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