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Spektralzerlegung (1)

Index: Spektralzerlegung eines selbstadjungierten Endomorphismus, selbstadjungierter
Operator, Orthonormalbasis, Eigenvektor einer Matrix, symmetrische Matrix, Diagonali-
sierung einer symmetrischen Matrix

Stoffeinheiten: 6/3/1 - 6/3/8 Der adjungierte Endomorphismus

Fiir die folgenden Matrizen A, B ist jeweils eine Orthonormalbasis des euklidischen Stan-
dardvektorraumes R* zu finden, die aus Eigenvektoren besteht.

1 -5 =8 10
(1) A:§ -8 —11 -2 |,
10 —2 -2
1 -7 —168
(2) B = 9 —-16 -7 8
8 8 5
Losung.

(1) Zunichst bestimmen wir die Eigenwerte der Matrix A; sie ergeben sich als Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms

xa=det(X -Es—A)=(X+1)(X-1)(X+2),
das wir (um unnétige Briiche zu vermeiden) zweckméaflig mittels

9X +5 8 —10
93 . x4 = det 8 9X+11 2
—10 2 9X +2
=X’ +2X° - X -2
berechnet haben. Die Nullstellen sind paarweise verschieden, d.h. jeder der Ei-
genrdume ist eindimensional. Daher geniigt es, fiir jeden Eigenwert A\ einen von
0 verschiedenen Vektor im Losungsraum des entsprechenden homogenen linearen

Gleichungssystems zu wéhlen und zu normieren. So finden wir eine Orthonormalba-
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(2) In diesem Fall wird zunéchst analog vorgegangen: Es ist
x5 =det(X -Es — B) = (X +3)-(X —1)?,
und fiir den Eigenwert \; = —3 ergibt sich ein Eigenvektor (2,2, —1). Der Eigen-

raum zu Ao = 1 jedoch ist zweidimensional. Wir bestimmen eine Basis, indem wir
das homogene lineare Gleichungssystem

4 4 -2 T 0
4 4 -2 ) = 0
291 ) \us 0

16sen (wobei wieder in der charakteristischen Gleichung Briiche vermieden wurden ); wir erhalten mit
dem gauBschen Algorithmus (oder ,auf den ersten Blick*)

B =((-1,1,0),(1,0,2)).
Nach dem Orthogonalisierungsverfahren entsteht daraus

i = ((—=1,1,0),(1,1,4)), d.h.

B=1(2,2,-1),(-1,1,0),(1,1,4))
ist eine Orthogonalbasis von R?, die aus Eigenvektoren der Matrix B besteht. Aus
B ergibt sich eine Orthonormalbasis

1 V2 V2
(5(2,2, —1), 5 (=1,1,0), (1, 1,4)).

Anmerkungen. Die Rechnung lisst sich im Fall (2) noch vereinfachen, wenn anstelle
der schon wiederholt verwendeten Standardmethode zur Bestimmung des Eigenraumes
das orthogonale Komplement zum Eigenraum V), = Vg bestimmt wird.

Unter (2) ist leicht zu erkennen, dass die Aufgabe (da ein mehrfacher Eigenwert existiert) unend-
lich viele Losungen besitzt. Manchmal sind mit etwas Gliick und rechnerischem Geschick
sogar noch , bessere” zu finden, wie im vorliegenden Fall die Basis

= ! 2,1,-2)),

1
-(2,2,-1),=-(-1,2,2), = (—
(3:22,-1).5(-1.2,2), 5 (
auf die wir bei systematischem Vorgehen mit dem gaufischen Algorithmus nicht gekommen
sind.
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