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Aufgabensammlung'
Lineare Algebra individuell < zur Fundstelle

Aufgabe 6/3/280 (S: Varianten)
Quadriken (8), elliptisches Paraboloid
Index: Quadrik, metrische Hauptachsengleichungen fiir Quadriken

Stoffeinheiten: 6/3/18 - 6/3/20 Metrische Hauptachsengleichungen fiir Quadriken

Geben Sie fiir das quadratische Polynom f € R[X;, X5, X3],
8 , 4 19, 4 17 19,
f — §X1 + §X1X2 + EXQ - §X1X3 + §X2X3 + EXB - X]_ + XQ — 3X3 - 1

eine Bewegung des affinen euklidischen dreidimensionalen Raumes an, so dass nach der
entsprechenden Koordinatentransformation und Multiplikation mit einer von Null ver-
schiedenen Konstanten eine metrische Hauptachsenform entsteht. Bestimmen Sie f im
neuen Koordinatensystem.

Losung. Wir schreiben das Polynom f in der Form

X1
f=(X1 Xo X3)-A | Xo | +a1Xy +asXs+a3Xs5+ ap
X3
mit der symmetrischen Matrix
1 16 4 —4
A=—1| 4 1917 |,
—417 19
sowie a1 = —1, as =1, a3 = -3, ag= —1.

Zunéchst wird eine orthogonale Koordinatentransformation ausgefiihrt, nach der A Dia-
gonalgestalt hat (Spektralzerlegung). Dazu bestimmen wir die Nullstellen des charakteristi-
schen Polynoms x4 = det(X-E3 — A) = X3 — 3X? + 2X und erhalten die Eigenwerte
A1 =1, =2 und A3 =0 der Matrix A. Zur Bestimmung einer Basis aus Eigenvektoren
16sen wir zunédchst das lineare Gleichungssystem

2 -4 4 T 0
—4 -1 =17 -2 | =10
4 —17 -1 T3 0
Der Losungsraum ist offensichtlich von dem Vektor (—4, —1,1) erzeugt, und Fortsetzung
des Verfahrens ergibt nach Normierung eine Basis B = (i, vs, v3) des euklidischen
Standardraumes IR® mit
o= (c4,-11),

(~3-V2)
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Vo = (_\/5) (0,1,1),
vy = ;(1,—2,2).

Mit der Ubergangsmatrix U, deren Spalten durch die Vektoren vy, v, und vy gebildet
werden, erhalten wir die Transformation

X1 Y, 442 0 2
Xy | =U-| Y2 |, U=6 V2 —=3v2 -4 |,
X3 Y3 —V/2 -3v2 4

durch die das gegebene Polynom in

f=Y2 2V + V2V, —3Y; — 1

iiberfithrt wird (natﬁrlich ist die Substitution nur fiir den linearen Anteil explizit auszufithren, denn die
quadratischen Terme entsprechen der Diagonalmatrix 'UAU = diag(A1, A2, A3) )

Durch quadratische Ergénzung wird f in die Form

1-(Y1)? +2- (Yo + i\/ﬁ)Z + (—3Y; — i)

transformiert. Nach Verschiebung des Koordinatenursprungs mittels

Y\ =2,
1
Yzzzz—z\/ﬁ
2 5
Yy = = Z4 — —
P37 12

erhalten wir
=27 +2Z5 —2Zs;
dies ist die Hauptachsenform fiir ein elliptisches Paraboloid.

Als zugehorige Koordinatentransformation entsteht durch schrittweises Einsetzen die Sub-
stitution

2 2 5
X, = N2 47— 2
1 3\/_ 1+93 36
1 1 4 19
Xo = 22 — =2y — ~Z5 + —
2 6\/_1 2\/_2 93+36’
1 1 4 1
Xo= 221 — 22+ ~Z5 — —.
3 6\/_1 2f2+93 36
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