Fixpunkte (und einige weitere grundlegende Existenzsatma) ihre Anwendungen in Spieltheorie
und Optimierung

(Themen und Summary, Proseminar WiSem 2005/06 B. Kummer)

1 Projektionssatz im Hilbert Raum

2 Trennungssatze

3 Konvexe Hiille und Satz von Caratheodory

4 Brouwer's Fixpunktsatz

5 Kakutani's Fixpunktsatz

6 Ekeland's variational principle

7 MinimaxSatz und Nash-Gleichgewicht ifl Riber Kakutani )

8 MinimaxSatz (Uber Induktionsbeweis)

9 Dualitat in konvexer Optimierung (als Anwendung des Minimax Satzes)
10 Variationsungleichung (Existenz Gber Zerlegung der Einheit)

11 Lineare Optimierung und Matrixspiele (gemischte Strategien, Intatioret
12 Der Julia Robinson Algorithmus (fiktives Spielen) flr Matrixspiele

13 Schnelle Modifikation dieses Algorithmus und numerische Beispiele
14 Lineare Optimierung als Matrixspiel

15 Nash-Verhandlungslésungen

16 Drohungen im Bimatrixspiel (nach Owen)

17 Michael’s selection theorem

18 NM-Losung

19 Core und balancierte Spiele

20 Shapley- Vektor (Existenz/Eindeutigkeit)

21 Auman’s Drohstabilitat

22 Edgeworth Markt

23 Walras Gleichgewicht

24 Nutzensfunktionen (Existenz)

1 Projektionen im (reellen) Hilbert Raum

das ist ein Banach Raum iiber R mit Skalarprogukt), so das§ x || =(x, X).
1.1 Projektionssatz
Vor: X reeller Hilbert-Raum, Cl X, konvex, abgeschlossen, nichtleer1 X \ C.
Beh. Esgibteinein@ C mit||x - z||=dist(x, C) :=inf {||x-& ||/ €O0C}
(im komplexen Hilbert Raum mit C = Teilraum von X: derselbe Beweis)
Beweis
Sei dist(x, C) =d. Man nutzt dRarallellogrammgleichung
(1.1) lla+blf + la-b|F =2 (lalf+[b]?),
die durch direktes Ausrechnen folgt. ~ Sei, } zine Folge in C mit]| x - z, |} < &+ nZ
Man zeigt Konvergenz der, durch Abschatzen vahz, — z, | .
Dazu wird (1.1) auf a=x—-2z und b=x-2z angewandt.
[ Zn-ZalP + 112}- @+ 2) P = 2(IX-zF + 1X-2alP).
Mit (zn+2z)/20C und
[2- @+ 2) P = 4llx-@a+2)/2|F 2 4d
ergibt das
Izn-2zIF < 2(Ix-%lF + Ix=%l’)-4d < 2(F+n*+F+m?)-4d
=2 (i +m?) .
Die Folge z ist damit eine Cauchy-Folge (= Fundamentalfolge), z = linszder gesuchte Punks.
Einge Bemerkungen und Folgerungen
Ein solches z heil3Projektion von x auf C. Es istindeutig was man tber die Norm wie inf Bofort
ausrechnet (Bei Z z" wird der Abstand zu Y (z' + z") kurzer).
Man kann auch so argumentieren: Gibt es zwei Punkte"znit kleinstem Abstand zu x, kann man
obige z so auswéhlen:,z= z' fir gerade n und,z z" flr ungerade n. Damit hat man einen
Widerspruch zur bewiesenen Konvergenz danzenFolge.



Normaleneigenschaft
Esist|ly-pWIl < lly-xl[+]Ix-pX)]|. Sei z=p(x)die Projektion von x auf C.
Dann giltmit 0<t<1 und@d C fur den Punkt a = c - p(x) (wegen Konvexitat von C):

p(x)+talC
und  h(t) :J[x- (p(x) +ta)* =[x-pE)I* + € lalf -2tx-p(X), 3.
Ware (x-p(x), @ >0, wirde h(t) <|lx - p(X)I? fir kleine t folgen, was der

Projektionseigenschaft widerspricht. Also gilt
1.2) x-p(Xx), c-px) <0 OcOC, d.h. X - p(XJ Ne(p(x)) ,
Def. Ne(y)={uOX|(u, c-y < 00 cOC}istfurydC der Normalenkegelan Ciny .
Andererseits charakterisiert (1.2) die Projektion p(x) vollsindih. (1.2) und p(xd C liefert
gerade, dass p(x) die Projektion von x auf C ist. .
Orthogonalraum:
Sei U ein (abgeschl.) Teilraum von X. Dann gibt es zu jedémXxeindeutigeu 0 U und v V mit
(1.3) X=u+yv,
wenn nur V derdurch {v{(Jv,u)=0 OuOU}=Ny(0) definierte Orthogonalraum zu U ist.
Beweis Man setze u =y§x) (Proj. auf U), v =x-u. Damit gi{t.3) sowie ud U und vO V.
Eindeutigkeit: Wennauchx=u'+Vv', sofolgt u-u' = v'-v, W3l und v -vOV.
Weilnun u-ulOVnU, muBgeltequ-u', u-uy=0, d.h. u=u.
Schwarzsche(BonjakowskischeYngleichung
Die Ungleichung |[(a,b [ < (a, @ (b, b , die letzlich (auf den Axiomen des Skalarproduktes
basierend) die Beziehung zwischen Skalarprodukt und Norm im HillaemaRherstellt, heil3t
Schwarzsche Ungleichung.
Beweis:
Wir schreiben den Beweis gleich fir einen komplexen Hilbert Rawfm lslan betrachtet, fur & O
und komplexe t, zunachst
O<(at+tb,atthb=(ad+(@ th+(tb,a+|tf (b, b=(aa+conjt)a b +td,a+|tfb,b
und setze t=¢, b) Kb, . Dannist
0< <a, 5) '[<b! a)/(b,b)](a, b'[(al b/<b,b>]<b, a> + |<a1 b |2 / <b’ b> )
0< <a! a<b, b> _<b1 a(a! b’ - <a! b’(bv a + |<a! b’ |2
Wegen c conj(c) $c|* erhalt mansda,b (b,a = |(a,B F und O< (a,3(b, b - |@ b .
Lipschitzeigenschaft der Projektion
Mittels (1.2) zeigt man leicht, dass p(.) nichtexpansiv ist, dl.p(y) - p)|I <1y - X]|I.
Wir erhalten namlich { x - p(x), p(y) - p(X)) <0 mit ¢ = p(y)
(y-p(y), p(x) -p(y) <0 mitc=p(x)
und so (x-p(x) -(y-p(y)), ply)-p() <0.
Ausmultiplizieren ergibt(x -y, p(y) - p(x) + [Ip(y) - pX)Jf’ < 0,
und mittels Schwarzscher Ungleichung
IPY) - POAF < (x -y, P(X) - p(y) < I - VIl lIP(Y) - PO

die Behauptung. .
2 Trennungsséatze
Satz 1.2 Sei MO R" nichtleer, abgeschl. konvex DM. Dann exist. ein @ R" mit

0 < infygm (U, x).

Beweis:
Man nehme W M mit kleinster Euklidischer Norm ( u = Proj. von 0 auf M) und rechne nach.
Siehe auch Normaleneigenschaft der Projektion im Hibert Raum (wo Satz 1.2lslugitfaé
Allgemeiner;
Wenn 00 bd M (der Rand von M), so Grenzilbergang: Man nehme PuhkteRX\ M, x- 0,
setze M = -X* + M (Verschiebung von M) und wéhlé als normierten Trennungsvektor von 0 unfi M
mit Hauf.-Punkt u. Dann gilt noch

O<infygm (u, x), uzO0.
(hierzu braucht man 'Rim Hilbert Raum unendl. Dimension gibt &gschrankte Folgen ohne
konvergente Teilfolgeetwa die Folge der Einheitsvektoren fm.|



Trennung konvexer Mengen
Seien M, N konvexe, nichtleere Mengen i RntM n N =0, int M= [I.
Dann exist. ein & 0 mit SURowm (U, X) < inf ygn (U, Y).

Man benutze, dass die konvexe Menge X = N - M (elementweise Operation) innereli@gitkte
(daint M nicht leer ist), aber@int X ist. Trennung von 0 und X liefert das Ergebnis.

Trennungssatz (allgemein im normierten Raum)
Satz 1.3
Vor.  Sei X ein (linearer) normierter Raum tber R, OM sei offen, konvex, nichtleer, [©M.
Beh. Esexist. xf] X*\ {0} mit 0 < x*(x) Ox0O M.
Bemerkung X* ist der lineare Raum aller stetigen, additiven und homogenen Abbildungen
x*: X - R, kurz der stetigen linearen Funktionale. Zumeist schreibt man x*(x) als (x*, x).
Beweis:
Wir wahlen ein festes®J M und betrachten den eindimensionalen Unterraum U 2 {tt0 R }
Setzt man Y t x°) =t, gilt offenbar
0< (x) OxOMn U.
Also erfullt ¢ die Forderung an x* fur My U. Man erweitert nungzu einer auf ganz X definierten
linearen Abbildung. Sei dazu G U ein Unterraum von X (abgeschlossen oder nicht) und g: B
additiv und homogen mit
0<g(x)OxOMn G, sowieg=%Y auf U.
Unter diesen Paaren (g , G ) definieren wir eine Halbordnung:
(9,G) < (¢g,G") fallsGI G’ und g’ =g fur xd G.
Die Menge dieser (zulassigen) Paare ist nicht leer, z.B. nehme man G = U erglséjz
Fur eine beliebige Kette {g G’ ) mit
(", )< (g, fallsa<p
findet man dann eine obere Schranke (g', G’) in GI%" und g'(x) = §(x) falls xI G".
Damit gibt es(Zornsches Lemmagin maximalesElement bzgl. der Halbordnung, wir bezeichnen es
erneut mit (g, G).
Wir zeigen indirekt, dass G = X gelten mufAngenommen, es gibt einlp X \ G.
Dann gilt G’':=1lin (GO {p}) O G, und x'0 G’ hat eine eindeutige Darstellung
X'=x+tp (xOG, tOR).
Eindeutig:
Aus X =y+sp (WG, sOR) folgt 0=y—-x +(s—t)p. DaOund y—xaus G
sind, liegt auch (s —t) p in G. Letzteres liefert s =t wedar® Somit ist auch y = x.
Wir definieren nun
g(X)=9g(x) +at mit rellem a.
Damit (g’, G’) zulassig wird, brauchen wir egpezielles a,so dass
(1.4) O<g(x)+at furalle(x, (G, R) mit x+tpJM.
Um a zu finden, unterscheiden wir positive und negative t , d.h. wir betrachten
X, )mitt >0 wund (y,s)mits<0.
Der Fall t =0 liefertin (1.4) & gxX)O xOM n G nach Wahl von (g, G), was a nicht
einschréankt.  Also nimmt Forderung (1.4) die Form an:
15 O<sgx)+at O (x,)0(G,R), t>0, sodass x +fjpMV.
(1.6) O=< g(y)+as O (y,s9)O(G,R),s<0, sodass y+ 8.
Seien (X, t) und (y, s) wie oben beliebig fixiert. Wir betrachten (z, 0) als Konvexkomhinat
0=At +(1A) s, ZAX +(1A)y.
Dann ist AN =-s/(t-s), 1x=t/(t—s) und z=(t-5jty—sx)
Dies bleibt auch richtig, wenn ein Skalar, s oder t, Null ist. Penkt z gehort offenbar zu G. Als
Konvexkombination zweier Punkte aus M, ist z=z HDM. Folglich gilt
0< g(2) = (t—s} (-sgx) + tgy))
und s g(x) tg(y) bzw. nach Division durch —st >0,

9x)/t = -g(y)/s.
Damit kbnnen wir a so wahlen, dass die entscheidende Ungleichung
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SUpy -9X)/t < a < infys -9(y)/s
gilt. Sie liefert -g(x)< at und ax -g(y), wonach (1.5) und (1.6) richtig sind.  Wir
erhalten daher einen Widerspruch zur Maximalitat von (g, G), soferiX@t. Also ist tatsachlich
G=X
Nun ist g additiv und homogen und erfiullt <Qy(x) O x O M. Wegen g =Y auf U ist g nicht
identisch Null. Sei schlieBlichy int M , und die Kugel B(yg) = y +¢& B enthalten in M. Dann gilt

0< g(y) +eg(b) UbOB,
also ist g auf B durch g(B) -£* g(y) =: C nach unten beschrénkt. Als homogenes Funktional ist g
dann auch nach oben durf€} beschrankt und somit stetig in 0. Folglich (Additivitat) isilgerall

stetig, und x* = g liefert die Behauptung. .
3 Konvexe Hulle und Satz von Caratheodory
Fur XOR" sei

convX ={yOR"/ ON ON>0(=0,1,,, NOXOX mitZA=1und y=% \x}
die konvexe Hillevon X. Analog im linearen Raum Uber R.

Satz 1.4 (von Caratheodory):
Sei XOR", Xz 0. Danngilt hOconvX < OXOM, i=0,1,..N<n mithOconv{}, ... X'}.
Beweis:
Man nimmtminimales N, so dass 1 conv {}°, .... X'}, x' O0M . Dann ist
h=XAx, ZA=1, A>0.
Wenn N > n, so sind die Vektoreh x° O R" (i = 1, ... ,N) linear abhangig, also gibt es (nichttriviale)
ri mit 0 =% (Xi-Xo) ,d.h,, 0=X., riXi - (Zi>0 ri)XO.
Damit gibt es auch Zahlem (0O<i<N), sodas<; a;=0,a Z0und Z; q; X =0.
Alsogit h =2 \+ta)x, £ A\+ta) =1 @z0).
Mit geeignetem t erhalt man so eine Darstellung fir h, die weniger poaitiwe\;+ t a; hat. Wid.+

Folgerung: Im R" ist die konvexe Hiille einer kompakten Menge abgeschlossen.

Aber: Das stimmt nicht notw. fur die konvexe Hiille einer kompakten Menge im HilBamm !
M sei der Nullpunkt vereinigt mit allen Elementen der Form
x(k) =(0,0,..,1/k, 0,...) inf| k=1,2,..., 1/k an Stelle k.
conv M enthalt nicht das Element y= 2% x(k) aus der AbschlieRung von conv M .

4 Brouwer's Fixpunktsatz

Satz 1.5 Brouwer's Fixpunktsatz
Vor. SOR" konvex, kompakt, nichtleer, f: § S stetig,
Beh. Esgibtein xf1S, sodass f(x*) =x* (Fixpunkt von f).

Wir beweisen den Satz zuerst fur das Einheitssimplex SERX/Zx=1,%=0}.

Die Erweiterung auf bel. konvexe, kompakte Mengen8 wird dann (fast) eine UA.

Zunachst beschéftigen wir uns mgperners Lemma.

Man definiere eine Simplexunterteilung induktiv:(Fir n = 2, ein Intervall, kanonisch)

1. einfache Unterteilung: Uber konvexe Hulle von einfach unterteilter Seite bneipcinkt.

2. mehrfache Unterteilung:  Wiederholung der Prozedur auf Teilsimplizes.

Damit ist klar, was eine N-fache Unterteilung sein soll.

Knoten der Unterteilung seien die Ecken der Unterteilungssimplize®Wehmesse(letzterer) geht

mit der Ordnung der Unterteilung gegen Null (Induktion). Der Durckaresiner Menge M (auch

diam M) ist das Supremum der Abstande zweier ihrer Elemente.

Indexfunktion:

Eine Funktion j=j(xJ{1,....,n} fur xO S heil3t zulassige Indexfunktion, sofern gilt:
jx)O{m, ..k} falls xOconv{ey, ..&k}-



Sperner's Lemma: Sei j(.) auf den Knoten (Ecken) einer N-fachen Unterteilung eildssige

Indexfunktion. Dann gibt es ein Teilsimplex T der Unterteilung, so dasEakem p , ,..., pvon T
alle Nummern 1, ...,n zugeordnet sind.
Beweis:

Betrachte Teilsimplizes T(k) und definiere:

Ausgezeichnete Seite: Seite eines Teilsimplex' T(k) mit zugeordréterign 1,...,n-1.
"Normales" T(k): zugeordnete j-Werte sind 1,...,n.

Man zeigt per Induktion Uber die Dimension des Ausgangssimplex:

Es gibt stets eine ungerade Anzahl normaler Teilsimplizes. \

Fur dim = 0 (nur ein Punkt) trivial.

Idee: Sehen und gesehen werden !

1) sehen

Wir laufen durch alle T(k) und zahlen die zu sehendangezeichneten Seiten Anzahl sei t(k):

Wenn T(k) normal, soist t(k) =1. Sonst: t(k) =0 oder t(k) = 2.

Also ist h:= t(k) gerade = Anzahl normaler T(K) ist gerade.

2) gesehen werden

Wir fragen nun, wie oft eine feste ausgezeichnete Seijesehen wird.

Fall1: o in  Original- Simplexseite der Knoten, & , & : Genau einmal.

Fall 2: o nicht in Original- Simplexseite der Knoten, €. , .1 :

Dann liegt sie wegen der Zulassigk.Bedingung auch in keiner anderen Seitegiiesl€dmplex S.

Sie wird deshalb von genau zwei Teilsimplizes T(k), T(k') aus gesehen ¢luli@nsi “spiegeln” ).
Bezeichnek; undZ, die Anzahl der ausgezeichneten Seitmnbeiden Fallen

(die in Original- Simplexseite der Knoteq e. , &, bzw. die restlichen) , sofolgt hZ, +2%,.

Damitist h gerade= Z; gerade.

>, ist aber die Anzahl normaler Teilsimplizes in einem Simplex kleinereesion !

Daher ist>; ungerade, folglich auch h ungerade, was zu zeigen war. .

Die spezielle zuléssige Indexfunktion zum Beweis des Brouwerschepuriktsatzes:
Sei S={xORN/3%x =1, x=>0}und f: S- S stetig.
Zu gegebenem x sei I(x) ={i| = f;(X)}. AuBerdem betrachten wir die (abgeschlossenen) Mengen
Xi={x] %z fi(x)}
Dann ist el X; (i-ter Einheitsvektor, eine Ecke von S). Weiter sieAnrteicht wegen der
Summenbedingung: x Fixpunktvon$ x[On; X;.
AulRerdem gilt:
xOconv{e, .., @} = Z1<i<k X =1= Z1<j<k fil¥X) <1 = xOO1<j<k Xi-
Sonst ist die Summenbedingung fur f(x) verletzt.

Also kann man jedem X conv{e,..,g} ein id{1..k} zuordnen mit xJ X; .
Das gilt analog fur jede Auswahl {s¢... , 6« } von k Ecken e. Jedem x ordnen wir nun dideinste
Seite S(x) von S zu, in der x liegt. Das ist eine konvexe WoleEcken conv{g, ..., &} wobei

k undttvon x abhangen (mit minimalem k). Weiter wahlen wir ein IQ{rd, ...k} mit X O X ) -
Dann ist diese Zuordnung i = i(x) eine spezielle zulassige Indexfunktion j.

Nach dem Lemma von Sperner gibt es zu jeder N-fachen Unterteilung von S e@thesoreilsimplex
T(k). Furx(N)O T(k) folgt dann: dist (x(N), ¥ < diam T(k) - O (fur N - o).

Nimmt man einen H&auf.-Punkt x* der x(N), erfillt er damit dist(x*) X O und, da alle X
abgeschlossen sind, X¥ n; X;. Also ist der Brouwersche Fixpunktsatz fur das Einheitssimplex S
richtig. .

Behauptung fir beliebige konvexe kompakte Mengen:

1. Zunachst erweitere man den Satz auf ein beliebiges Simplex S = &onv {@ } mittels
xO0S & x=Z A&, AOA={AORY/ Z A=1,A=20},

unter Beriicksichtigung, dass die Zuordnuig= u(x) zwischen x und in beiden Richtungen

eindeutig und stetig (linear) ist. Das folgt daraus, dass ditok@m & — & , ... , 4 — & (nach
Definition eines Simplex) linear unabh&ngig sind.
Damit gilt:



x ist Fixpunktvon f:S. S « A =u(x)ist Fixpunktvon g=afou® A - A.
Die Anwendung des schon bewiesenen Teils auf das Einheitssifdiekert die Behauptung fir S.
2. Fur konvexe kompakte Mengen/31 wéhle man ein Simplex, das S enthalt.
Seim(x) = projs (x) die Projektion von x auf S. Sie ist stetig. Durch g(XXm(Xx) ) fur x O Z laf3t
sich dann f stetig aufz erweitern; g(x) =f(x) furxJS, gz - SOZ.
Da g und f dieselben Fixpunkte besitzen, folgt so die Behauptung fir S. .

Brouwer’s Fixpunktsatz und "Arbeitslemma" :

Arbeitslemma:

Sei S={xOR" | Zx=1, =00} und F={xOJS | x=0}(diei-te Seite von S)
Seien X0 S abgeschlossene Mengen mitdRX; Oi und 00; X; = S. Beh. n; X; # O.

Wieso dieser Name ? Man deute ads Arbeitspensum, das Person i zu erledigen hat; x ist eine
Aufteilung der gesamten zu erledigenden Arbeit;, s¥i die Menge der Aufteilungen x, mit welchen

i einverstanden ist. Die Bedingurig; X; = S sagt, dass stets wenigstasiger einverstanden sein
soll. Die Behauptung liefert, dass bei geschickter Aufteilung dann albgaginverstanden sind.

Beweis(mittels Brouwer's FPSatz):
Indirekt. Angenommem; X; = 0. Sei ¢Xx) = dist (x, X); xUS.
Dann ist gstetig und s(x):=Z; d(x) > 0 weil stets wenigstens eif{(d > 0 positiv ist. Die Funktion
f(x) mit Komponenten

fi(x) = d(x) / s(x)
bildet S in sich ab. WeilJ; X; = S gilt, liegt x in wenigstens einem X(i = i(x) ), also ist stets ein
fi(x) Null. Daher bildet f sogar auf den Rand bd S E von S ab.
Auch folgt f(x)O F , falls xOF O X.
Wir betrachten nun zu f(x) den am Zentrum z = (1/n, .... , 1/n ) des &inplgespiegelten
Randpunkt g(x). Er ist beschrieben durch

z=Ag(X)+ (LA f(x), O<A<1, g(X)ObdsS.
Wegen f(x)O bd S sind dabei g(x) urddeindeutig und stetig definiert.
Also gilt g: S— bd S und wegen der Spiegelung fir jedésk auch f(x)O0 F und g(x)0 K . Fir x
O bd S ist deshalb g(®x. Die Punkte aus int S kénnen ebenfalls keine Fixpunkte von gnsain,
sie auf den Rand abgebildet werden. Also ware g eine Gegenbeispiel zu Brouwats FP$
Umkehrung:
Aus dem Arbeitslemma folgt Brouwer’s FPSatz (zunachst fir das angegebene Simplex)
Angenommen f: S S ist stetig. Wir definieren die abgeschl. Mengern= & 0 S| f(x) 2 x; }.
Die Ungleichung ist hier im Vergleich zum Beweis mit Sperners Lemmaaigeimgekehtrt.
Hiermit folgt jetzt F O X; . Weiter sieht man: Gabe es eirl1>8 \[; X; , wiirde folgen;{x) < x 0Oi ,
also auctk fi(x) < 1 im Gegensatz zu f(X) S. Also gilt [0; X; =S. Damit sind die Voraussetzungen
des Arbeitslemmas erfillt. Mit X n; X; erhalten wir nun ) = x Oi und wegen der
Summenbedingung auch die Behaupturtg) £ x Ui . .

Brouwer’s Fixpunktsatz und Retrakte:

Eine Teilmenge T X (im metr. Raum) heisst Retrakt von X, wenn es eine stetige Abbildung

f: X -~ C gibt mit f(c)=cOcO C. Sei X = B die abgeschl. Einheitskugel ithuRd C = bd B ihr
Rand.

Behauptung (unser Retraktsatz): Der Rand bd B ist kein Retrakt von B.

Angenommen dochDann kann man g(x) = -f(x) setzen, wonach g-BB keinen Fixpunkt hatte.
Also: Brouwer’s Satz beweist die Behauptung.

Umgekehrt: Die Retrakt-Behauptung sei schon bewiesen. Um Brouwer’s Satli€fEinheitskugel)
zu beweisen, nimmt man an, dass ein stetiges-g:Bohne Fixpunkt existiert. Dann gibt es einc >0
so dass d(x, g(xp c O x O B. Zu festem x betrachte man den Strahl, der in [g(8) beginnt und
durch x verlauft. Er schneidet (in Vorwartsrichtung) den Rand von @imau einem Punkt f(x).
Wegen d(x, g(x)g c ist f = f(x) stetig auf B. Wenn X bd B, so folgt nach Konstruktion offenbar
f(x) = x. Also wirde f zeigen, dass C = bd B Retrakt von B Bamit muss Brouwer’s Satz fir die
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Kugel richtig sein. Hiermit erweitert man ihn wie im Fallen Simplizes auf beliebige konvexe,
kompakte Mengen. .

5 Kakutani's Fixpunktsatz

Satz 1.6

Vor. Sei S konvex, kompakt, nichtleer ifl,RF: S3 S eine (mehrwertige) Abbildung mit
Oz£FX)0S, F(X) konvex, kompakt, gphF :={(x,y)IXS, ydF(x) } abgeschlossen.
Beh. Esgibtein xf1 S, so dass xf] F(x*)  (Fixpunkt von F).

Bemerkungen
Die Symbolik F: S3 S ist Ublich um zu zeigen, dass die Bilder Mengen sind; man koooke a
schreiben F: S, P(S) (Potenzmenge).
Die Menge gph F heil3t Graph von F. Man nennt eine mehrdeutige AbbildeingeBchlossen, wenn
gph F abgeschlossen im Produktraum ist.
Sind die Bildmengen alle einelementig, kann man F als Funktiotehiers Die Abgeschlossenheit
von F bedeutet dann (weil in eine kompakte Menge abgebildet wird) gerade 8tetigke
Beweis:
Diesmal nehmen wir an, S =B sei die Euklidische Einheitskugel tlesnd es gelte
xOFX)Ox0OS.
Wir betrachten nur Punkte x aus S. Dann gibt es (Trennungssatz)edem x ein zZ1 R" als
Trennungsvektor fur x und F(x); also ein z mit
t(z,x):= inf{{(z, y—x)/ yOF(Xx)} > 0.
Alsoist Q(x) :={z/ t(z, X) >0} nie leer, wonach
(1.7) sSO00,Q%) mit zOR" und Q*2)={x/ t(z,x)>0}
gilt.
Wir zeigen
(1.8) Q'z) ist (relativ) offenin S.
Andernfalls existieren z und x mitz Q(x) sowie eine Folge*x- x, so dass %10 S\Q(z), d.h.,
inf{(z, y—=X)/ yOFX)}<o.
Da F(X) kompakt ist, gibt es weitef ¥ F(x) mit ( z, ' —X)< 0. Nach Auswahl einer geeigneten
Teilfolge darf man annehmen, dass die Folge derenthalten in der kompakten Menge S)
konvergiert, ¥ - y. Wegen (% y*) O gph F und der Abgeschlossenheit von gph F, ist auch (X, y)
gph F. Wir erhalten so den Widerspruch, y—x)<0 zu z1Q(x), also gilt (1.8).
Folglich gibt es endlich viele (Uberdeckungssatz) Eleméehe z 1, ..., N) mit
(1.9) sO 0O, Q2.
Sei A=S \QY(z") und d(x) = dist(x, A). Wegen (1.9) und der Abgeschlossenheit allegi
nun d(x):=Z ,dy(x) >0 fir alle x. Damit kdnnen wir stetige Funktionen
Ao(X) =dh(x) /d(x) und z(x) =Z , Ay(X) 2 definieren.
Bemerkung:
Stetige Funktionen, , die in dieser (und allgemeinerer) Weise einer offenen Uberdeckung von S (hier
(1.9)) zugeordnet sind, heil3en Zerlegung der 1 (Zerlegung der Einheit), &enhk, (x) = 1 und
A(¥) >0 = x0QD).
Um zu sehen, dass z(K) Q(x), betrachten wir irgendein i F(x), x 0 S. Dann gibt es wenigstens
ein positives\,(x), und aush,(x) > 0 folgt x0 Q'(z°) und A,(x) (2, y—x)>0.
Alsoist (wegerk ,Ap(x) =1)auch (z(x), y—X)= ZpAp(X) (2, y—x) >0.
Da y[ F(x) beliebig gewahlt war, folgt z(XJ Q(x). Insbesondere ist dann z&)p.
Die Funktion
f(x) = z(x) /|l (Il
bildet daher die Kugel S stetig auf ihren Rand ab und erfillt offegimenfalls f(x)J Q(x). Nach
dem Satz von Brouwer besitzt f einen Fixpunkt: x* = fX*§2(x*).
Ererfullt ||x*||=(x* x*)=1 und O< inf{{x* y—x*) [/ yOF(x*)}. Letzteres bedeutet
(x*, yy>1 0O yOF(X®)



und liefert F(x*) n B = [0, im Gegensatz zll # F(x*) O S. Dies beweist den Satz fir die
Einheitskugel S.

Wie im Falle des Brouwerschen Fixpunktsatzes stellen wir naind@ss der Satz auch fir jede Kugel
S=rB(r>0) gilt. IstschlielZlich S konvex und kompakthiea wir r so grol3, dass [$r B und
beweisen den Satz durch Betrachtung von G(x)ré&dp( auf r B mit 1(x) = Proj. von x auf S. ¢

6 Ekeland's variational principle (1974)

Satz 1.7

Let X be a complete metric space apdX - R [ {0} be al.s.c. (= unterhalb stetig) functional
with a finite infimum. Lete and a be positive, and let x satisfp(x) < €+ infy @.

Then, there is somelz X such that

diz, X)<a, ¢z <@x) and @& +(E/a)dE, z)=¢z) OEOX.

Bemerkungen
1 Man erhalt zwar keinen Minimialpunkt vam aber einen globalen Minimalpunkt (n&mlich z) der
veranderten Funktion f. ; (€) = @&) + (€/a) d(&, z), die man so spezialisieren kann, dass sie sich
~wenig* von ¢ unterscheidet.
2 @ heiBtunterhalb stetigwenn alle unteren Niveaumengerg{d X | ¢¢) <c} (cOR)
abgeschlossen sind; &aquivalent dazu: ligninf &) = @&) CE.
3 Die Punkte mitp(§) = « spielen im Beweis keine Rolle. Durch die Voraussetzung laRtrmea
Funktionen zu wie @&) = E|™* fur&#0 und@0) = auf dem vollst. metr. Raum X = R.
4 Man kann jedoch auch einfach, bei gegebenem x, zum ebenfalls vollstandigen Raum
X={EOX|p&<ep(x)} Ubergehen.
Proof:
Put h(z) =infs o x &) + €/a)dE, 2) .
For arbitrary¢, z and z' in X, we observe
@E) + (€/a)dE, 2) < @) + €/o)[dE, z')+ d(z',z)].
Taking the infimum over aff [0 X on both sides, we obtain h(g) h(z') + € /a) d(z', z).
Therefore, h is a Lipschitz function (since z and z’ may change the place).
To construct a sequenc% ave set @ = x.
If h(z0) > @(z0 then z = @ satisfies the requirements of the theorem.

Thus, beginning with k = 0, assume that kMz (p(zk). Then one finds som&¥1 such that

(1.10) OZKtD + €/ 0) d( XL, &) < @)
and, in addition,
(1.11) OZKtD + € /0) d( XL, K) < h(X) + 2K

From (1.10) and@z9) < infyx @ + €, we obtain for each k,
(/o) Zs< k(B B) < oo (U)-9zStY ) =920) - (2] < e
This yields particularly
(1.12) d&*L, 20) < g d(BZ*L B) < a.
By (1.10) and (1.12), z Xzis the point in question Whenevqa(zk) < h(zk).
Otherwise (1.12) shows that the Cauchy sequelﬁdeazs a limit z* in the complete space X.
Clearly, d(z*,®) <a. Sinceg isl.s.c., itfollows by (1.10),
®z*) < liminf @zZX) < ¢(29).
Finally, recalling that h is continuous, we infer due to (1.11),
oz < liminf [@ZKtY) + € /0) d( XL, 2] < limsup [h(K) + 2K] < h(z*). o

Die haufigste Anwendung erfolgt mier = ve.
Fur eine differenzierbare Funktign: X = R' - R folgt so z.B., dass in z nicht ngiz) — infx @
klein ist, sondern auch die Norm des Gradienterp()D|< Ve klein sein muss.



Denn wir haben mi, =z +u und @(z+u) = ¢(z) + Dpz) u + o(u),
@z)+ Dpz)u +o(u) welul] = @z2) OuldR",
also Dp(z) u +o(u) wWellul|l=0 OudR".
Nimmtman u=-t2z)/||Dp(z)|]| (im Falle @z)# 0) und kleine t > 0, folgt so
-t|IDp)|| +o(u) +et =0,
was nach Division durch t mitit0 und o(u) / t— O die Behauptung |{ifz)||< Ve liefert.

Wie folgt Banach’s Fixpunktsatz aus Ekeland’s Principle ?
Fiar f: X - X (kontraktiv mit Konstante k < 1) definiere max) = d(x, f(x)). Anwendung von
Ekeland mito = Ve liefert (mit beliebig kleineng > 0) die Existenz von z =g); so dass
Q&) +vVedE, z)=pz) DEOX.
Nun setze marg = f(z). Dann folgt wegen kd( z, f(z)3 d(f(z),f(f(z))) (aus Kontraktivitat)
kd(z f(z)) +Ved(f(z) ,2) = d(f(z),f(f(z))) +/ed(f(z), 2)
= @(f(z) ) +Ve d(f(z) , 2) > @2) = d(z, f(2)).
Also gilt
Ved(f(z),z)= (1-k) d(z f(z)).
Dal-k>0, istdies mitve<1—k nurdann richtig, wennd(z, f(z) ) =0.
Die Einzigkeit des Fixpunktes ist trivial: d(z, z') = d(f(z), f(&Ax d(z,z) = z=7.

7 Minimaxsatz im R " und Nash-Gleichgewicht (Uber Kakutani)

Eine Funktion g: M- R, definiert auf einer konvexen Menge M, heisst konkav , wenn —lauf
konvex ist. g heisst konvex, falls g( + (1A)v) < A g(u) + (1A)g(v) Ou,vOM, AT (0, 1).
strikt konvex = konvex und fur#iv, A O (0, 1) gilt nie die Gleichheit.

Wichtigste Folgerungen aus Konvexitat:

Jeder lokale Minimalpunkt von f bzgl. M ist auch ein globaler.

Die Menge der Minimalpunkte ist konvex, fur strikt konvexe Funktionen hdchstensneameig.

Minimax Satz

Seien X und Y nichtleere, konvexe, kompakte Teilmengen daadrf: (X,Y) - R stetig.
Sei weiter f(.,y): X R konvexdyOY und f(x,.): Y- R konkavd x O X.

Dann existiert ein Punkt (u, ¥) (X, Y) mit

QD f(u, y)<f(u, v)<f(x,v) O, y)O(CX, Y).

Beweis 1 (Uber Kakutani’s Fixpunktsatz)
Seien stets (X, ) (X, Y), (u, v)OO (X, Y). Fuir beliebige (x, y) sei

Uy) = {u/ f(u,y)= f(&,y) OEOX}
Das ist die Menge der Minimalpunkte von f( . , y) bezuglich X; wir nennen sie auchragdg(mi, y).
Analog bilden wir

V(x) = {v/ f(x,v)= f(x,v) JoudY}
die Menge der Maximalpunkte von f( X, . ) bezlglich Y; arg snf(x , . ). Forderung (1) bedeutet
nichts anderes als

ud U(v) und v V(u).
Definiert man eine Abbildung F(x, y) = (U(y) , V(X)) := d,(v) /uO U(y) , vO V(X) }, heisst das
auch  (u, v)d F(u, v).
Es ist also zu zeigen, dass F als mehrdeutige Abbildung von (X, Y) inisezhFxpunkt besitzt. Wir
prufen die Voraussetzungen des Kakutani Satzes.
U(y) als Menge der Minimialpunkte von f( . , y) ist konvex (karenndirekt aus der Definition von
konvex zeigen) und nichtleer (da X kompakt und f stetig). Dasselbe folgt analogJtir V(
Damit ist auch F(x, y) nichtleer und konvex im"(RR'). Wir brauchen noch, dass graph F
abgschlossen ist, d.h.: au§,(X) - (x,y), (&, V) = (u, v) und (8 V) O F(X, y) muss folgen dass
(u, v) O F(x, y).
Aber (U, V) O F(X, y) bedeutet

fu,y)< f(&,y) DEOX, fxX, V)2 f(x,v) OvOY,



und zu zeigen ist
flu,y)< 1(¢,y) ogox, f(x,v)= f(x,v) oly.

Ware im Gegenteil etwa
flu, y) > f(&°,y) furein&° 0O X, so wirden wir aus Stetigkeitsgriinden

auch f(lf, y) >f(&°,y) erhalten, im Widerspruch zu*(w*) O F(X, y). Ganz analog muss auch
f(x,v)= f(x,0) oy

richtig sein. Also ist graph F abgschlossen. Damit liefert Kakutanis SaBetiauptung. ¢

Nash-Gleichgewicht
Analog zu oben kann man auch jetzt vorgehen: In einéPersonenspiel mégen die Spieler
konvexe, kompaktestrategiemengeiX; O R™ (i = 1,..,n) besitzen (nicht leer) und bei Wahl der

konkreten Strategien; X1 X; jeweils den Gewinn;(;, ... , %) erhalten. Kooperation bei der
Strategiewahl sei verboten.
Dann muss Spieler i mit der Situation x 3,(x.. , %) O (X1, ... , X, zufrieden sein (er kann

jedenfalls als einziger nicht vorteilhaft abweichen), wenn gilt

*): fi(Xey cor X1 2 &i s Xtz s oo 0 %) S Fi(Xe, ooy %) O&OX (analog furi=1,i=n).

Fur die linke Seite schreibt man auch(xf// §; ). Erfullt ein xO (X4, ... , X,) die Bedingung (*)fur
alle i, so heisst x Gleichgewichtssituation (auch Nash-Gleiglopt (GGW) oder
Gleichgewichtspunkt.

Somit ist ein Sattelpunkt ein Nash-Gleichgewicht, wenn n = 2 yred - ff, f, = f gilt. Die Existenz
eines Nash-GGW kann unter analogen Bedingungen mittels Beweis 1 gezdiyt.wer

Satz
Seien allef stetigund f(x // &) in & konkav. Dann gibt es wenigstens ein Nash-GGW.
Beweis:
Man ordne jedem X (X4, ..., X,) die Mengen der Maximalpunkte

F(x) = argmax{ f(x//&) | &DOXi } O X
zu. Auf die Abbildung F(X) = (F(X) , .... , R (X)) mit konvexen kompakten Bildmengen im
Produktraum kann man (wieder mit denselben Argumenten) den Kakutan&Ssenden. Jeder
Fixpunkt x ist dann ein Nash-GGW¥.

8 Minimaxsatz (Uber vollst. Induktion)

Der Minimaxsatz muss nicht Uber Kakutanis Satz bewiesen werden,kenn auch vollstéandige
Induktion Uber die Dimension des Raumes nutzen. Man zeigt leicht

Sind (u’, V') und (u”, v'") Sattelpunkte , so auch (u’, v") und (u”, v').
Wir bilden nun §(x, y) = f(x, y) +€ |[x|[* - € |ly|l* mit Euklidischer Norm und halten zunéchst O fest.
Dann wird £ strikt konvex-konkav (d.h. die Konvexitats/ Konkavitats-ungleichuitgstrieng furk O
(0, 1) und x # x; bzw. ¥ # y,) und hat deshalb eindeutige Minima (Maxima) bzgl x (bzw. y).
Auch Sattelpunkte (u, v) , sofern existent, sind dann eindeutig, wan d@r Folge ausnutzen. Wir
beweisen den Satz zuerst fir. f

Der Satz ist trivial fuir dim X +dim Y =0 (dann sind X und Y einelementig).

Er sei schon richtig fir dim X + dim Y =k, wir betrachten den Fall dim X + dim Y = k+1.
Dann enthalt eine beider Mengen, 0.B.d.A. X, mindestens 2 Punkte a, b (damit auch eine Strecke)
Sei ¢ =b—aund H(t) die affine Hyperebene H(t) = {Xk =t }; (¢ x = Skalarprodukt)
Sei X() = X n H(t). Man sieht leicht, dass dim X(t) < dim X und dass

X(t) # 0 genau dann gilt, wenn t in einem gewissen kompakten Interya] [tiegt.
Auf die Funktion f und die Mengen X(t), Y (furl [t., ] ) kénnen wir den Satz anwenden.
Damit gibt es einen eindeutigen Sattelpunkt (x(t), y(t)) fiurfd X(t), Y.
Wenn ein (x(t), y(t)) Sattelpunkt fur, ind X, Y ist, sind wir fertig.
Andenfalls muss es zu jedentlt[t; , t] ein &) O X geben mit £ (&(t), y(t) < f(x(t), y(t)).
Inbesondere kénnen wir dasjenige eindeW{ge] X wahlen, das die linke Seite bz§lminimiert.
Da (x(t), y(t)) schon Sattelpunkt flr das reduzierte Problem war, gift) O X \ H(t).
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Man Uberlegt sich als nachstes (am einfachsten indirekt),
dass sowohl die eindeutigen Sattelpunkte (x(t), y(t)) als agth stetig von t abhangen muissen.
Ferner gilt nach Konstruktion von H(t),

c &> x(t)=t furt=t.

c &)< x(t)=t furt=4.
Also hat die stetige Funktion h(t) =" &t) -t eine Nullstellegt im Intervall [t , t,] . Dort gilt aber
&(t,) 0 H( t,), was schon ausgeschlossen war. Damit besitztid behauptet einen Sattelpunkt in
Bezug auf X und Y. Sei nun (xy") ein Sattelpunkt zte = 1/k. Wegen Kompaktheit von X und Y
besitzt diese Folge einen Haufungspunkt (u, v) , von dem man leiittelgnStetigkeit von f) zeigt,
dass er ein Sattelpunkt fur f ist. .

9 Dualitat in konvexer Optimierung  (als Anwendung des Minimax Satzes)

Wir betrachten hier die Aufgabe
(P) min f(x), xOM; M={xOR"| g(x) <00i=1,...m}
mit konvexenFunktionen f, g R" -~ R (eine klassische Aufgabe der konvexen Optimierung).
Die Funktion
Lx,y) = () + Z i 6(x)
heisst Lagrange Funktion dieser Aufgabe. lhre Sattelpunkte (x*, y*) mity0 und
(DO) L(x*y) < L(X*,y*) < Lxy?) OxOR', yOR",y=0
spielen eine entscheidende Rolle fur Aufgabe (P).

Bemerkung:

Sind f, g differenzierbar, so folgt ay®0), da x* die Funktion L(. , y*) minimiert, die Bedingung
(*)  0=DyL(x*,y?) =Df(x*) + = y* Dg(x*),

was eine direkte Verallgemeinerung der notwendigen Bedingung DF>®) fir einen (lokalen)
Minimalpunkt x* von f darstellt. Wir verzichten hier auf die Differenzierbarketieren aber
ohneBeweis: Konvexe Funktionen auf denf Rind iberall stetig.

In linearen Raumen unendlicher Dimension misste man Stetigkeit extra varansset
Zusatzvoraussetzungen: Gelte

0] limf(x) = fur [|X]|- oo und

(i) gi(x°) <0 i mit einem gewisser’XJ R" (X’ ist ein sogenannt&latepunkt).

(Dualitats-) Satz
Unter diesen Voraussetzungen hat (P) eine Lésung x*, und fir jede Losurigtiéreein y*= 0, so
dass (x*, y*) die Sattelpunktbedingung (DO) erfullt.

Bemerkung:
Der Punkt y* maximiert die (“duale”) Funktion h(y) = inf L(X,y) bzgl. ¥ O,
wahrend x* die Funktion S(X) = sypo L(X,Y)

Uber R minimiert mit s(x*) = f(x*) = h(y*).
Man sieht sofort: s(x) = = i mit g(x) > 0 (d.h. x unzulassig fir (P)). Andernfalls: s(x) = f(x).
Beweisdes Satzes
Existenz von x*:
Die Menge M = { x / f(x) < f(x°) } n M ist abgeschlossen und nicht leer. Sie ist ausserdem
beschrankt wegen Voraussetzung (i). Damit existiert ein Mipomdt x* von f bzgl. M . Er 16st
offenbar (P).
Existenz von y*:
Sei r > 0 hinreichend gross, so dass ||x*|| < r. Wir betrachteSaltepunktproblem (DO) fur L in
Bezug auf die Mengen & {x/ |[x[[€r}und Y,={y =0/ |ly|g r} mit Maximum-Norm. Nach
dem Minimax-Satz gibt es einen Punkt. (') O ( X;, Y,) mit

LXry) < LXn Y < Lix,yy) OxOX, yOYe,
und explizit
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(D)  f(x)+ (y, 9(x)) < f(x) + (Yrn9(x)) < fx)+ (yng(x) DOxOX, yOv,.

Rechts kénnen wir x = x* setzen um zu sehen, dass wegen gb@und y; = 0 gilt:

(D2)  f(x')+ (Y g(xy)) < f(x*) + (y'n g(x*)) < f(x*).
Mit x=x" und y=0 folgtausserdem, wenn wiro.B.d.A.i(>j) <-& 0i annehemen:

(D3)  f(x) < f(xX)+ (Y, g(xy)) < f(xX)+(y,a(X)) < f(x°) -€ Zi y\i.

Links setzen wiy = 0 um zu sehen, dass
f(x') < f(xX') + (¥ 9(x)) < f(x¥).

Wegen (i) liegen daher alle,xin derkompakterMenge { x / f(x)< f(x*) }, bleiben also beschrankt
fur grosse r und besitzen einen Haufungspunkt fiiros.
Damit kann wegen (D3) auch die Norm vopx/0 nicht divergieren. Also [+ |lyi]| <C <eo O .
Wir fixieren nun r > C.
Dann muss (X, y') = (¥, y';) die Sattelpunktbedingung (DO) erftillen.
Waére namlich
L(E, y') < L(x,y) fur irgendeing, so folgte aus der Konvexitéat von L in x fir allél (0, 1)
LOAE+(IA) X, y) = ALE Y)+(1-A) LK, y) < LIX,Y).
Der Punkt x” =A & + (1-\) X' liegt dann wegen X1 X, fur kleineA > 0 ebenfalls in Xund verletzt
die Bedingung (D2). Analog zeigt man, da L in y linear ist, dass die rechte Ungleioh (D) gilt.
Wir zeigen jetzt, dass x’ ebenfalls Aufgabe (P) I6st:  Die linke Ungleichong®0),
(y, 9(x’) = (y", 9(x)) Oy=0,
sagt uns, dass nur g()0 und(y’, g(x))=0 gelten kann. Also ist X’ zulassig und erfillt wegen
(D2) auch f(x’) =< f(x*). Der Punkt x’ ist also ebenfalls optimal fur (P).
Der Satz ist daher bewiesespfern (P) nur eine Losung x* (= X’) besitzt.
Andernfalls
ersetzte man die Zielfunktion f durcif¥) = f(x) + & || x —x*[f (Euklidische Normy > 0). Dann ist x*
die eindeutigeLdsung, man erhélt einen entsprechenden Sattelpunkt (x&))yind findet das
gesuchte y* als Haufungspunkt von §yfur &1 0. Die ndtige Beschrankheit aller y)(folgt wieder
wie oben mittels Voraussetzung (ii) und Ungleichung (D3). ¢
Bemerkung:
Durch Ubergang zu ) = f(x) + & || x —x* [f und 310 kann man auch auf die Voraussetzung (i)
verzichten (sie wird dann durch Lésbarkeit von (P) ersetzt) ztlibraucht man aber mehr Wissen
Uber konvexe Funktionen; zumindest dass nun wieder (i)sfidyiltf
Das meist zitierte Buch zur konvexen Optimierung (in endlichemeDsion) ist
wahrscheinlich [Roc70], den aktuellen Stand kann man in etwa erahsefCta83], [HirLem93],
[OutKoczZow98] (in letzterem sind auch Spielmodelle direkt erfasst) oder [KK02]

10 Variationsungleichungen (Existenz von Lésungen Uber Zerlegung der Einheit)

Essei 0 # SOR" konvex und kompakt und f: S R" stetig. Es sei ein X S gesucht, so dass gilt
D) (f(xX), y—x)<0 flralleyds.

Diese Bedingung nennt man aldariationsungleichung.

Setzt man u(x) = x + f(x), bedeutet (1) gerade, dass x diek#orj von u(x) auf S sein soll bzw.
f(x) im Normalenkegel N(x) von S im Punkt x zu liegen hat.

Satz: Unter obigen Voraussetzungen gibt es stets eine Losung.
Beweis(indirekt)
Angenommen fir jedesi®X S ist die Menge F(xX) ={¥1 S [{f(X), y—X) >0} nicht leer.
Die Mengen F(x)J S sind konvex, und die Mengen
Fiy)={x0S [(f(x), y—x) >0} yos)
sind (relativ) offen weil f stetig ist.
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Weiter gilt SO Oy s F'(y), denn zu jedem X S gibt es nach unserer Annahme eif F(x); also
ist dann xJ F'(y). Der Uberdeckungssatz liefert die Existenz endlich vieter.y, Y O S mit
SO Uk-1,...p F'Y9.
Zerlegung der Einheit:
Mit den abgeschlossenen Mengen=AS \ F'(y) und den stetigen Abstandsfunktionen
de(x) = dist(x , A)
folgt nach friherem Muster s(x) :Z di(x) > 0. Wir bilden wieder
A(¥) = dx)/s(x) und  g(x) = A(x) Y*.
Aus A(x) >0 folgt d(x) >0undso XIF'y, YOFX) und (f(x), y—x) >0.
Das liefert nach Multiplikation miA, und Addition wegen> A (x) = 1,
(f(x), g(x)—x) >0 OxDOS.
Insbesondere ist stets gé&X. Andererseits gilt fli\(x) > 0 auch §0 S und — weil S konvex ist —
g(x) O S. Da g stetig ist, ergibt sich ein Widerspruch zu Brouwer’s Fixpunktsatz. ¢

Spezialisierungen:
1. Ist S =[a, b] ein Intervall in R, soll gelten({a, b] und
fx)=0 oder x=aundf(®0 oder x = b und f(x¢ 0.

2. Sei f(x) = Dh(x) der Gradient einef Eunktion h: R - R, die auf S maximiert werden soll.
Bedingung

(2) (f(x), y—x)<0 furalleyd S

verlangt, dass keine Richtungsableitung von h, genommen in x in Richtung y — x, positivfsein dar
Das ist eine notwendige (und fiir konkave h auch hinreichende) Bedingung dafiir,eitadskaler
Maximalpunkt fir h auf S ist. Ware namligti(x), y —x)> 0 und y/7S, wirde flr Punkte

z(t) = x + t (y-x) mit kleinem positiven t sowohl h(z(t)) > k) auch (wegeKonvexitatvon S) z(t)
7S folgen, wonach x kein lokaler MaximalPunkt fir h auf S sein kann.

In diesem Spezialfall kann man also x finden, indem man h auf der kompakten Menge Bmaxim
Ist f (wie im Satz) kein Gradient, braucht man allerdings einen ,besseresteiizbeweis.

3. Mitx=(¢,A), S=(X,A), h: S- R stetig differenzierbar (um das zu sagen, sei h noch auf einer
Umgebung von S definiert) und f = (¢, A), D\h(, A) ), bedeutet (1)

(-D:h@E,A), &€—&) + ({ Dyh@E,A), N'-A ) <0 furalleg, \) OS.
Hier konnerg’, A’ unabhangig voneinander gewahlt werden. Daher wird die Ungleichung zu

( Deh@E,A), &-¢) 20 furalleg 0OX,

¢ DihE,A), N-A ) <0 fur alleA” OA.
Das ist nun analog zu Spez. 2 eine notwendige Bedingung daftr, dags X) imihimal bzgl.§' O X
und maximal bzgl.A’ O A ist; also eine notwendige Bedingung fir einen Sattelpunkt vonthh Is
konvex in§ und konkav inA, ist die Bedingung auch hinreichend; wir erhalten so erneut die Existenz
eines Sattelpunktes (allerdings nur untér&oraussetzung fiir h), siehe Minimaxsatz.

Der angegeben Beweis des Existenzsatzes laRt sich (mitbeéersérundidee) auf allgemeine
Funktionenraume (etwa Banach Raume) verallgemeinern. Aus dem Sklararpriodwkdrvia
f(x)(y-x) wobei f(x) ein lineares (beschranktes) Funktional aufsX(diese Funktionen bilden den
Dualraum X*), das sich mit x stetig andern darf; fi(xX*, x - f(x) stetig als nichtlineare Funktion
von X in X* (die Norm ||x*|| ist das Supremum der Werte auf B: ||x*|| = sup {x*(X) | || x [|.= 1}

In allgemeinerem Kontext kann man f(x) aus (1) als ein ebergafischtes Element einer
Menge H(x)J X* betrachten, wobei nun H geeignete Voraussetzungen erfillen muf@ Iaesn
jedoch stark genug zu sein, um analoge Eigenschaften von F wie im Beweis zu sichern.

11 Lineare Optimierung und Matrixspiele (gemischte Strategien, Interpretation)

In einem (m, n)-Matrixspiel A haben 2 Spieler original m bzw. at8grien, und Spieler 1 erhélt von
Spieler 2 bei Anwendung der i-ten und k-ten Strategie der entsprech8piider den Gewinn; a.
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Die Auswahl der beiden Strategien soll unabhéngig voneinander erfdigpergp. 1 sieht erst nach
dem Spiel (oder besser nach einer einzeRatie des Spiels), was Sp. 2 gewahlt hat und umgekehrt.
So kann jede Matrix als ein Spiel interpretiert werden. Beidel&phabe ihre Strategie zu wahlen,
ohne die des Gegeners zu kennen.
Ein Gleichgewichtspunktin diesem Spiel ist ein Stategienpaar (i0, k0), so dass

Ajok 2 Ajpko OK und aj < ajp O,
d.h., wenn ein Spieler allein seine Strategie &ndert, kann sich sein Gewinn nuever@gwinn
kann auch negativ sein).
Ein Gleichgewichtspunkt muss nicht existieren, Beispiel fir A (Zahl-Wappel:Spie

Wir nehmen deshalb an, das Spiel werde hinreichend oft gespielt. Damregainnvoll sein, dass
Spieler 1 seine Strategien mit gewissen Wabhrscheinlichkeugihlt. Sei daher x die
Wahrscheinlichkeit, mit der er die i-te Originalstrategie wahlt.
Dann wird X = (X, ..., %) ein Vektor im Simplex X ={XJR"/ x=200i; Zx =1}
Sein Gewinn gegen Strategie k von Spieler 2  wird eine I8gfdsse mit deniErwartungswert
E(x, K= Zx ax. Indiesem Zusammenhang nennt man x gamischte Strategie (fur
Spieler 1). Dasselbe kdnnte Spieler 2 tun. Seine gemischten Strategien bildemptias $ = {y U
R'/ y=00i; Ty;=1}.
Der Erwartungswert des Gewinns bei (unabhéngiger) Anwendung von x und y wird so
EXY)= ZkWEXK = Sy (Zix ak) = Zi Tk X ax¥ = X Ay.
Das neue Spiel mit den Strategiemengen X und Y und der Gewinnfunitioy) = x' A y heisst
gemischte Erweiterung des Matrixspiel8.
Ein Gleichgewichtspunkt (u, v ) in Bezug auf gemischte Strategietefiniert durch
x Avsu Av<su Ay OxOX Oy0OYv.

Hauptsatz fur Matrixspiele (John v. Neumann, ca 1925).
In dergemischten Erweiterungles Spiels A existiert stets ein Gleichgewichtspunkt (GGR) der
Wertu' A v ist fiir alle Gleichgewichtspunkte (u, v) derselbe (er heist des Spie)s

Beweis

Tatsachlich ist die Funktion f(x, y) = A y bilinear, also konvex-konkav im Sinne des Minimax-
satzes; und X und Y sind konvex und kompakt. Also ist die Existerizhgels Hat man einen
weiteren Gleichgewichtspunkt (u’, v'), so folgt

UTAvs UAv < U AV weil (u, v) Gleichgewichtspunktist und
uUAvV < UTAV < UuTAv weil (U, V') Gleichgewichtspunkt ist.

Das liefert die Behauptung 2 wegen
UTAV < uTAvs UAVSUAV < UTAV. ¢

Bemerkung:

Gemischte Strategien sind auch in allgemeineren Fallen Wahrscheinlgidegilungen tber der
Menge der Originalstrategien, und die neue Gewinnfunktion ist dann der Erwaremgsies nun
zufalligen Originalgewinns. In dieser Weise lassen sich auch kompiaepiele behandeln, wenn in
den Originalstrategien keine Lésungen existieren.

Letzteres liegt i.a. daran, dass keine sogenannte “vollstandige Informationiegiprwas hier
bedeutet, dass Spieler 1 bei seiner Entscheidung flir eine Strategieliniehttie Wahl der Strategie
von Sp. 2 weiss. Im Gegensatz dazu ist etwa Schach ein Spiel mit vollstinfidigeation (Strategien
sind dort Funktionen, die jeder moglichen Position einen Zug zuordnen). In solchen Spstiereaxi
i.a. Losungen in den Originalstrategien. Zur exakten Fassung des hier intuitidereichlich vagen
Begriffs der Information und zu Spielen mit vollstandiger Information, sieble [Ber57], [Owe71] ,
[Kum79], [RaScZza79].
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Matrixspiel als lineare Optimierungsaufgabe
Um ein Matrixspiel mittels linearer Optimierung (und ihrerrsiad Methoden) I6sen zu kdnnen,
formulieren wir jetzt die Aufgabe, den Wert und einen Gleichgesjahrtkt (GGP) im (gemischten)
Matrixspiel zu finden, einfach um. Hierfiir definieren wir

d(v) = maxygx X' Av, () = minygy u" Ay
und bemerken, dass aufgrund der Definition gilt

(u, v) istein GGP

- XAv < UAvs UAy OxOX OyOYv.

- d(Vv) < U Av < (u).
Andererseits gilt trivial wegend X und v Y

d(v) = u Av = P(u).

Damit ist (u, v) ein GGP genau dann, wenn v die Funkpi@uf Y minimiert und u die Funktiog
auf X maximiert. Wegen der Existenz eines GGP wissen w8g beide Extremalwerte gleich (dem
Wert des Spiels) sind. Also haben wir nur

min{¢(y) /ydY} und max{y(x) /xOX},
zu berechnen, und jedes Losungspaar (u, v) bildet einen G@Rst kénvex, U ist konkav)
Als nachstes vereinfachen wir beide Funktionenzu

d(y)= max Ay, W)= min; XA .
Fir festes y wird das Maximund(y) = max.sx X' (Ay) angenommen, etwa iff X X.
Dann ist in Komponentenschreibweise und mitE@(X als Einheitsvektor A= Zeile i von A:
) 0y = IxX% ALy =X el Ay .
Gilt e Ay <d(y) Oi, so folgt furr die Konvexkombination (summiert tiber i nfjtx0):

50 e Ay < I X% d(y) = o(y)

im Widerspruch zu (¥). Also existiert ein i mi(y) < e(i)) Ay = A, y . Andererseits ist e(i) in X,
also auch stet$(y) = e(i)) Ay. Zusammengefasst, heisst beides

d(y) = maxox X' (Ay)= maxe() Ay= max A;y.
Unsere Aufgabemin { ¢(y) /yOY } kann deshalb geschrieben werden als

min{max; A; y / ydY}

=min{t/ t= max Ay, yoOvy } (mit Variablen t1 R und y)

=min{t+0'y / t=2 A,y Oi, yOY}
Das ist eine lineare Optimierungsaufgabe. Analog kann man dieabBaifgnax {¢(x) / x0O X }
studieren und erhalt sie in &quivalenter Form als

max{s +0x / s< X A Ok, xOX}. (A = Spalte kvonA)

Spezialfall:
In einemschiefsymmetrischeMatrixspiel, d.h., m = n und A= -A, ist der Wert stets 0, und beide
Spieler besitzen dieselben optimalen Stategien; dens @Gund
d(v) = maxcox X Av = VAV =35 (v aixV + ¥ -aix %) =0
und  Y(u) = minggy U Ay < U Au =0.

12 Der Julia Robinson Algorithmus (fiktives Spielen ) flr Matrixspiele

Um ein Matrixspiel A (in gemischten Strategien und nach J. RobirmKt zu I6senpnehme man
folgendes an:

Beide Spieler mdgen das Spiel schon N Mal in Originalstrategien eaggehaben, wobei Spieler 1
seine i-te Strategie genaurfal angewendet habe, Sp. 2 seine j-te Strategie ggmaal.Q

Fur das nachste Mal denke sich Sp. 2, dass Sp. 1 die gemischeégiStrat P / N anwendet und
benutze dagegen eine beste Antwort in Originalstrategien: eBgieahlt also eine Strategie k = kO,
die die Summe

>i% ax bzgl. k minimiert (und andert damit @ um 1)
Analog mdge Spieler 1 handeln: Er bildet y = Q/N und wahlt eine Strategie i0, die diseSum
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>rax Yk bzgl i maximiert (und andert damit > um 1).
Im Ergebnis entstehen so Folgen absoluter und relativer Haufigkeiten P(N), Y@, y(N),
wobei
Q(N+1) = Q(N) + & (inRn) , P(N+1) = P(N) +% (in Rm).
Die Strategiewahl fir den ersten Schritt sei irgendwiekiuilich erfolgt, z.B. P und Q als Einheits-
Vektoren, N =1.

Satz [Rob51]
Jeder Haufungspunkt (x*, y*) der Folge (x(N), y(N)) ist ein GGP gkmischte Erweiterung des
Matrixspiels A.

Da ein Haufungspunkt in der kompakten Menge (X, Y) stets exjstigrtdies zugleich ein
Existenzsatz.

Der Beweis in [Rob51] ist deshalb originell, weil man induktieaeér eine starkere Aussage beweist
als formal notig (s. auch Sperner’'s Lemma). Der Beweis ii5¢Ra79] ist dagegen falsch, weil auf
diesen Trick gerade verzichtet wird.

Bemerkungen:

Als Fehlergrosse kann man f(x,y) = ma&x Yk ax - mingZ ;X ax (=0 fur GGP) benutzen. Der
Fehler ist nicht monoton in N und konvergiert i.a. sehr langsam.

Beispiel: Fur die Matrix

0 1 -2
-1 0 3
2 -3 0

und Anfangsstrategien’{e) braucht man N >= 1998000 Iterationen, um f(x, y ) < 1E-3 zu erreichen.

Unter den Matrixspielen sind déehiefsymmetrischgim = n und A = -A) besonders einfach, weil ihr
Wert Null ist und optimale Strategien beider Spieler identiguth. Zum anderen sind sie allgemein
genug, weil sich jede lineare Optimierungsaufgabe und jedes Matigggiein schiefsymmetrisches
zurlckfihren lassen (siehe Lineare Optimierung als Matrixspiel; im Matariienwir das).

Wir betrachten deshalb den Algorithmus und Robinson’s Satz fur di€pezialfall (Der Beweis
wird etwas einfacher weil weniger technisch).

Beweis

Put max z=maxz, , mnz=min z forzOR" and X(n)={xOR"|Zx=1, x=00i}.
Rows i and columns k of a matrix A shall be denoted byafidd A  , respectively. Using a
simplification, possible due to 'A= - A , J. Robinson’s method can be reduced to the following
procedure witharbitrary initial vectors z(0)(0 R":

Given any z(0OJ R" and y(0) =@ R, step 0 requires to find i = i(s) with z{sF max z(s)
and to put y(s+1)= y(s)+e z(s+1l)= z(s)+ A .

Then, it holds z(s) = z(0) + A y(s)

and min z(0) + max Ay(s) £ max z(s) £ max z(0) + max A y(s) Os.
After division by s =X 1.x<n Y(Sk oOne thus obtains x(s) = y(s) £&X(n) and the error
estimate (max z(s)-max z(0))/s max Ax(s)< (maxz(s)-minz())/s [Os>D0.

We recall the original formulation of

J. Robinson’s theorem: Given any € >0, it holds
max z(s) - maxz(0)< €s if s > «),
where s{) depends on the ( max element a = maxad) matrix Aonly  (and not on z(0) ).

Proof:
The statement holds for n = 1 since A =(0). Let it hold for n-1. Then there issosueh that
* max z'(s) - maxz'(0) £ Y%es forall s=2 0o
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if the algorithm is applied to any of the n sub-matrices A’ , obthfrem A by deleting some row and
the related column. We consider

N >max{1l, 4a&}
intervalsof iterations of length o :

z(0),z(1),... , z6), z(o+1),..., z(®), z(20+1),..., 2(®), .... ,z((N-1l)o +1),..., ().
Since A= - A, we have(y(s), A y(s)) = 0 and(y(s), z(s)) = (y(s), z(0) + A y(s) = (y(s), z(0)),
hence ( y(s), z(s)—z(0) =0.
So z(s) > z(0) Oi cannot hold for s > 0. In consequence, there is some k = k(s) such that
(**) z(s)k £ % (0) = max z(0).
Type 1 intervals:
If, for some step s in the'hinterval |, = [ (m-1)o,... ,mo ], there is some k such that
z(sk < max z(0)and component zis maximal at some other stedsl,,, then we obtain

max z(nw) < %(s) + ad < maxz(0) + ac
since component,zas well as max z change at most by the value a at eachmfitkeations.
Type 2 intervals:
If type 1 does not happen, then all componeptsatisfying z(s) < max z(0) with some & I,
(where the set of such k is not empty) aever maximalin interval |,. We fix some of them.
By definition, then the algorithm generates during this time thessieps as for the sub-matrix™A
without row and column k and with the reduced vectors R being z without component.z
Thus , identifying z’( (m-10) with the initial vector z'(0) of sub-gamé™ we have from (*)
max z(no) < maxz((m-1y) + % e€0.

After the last interval of type 1, there are at most N intervals of typlee2same is true if type 1 does
not occur at all. Hence we obtain

max z(No) - maxz(0) < aoc + %2Neo.
Setting finally = No+p where & p<o, we have max z(gx max z( (N+1)0).
Sincec < g/N this yields maxz(q)- maxz(@aq/N + ¥ g (N+1)/N and by the choice of N,
(***) max z(q)- maxz(0) <eq. .

Notes:

1 Formula (***) holdsif q= No+p<(N+1)o, N>max{1, 4 &} (o, Y2¢ fromn-1 games).
2 max z increases onlyif the active index i(s) changes.

3 Really, it would be enough to show the theorem for z(0) = O only. etmwthen the induction-
proof does not work since z'( (md)) cannot be identified with an initial vector !

13 Schnelle Modifikation dieses Algorithmus und num erische Beispiele

Man kann den Algorithmus wesentlich verbessern (B. Kummer, Spigkh&mrlesungen und
verschiedene Vortrdge ab 1990): Dazu muss man nur zusatzliectmesy, wir oft hintereinander
das Strategienpaar (kO, i0) aus Schritt N auch in den folgenden Schritten “besbet’ Aistw
Setzt man in Schritt N:
V=P A, U=AQ und ist Hmaximal, Vo minimal,

so bleiben dieselben Komponenten von (U, V) - nach Konstruktion - auch rhisemamaximal in
den Schritten N, ... , N+h, solange gilt

Ao (Q+hé&) 2 A (Q+h&)  bzw. W+ haw
und (P+h8A < (P+h&)A ; bzw. Mo + h @& k0
Zusammengefasst liefert dies die einfachen Bedingungen
D) Uo-U = h(&k - @k ) Oi=1,...,m mit @ko - @k >0 und
(2) Vio-V, < h(&,- &w) O0Oj=1..,n mit @&j - @k <O.
Bildet nicht schon (i0, kO) eine GGS in reinen Strategien, so gibtremaximales, naturliches>0
mit (1) und (2),

das sich durch weniger als n+m Divisionen ermitteln Iaft.
Man weiss damit, dass erst im J-Robinson-Schritt N+h+1 ein Iretthsel erfolgemuss(in Schritt
N+h realisieren (i0, kO) noch die Extrema.

N IV
<C
+

0

&
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Also kann man alle diese h+1 Schritte gleichzeitig machen.
Man addiert auf B, Qo und N einfach h+1 und erhélt so die ndchsten P’ und Q'.
Anschliessend bestimmt man fur N’ = N+h+1 erneut das entsprechende (maximale) h’,
und aggregiert weitere Originalschritte in derselben Weise.
Die neuen Schritte sind jetzt wegen der Bestimmung von h e8vad “teurer” (in Aufwand oder
Rechenzeit bei integer Matrizen) als die alten. Sie modatli@llerdings viele Originalschritte,
obgleich in manchen Iterationen auch nur h = 0 sein kann. Es laf3t sich jedoch leicht zeigen:

Satz
Der Fehler beider Algorithmen nach N (originalen bzw. neuen) Schritten erfullt
Frew (N) / Fog (N) - O flr N oo
sofern alle g rational sind.
Beweis: Siehe Abschéatzung (Vergleich der Fehler) fiir den schiefsymmetrischemtesil ¢

Mehr noch:
Bei allen (von sehr vielen, > f0Opraktischen Tests mit Matrix-Dimension von (5, 5) bis®(10)
galt ausserdem mit m(A) = max| a; « |
3 Frew(N) £ 2 m(A) (n+m) / N (noch nicht allgemein bewiesen).
Beispiel fir die schiefsymmetrische (50, 50) Matrix mitd®

aix=1+i-[k/2] fark>i, [ k/2] = grOsste ganze Zahl g mitgk/2;

Aix=-ag; sonst .
Man bendtigt N, = 7423 bzw. By = 5808400 Iterationen , um den Fehler kleiner als 0.02 zu
machen mit Anfangsstrategier, (&).
Ist Formel (3) generell richtig, so folgt fiir geforderte absolute Genauigkei

Few(N) < e falls 2m(A) (n+m) / N <e.

Alsoreichen N > 2 (n+tm) m(A)/ (neue) lteration. Jede dieser lteration besteht aus (grob
gesagt) etwa 5 (n+m) Elemetaroperationen. Damit wirden
(4)  Ne>10 (n+mf/a
Elementaroperationen reichen, um den relativen Fehler kleiner=a¢s/ m(A) zu machen. So schnell
ist (bei grossem n, m und festam) kein anderes, z. Zt. bekanntes Verfahren, da deren Aufwand
mindestens von der Ordung (n-it.

Vereinfachung fir Schiefsymmetrie:

Ist m=nundA=-A, heilt A schiefsymmetrisch. Dann gilt wegenAx =0 :
(X, y)ist GGP <= xundy (aus dem Einheitssimplex S) I6sen A&

Damit [&Rt sich auch der modifizierte Algorithmus vereinfachen:

Beginnend mit Z=0, Y’ =0 (in R) bestimmt man in Schritt=0:

i(s) so, dass Komponente i(s) voi maximal ist

und r so,dass r = min{(Z%y—-Z«)/ ais | ais>0}
(wenn & i< 00k, lost € das Spiel).

Nun setzt man h = [r] +1 (ganzer Teil von r +1) und bildet einfach
Y= YS+ h é(s)1 Z'=Z + hA \i(s) -

Dann ist fir s > 0: Z=A Y, X(s)=Y/sOS und Ax(s)=Zs.
Der Original-Algorithmus wirde dieselben Schritte mit konstantesl Verlangen.

Vergleich der Fehler f(s)= max A x(s) = max; Z5/s

fur beide Algorithmen:

Seien alle ax ganzzahlig. Sei N(s) die Zahl der J. Robinson Schritte, diéh du@chritte des

modifizierten Algorithmus modelliert wurden.

Wenn kein Indexwechsel beim R-Algorithmus erfolgen muss, bleibt diégnmale Komponente von Z

konstant (da g = 0); ansonsten wéachst sie um mindestens 1 und héchstens m(A). Dabher gilt
S/N(s) £ fros(N(S)) £ s m(A)/ N(s)

Andererseits istauch s/N(s¥ max; Z° /s = f(s) = dos( N(s)) richtig.
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Hiermit folgt sofort

(5) s < N(s) kos(N(s)),

d.h. inshesondere s << N(s), weil (nach J.RoRgk( N(S)) —» O flr s— oo. .

Die kritische Formel (3) reduziert sich im aktuellen Fall auf die Form

(3B  frew(s) € m(A) n/s.

Wir zeigen nun: Jedes lineare Optimierungsproblem (und jedes Myfx44R3t sich in ein
schiefsymmetrisches Spiel umwandeln. Daher reicht es vdllig, alleimdiaaplen Fall zu studieren.

14 Lineare Optimierung als Matrixspiel

Zunachst leiten wir einige Fakten Uber lineare Optimierungshefgaer. Unser Ausgangspunkt ist
die lineare Optimierungsaufgabe
(LP) max {dx / Ax<b, x>0}
(A ist eine (m, n)-Matrix, ¢, XJ R", b0 R™; Ungleichungen sind komponentenweise zu verstehen).
Als ihre Dualaufgabe bezeichnet man
(LD) min {b'y / Ay=c, y=20 }.
Wegen Nichtnegativitat der Variablen folgt fur beliebige zulassige Buqkt der beiden Probleme
VAX =S W AcX S Sy b = yYb undanalog "MA"y=> X' ¢c;
also auch
(1.1) dx<xXATy=y'Ax <y'b.
Damit gilt im Falle der Losbarkeit beider Aufgaben fiir ihre Extremabvertind v stets g < vp.
\ Wir beweisen, dass sogar¥ \p gilt (das ist deDualitatssatz der linearen Optimierung \
Sei x optimal fur (LP). Wir betrachten ein beliebiges] R™ mit
u=0 falls x =0,
Acu<0 falls A x = by (nur diese Indizes i, k werden in der Folge betrachtet).
Dann ist x + t u zuldesig fir (LP) bei kleinen t > 0. Also folgie 0 wegen Optimalitit von x.
Wir zeigen damit, dass sich schreiben lasst als nichtnegative Linearkombination der entspashe
Vektoren -€ und A (das ist die nichttriviale Richtung deemmas von Farkas
Andernfalls wére ¢ kein Element des abgeschlossenen konvexen Kegdts Hller Vektoren
h=Sm A - Z\; € darstellbar mitp, =0, A; 20.
Also kénnte man ¢ von H trennen, d.h., es gibt eiil R, so dass
(h,w) <{(c,w) OhOH,
folglich S AW - ZAieéw <{(c,w) Ow=0,A;=20.
Hieraus erhalten wir 0 &c, w) und Ac w<0, éw=0 im Widerspruch zu den Eigenschaften von u.
Somit ist
= A -ZA;€ mit gewissen W2 0,A; 20 richtig.
Setzen wir die restlichen Komponenigr(zu A x < b ) Null, wird p O R™ zulassig fur (LD), und
b'u= Spb = T AX = Cx +ZA éx = Cx.
Damit folgt inf{b'y| A'y>c, y=20} < b'p< c'x =%, alsoauchy<vpund\,=Vp. ¢

Im Falle von ¢ x = b’y erhalt man also Optimalitat zulassiger Punkte x, y i) @&v. (LD). In
analoger Weise kann man von einer Losung der Dualaufgabe ausgeherigeng dass auch die
primale losbar ist. Man erhalt so ddbualitatssatz (d. lin. Optimierung): Die Aufgaben (LP) und
(LD) sind stets gleichzeitig I6sbar und haben im Falle der Losbarkeit denselben Extesmal

AuBerdem: Aus e < inf {b'y | Aly>c, y=0}und der Existenz eines zuléssigen y folgt iiber
Induktion bzgl. n+m (wir beweisen es hier nicht), dass das Infinmumifem zuldssigen Punkt) auch
angenommen wird (analog fur Primalaufgabe). Dies isEditenzsatz der linearen Optimierung.

Insbesonder sind beide Zielfunktionen U(ber den entsprechenden Restriktigaesme
beschrankt - nach oben bzw. unten siehe (1.1) - wenn es zulassige fRutidiele Aufgaben gibt,
Dies sichert also schon die Losbarkeit.

Wir folgen nun [Vor74] und betrachten das nachstehende schiefsymmetrische Nadtie:S
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0o -A ¢
G =G(Ab,c): A 0O -b
< H 0

Wegen G = -G ist sein Wert 0, und die optimalen Strategien & =(, T )" im Simplex X(n+m+1)
von Spieler 2 sind durch Gs0 charakterisiert, weil dies gerad® G s < 0 fiir alle Strategiew
von Sp. 1 liefert. Man beachte: Optimal fir Sp. 2 ist hier t@ssge optimal fir Sp.1; wir reden
also nur von optimalen Strategien.

Zusammenhang zwischen G, (LP) und (LD):

® Seis=%,n,1)" eine optimale Strategie fiir G mit> 0. Dann bilden
(5.1) x=¢/t und ym/t
ein Paar von primal-dual L6sungen zu (LP), (LD).

Denn die Ungleichungen zu &9 liefern Zulassigkeit

08 -A'n +c1<0 = -Ay +c<0,

A& -0 -bt1<0 = AXx -b<o0,

und Optimalitat:

<& +bn+0<0 = bys<cx (Mit(l1l) muss by minimal, ¢ x maximal sein).
(i) Umgekehrt, ist (x, y) ein Paar von Losungen zu (LP), (LD), so bilde man
(5.2) T=(1+Zx +Zy)', &=tx andn=rT1y.
Dannist s=§,n,t)" optimal im Spiel und > 0.

Denn es folgt: Die Komponenten von s sind nicht negativ, ihre Summe ist 1 und

0¢f -A'n +c1t <0

A¢ -0 -bt 0.

Nutzt man auch '« =b'y,sofolgt -€& + bn +0t =0.

Also l16st dann s =(,n , 1) das Spiel.
Die Spiel-Losungen mit > 0 und primal-dual Losungen der Optimierungsaufgaben sind also durch
(5.1) und (5.2) miteinander verbunden.
- Hat das Spiel nur L6sungen ntt= 0, so sind beide Aufgaben (LP), (LD) unldsbar.

Denn aus der Losbarkeit der einen folgt Losbarkeit der anderen, und (i) sich@ftir

eine optimale Strategie.
- Sind beide Aufgaben (LP), (LD) unlésbar, so hat das Spiel nur Lésungan=nfit

(siehe (i)).
- Hat das Spiel Lésungen mit> 0 undt = 0, so folgt aus der Konvexitat der Losungsmenge, dass es
optimale Strategien’gv = 1, 2, ...) gibt mit dazugehorigen — +0.
Aus (5.1)und % =&" /1, und ¥ =n" /1, folgt dann, dass wenigstens eine der Lésungsmengen
von (LP) und (LD) unbeschrankt ist, weil nicht gleichzeitfd|||lund {’]| verschwinden kénnen
(Summenbedingung des Simplex).

Kennt man alle Lésungen des Spieles G, hat man also volle Infonmidier die Losungen von (LP)
und (LD). Die minimale Komponent# bzgl. aller Lésungen s £(,n , 1) zu G spielt die Rolle einer
condition number fir (LP) und (LD), wobet = O fur Degeneriertheit steht (unbeschréankte oder leere
Lésungsmengen) und grosgéssichert, dass (LP) und (LD) Losungen mit kleiner Norm besitzen.

15 Nash-Verhandlungslosungen

Zwei Spieler mogen die Gelegenheit haben, sich einen Gesamtggwineilen; der erste (er besitze
schon x0) bekommt x, der zweite (er besitze y0) erhalty; <gy
Sei weiter U(h) und V(h) der vermeintliche Nutzen, den beide ijevegner Geldmenge & O
zuschreiben. Dann erhoht sich dieser um
d0U(x) = U(x0+x) — U(x0) bzw. dV(y) = V(yO+y) — V(y0),
und gewdhnlich sind U und V monotone, konkave Funktionen, die unterproportial wachsen; etwa
U=gq In(h+1), V=¢ln(h+1).

Problem:
Welche Gewinn- (bzw. Nutzensaufteilung) ist ,gerecht* ? Dazu betrachtettea (u, v)1 R® mit
u=UX0+x), V= V(yo+y), X+¥ 0, X, y20.
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Sie mdgen einkonvexe abgeschlossene Menge l8lden, von der uns der Nord-Ost-Teil
S ={(u,vOS| w=w, vV}
mit @:=Ux0), V:=V(y0), (F,vV)OS interessiert.
Die ,gerechte Losung® (u*, v*) sei nun durch eine Funkti®ndefiniert, die jeder konvexen
abgeschlossenen MengéI$? mit (f, v°) O S und beschranktem® Sein
(u*, v¥) = ®(S, |, V) aus S zuordnet.
Was gerecht bzw. verninftig ist, forderte Nash mittels folgerddéome.

(1) Pareto-Optimalitat:
(u*, v¥) erfiille, dass kein (u, ¥) S exist. mit (u, v (u*, v¥) und (u, v)# (u*, v¥).
(2) Symmetrie: Wenn'Symmetrisch ist, d.h. (u, ) S" = (u,v)O S’, sosei u*=v*.
(3) Invarianz gegeniiber verbotenen Alternativen: Wenn (u¥vFf O S™ und
(P,V)OT, sosei (u*, v¥) =d(T, L, V).
(4) Invarianz gegenuber linearen Transformationen: Wenn L eine positive lineare
Transformation des’Rist; U’ =a,u +0,, V'=PV +B, Mmita;, >0, B, >0,
so sei®d invariant gegeniiber L, d.b( LS, L, Lv°) = L (u*, v*).

Satz (Nash) Es gibt genau eine Funktigh mit den Eigenschaften (1),...,(4). Sie ordnet (§,\),
jeweils die eindeutige Losung (u*, v*) der Aufgabe
(A1) max{f(u, V)| (u,v)yS }, sofern (u, v)7S mit f(u, v):= (u-d)(v - V) > 0 existiert, bzw.
(A2) max{u+v]| (u,vI/S } andernfalls
zu.
Beweis
In Situation (A2) ist S einfach eine Strecke, und die zu beweisenden Aussagen folgen ssfort a
Axiom (1). Wir nehmen daher an, dass Situation (A1) vorliegt.
Existenzvon @:
Losungen von (Al) existieren wegen Kompaktheit vdnuBd Stetigkeit der Zielfunktion. Die
Losungen sind (wegen Konvexitat vohudid der speziellen Form von f) auch eindeutig.
Lost (u*, v¥) (Al), so folgt als notwendige Optimalitatsbedingung
(01) (Df(u*,v*), (u—-u*, v=v¥) < 0 O(u,v)OS".
Zusammen mit (u*, v¥X1 S" ist (O1) auch hinreichend fiur Optimalitat von (u*, v*) (was maelkdir
nachrechnen kann). Die linke Seite in (O1) ist aber gerade

(V*- v°) (u = u*) + (u*-f) (v —v*).
Nach einer linearen Tansformation wie angegeben, werden deshalb die Ungleichu@jgrein (
(02) a;By (V:-v) (U=u*) +a By (U-U®) (v=v*) <0 O(u,v)OS
und zeigen, dass die Invarianz (4) fur die Lésungen von (Al) erfullt ist.
Die Giiltigkeit von (1), (2), (3) fur die Losungen von (A1) weist man sofort direkt nach.
Eindeutigkeit
Sei (u*, v*) =®(S, {, V") und (u**, v**) Losung von (Al). Da (u*, v¥) = (u**, v**) zu zeigen ist,
nehmen wir das Gegenteil an und bilden T = conV{ ), (u*, v¥), (u**, v**)}.
Nach (3) ist auch (u*, v¥) (T , U, V°). AuRerdem bleibt (u**, v**) offenbar auch Lésung von (A1)
fur dieses Teilsystem (T ; uv°).
Seien nun positive; undf; sowie reellex, undB, so gewahlt, dass (uv°) in den Ursprung und T
in ein symmetrisches (zur Achse u = v) Dreieck T' = L(T) tramsfert wird (solche Konstanten kann
man leicht ausrechnen). Fiir (T’, 0, 0) ist offenbar der NordOstPuitkutn= V' die Lésung von
(A1). Wegen (2) gilt auch fy v =a(T’, 0, 0).
Weil auch die Losungen von (Al) invariant gegenuber positiven Trarsfiomen sind (wie oben
bewiesen), folgt nun mit der inversen Transformatidnwegen (T, &, V°) = L(T’, 0, 0),

LYW, V) =T, P, V) und L', VY I6st (A1) fur (T, 4,V .
Das zeigt aber (u*, v*) = (u**, v**). .

16 Drohungen im Bimatrixspiel (nach Owen)
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Wir betrachten ein Bimatrixspiel. Es unterscheidet sich von eMatrixspiel dadurch, dass es nicht
antagonistisch ist, also erhalt Sp. 1 bei Anwendung gemischteeditratx, y aus den Simplizes X
bzw. Y den Gewinn XAy, Spieler 2 den Gewinn B y mit entsprechenden (m, n) Matrizen.
Jetzt sei Kooperation erlaubt; beide Spieler kdbnnen also gemeinsam die Summe

X'"Ay+x By
maximieren, der maximale Wert sei g > 0, und nun darliber streiten, wie sie g raufteile
Falls sie sich nicht einigen kdnnen, bleibt nur, dass sie Strategiand y wahlen und den
entsprechenden Gewinn(x, y) =X Ay bzw. y(x,y) =X By erhalten.

Setzt man der Einfachkeit halber Nutzen = Geld, so spielenxrypund \(Xx, y) die Rolle von y
und  im Nash-Verhandlungsproblem mit
S={(u,v) | u+t«w g}. Die Nash-Verhandlungslésung ist offenbar
u*=u,+ h/2,
vV¥=v, + h/2,
wobei h der UberschuR h = g - @uv,) ist. Das Ergebnis hangt von (x, y) ab.

Eine Mdglichkeit der Wahl von (x, y) wére, sich den jeweils garatgieMindestgewinn zu sichern,
d.h. die Spieler wéahlen (x’',y"), so dass

min, X "TAy = max, min, X Ay (=U)

miny Xx'Ay = max, min, X By (=V1).
Im Resultat ware

U=XTAY 2U; bzw. y=xXTBy 2V, .

Wir kénnen aber auciyohungen” beriicksichtigen.  Das soll hei3en:

Spieler 1 nimmt bei der Wahl von x in Kauf, dass sein GewihA y recht klein wird (bei
ungunstigem y), wenn der Gewinn des Gegners noch viel kleinerzBdwenn x ,Streik* bedeutet,
der mit hohem Verlust von Sp. 2 verbunden ist). Analog kann Sp. 2 denken.

Beispiel A B
-3 -2 -33 -20
4 2 10 8
g =4 +10.

Strategie x’ = &garantiert Sp.1 mindestens den Gewinn 2.
Strategie y’ = &garantiert Sp.2 mindestens den Gewinn -20.
Wabhlen beide diese Strategien, wird (M) = (2, 8) und

(u*, v*) = (4, 10) wegen h =4,

Nun wahle Sp. 1 x Zewomit er (gegeny =k den ,Gewinn* -3 in Kauf nimmit.
Welche gemischte Strategie y Spieler 2 auch wahlt, immer gilt

U=XAyO[3,-2] und y=xBy0O][-33,-20].
Mit minimalem y und maximalem ykann man u* im Verhandlungsproblem abschéatzen.
Damit wird u*> -3+h/2, wobei B&14 -(-2-20)=36 ist, also

u* 2 -3+18 =15 und demzufolge =*1.
Es ist also durchaus von Nutzen, wenn Sp. 1 droht, bei Nicht-Einigund zu=wéihlen.

Was sind nun ,optimale Drohungen* ?

Im resultierenden Verhandlungsproblem nimmtAx den Platz von gein, analog ist

Vo= X' By. Damit hangt die Lésung (u*, v*) von den ,Drohstrategien” x und y wie folgt ab:
u*=u*(x,y) =XAy+ (@-(XAy+x'By))/2,
VF=VE(X,y) =X'By+ (- (XAy+x' By))/2.

Man erhélt so eine neues Spiel zur Wahl von x und y mit ebendiesen Gewinnen.

Bis auf die Konstante g wird so

KXAy-x'By)/2
XBy-xXAy)/2

Y% X(A-B)y
Y% X(B-A)y.

u*(x, y)
Vi (X, y)
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Das neue Spiel ist also gerade das (antagonistische) Matdtirgpider Matrix A — B (der Faktor
andert nichts).  Also gilt der

Satz  Das Matrixspiel A-B liefert optimale Drohungen fiir beide Spidla beschriebenen
Bimatrixspiel (A, B) mit Drohungen.

17 E. Michael's selection Theorem (1956)

Satz (vereinfachte R-Version)

Es sei F: X- Y eine mehrwertige, uhs. Abbildung mit nichtleeren, konvexen BildernF{)
X OR", Y=R" X nichtleer und kompakt.

Dann existiert eine stetige Funktion f:2XY mit f(x) O F(x) O x O X.

Dabei steht uhs. fur unterhalb stetig und bedditanehrwertige Abbildungen, ass fir jede offene
MengeQ 0O Y die Urbildmenge FQ) :={x| F(X)n Q # O } ebenfalls (relativ) offen in X ist.
Aquivalent zu uhs sind:
O lim, ., distly, F(x)) =00 (x, y) mityOd F(x) [diese Paare bilden gph F] bzw.
(i) O(x,y)Ogph F gibt es einén x stetige Auswahlfunktion g, fur F mit g (x) =Y.
Beweis.
Teil 1
Konstruktion von stetigem f, so dass f{X) cl F(x) ( AbschlieBung von F(x) 11 x O X.
Zu gegebenera> 0 sei Ex)={y' / dist(y’, F(x) ) <e}. Dannist F(X)O F(x), und die Bilder der
(“um € aufgeblasenen”) mehrd. Abbildund MBleiben konvex. Wir zeigen zuerst die Existenz einer
stetigen Auswahl fur fx).
Isty' O F(x), so gibt es ein y1 F(x) mit d(y’, y) =6 <e&. Weil die offene Kugel K(ys-0) stets
Punkte aus F(x’) enthalt, sofernX’'X und d(x’, x) hinreichend klein ist (uhs), folgt fur diese x’ auch
y' O F(x’). Damit sind die Urbildmengen,Ry") ={x X |y [J F{x) } 7X alle offen.
Zu jedem X1 X gibt es weiter ein ¥ F(x); also ist dann X1 F'(y) O F."(y).
Die Mengen E(y) mity O Y bilden daher eine offene Uberdeckung der kompakten Menge X.
Nach Heine-Borel gibt es somiendlich viele y, mit denen schon X 0O F “(y;) gilt. Nach
bekanntem Vorbild konstruiert man wieder eine Zerlegung der Eifilrediese Uberdeckung, wir
erhalten also stetige Funktion&n mit den Eigenschaften:

AX) =20, ZAX) =1 und A(X)>0= xOF (v .
Damit definieren wir

fxX) =Zi Ai(X) Yi -
Dann ist f stetig und f(x) jeweils eine Konvex-Kombination von Pemkt mit x O F. “(y;) bzw. y O
F:(x). Wegen Konvexitat von ) gilt also f(x) O F(x); f ist eine stetige Auswahlfunktion fug(k).
Wir nennen eine solche Funktion f nun. f
Konstruktion einer stetigen Auswabhlfunktion fir cl F: Hat mankénn man die Abbildung

G(x)=F(x)n{y[ dy,£(x))<e} O F(x)
definieren, die wegen dist{ x), F(x)) <€ erneut nichtleere, konvexe Bider besitzt und (wie man
leicht direkt zeigt) wieder uhs ist.

Beginnend mit F=F, ist dann mitg, = 4x folgende Konstruktion méglich:
Zu k. wahle man ,f als stetigeg,- Auswahl und bilde

Fea(X) = R(X) n {y | dist(y, & (x)) < &}.
Da FR.1(x) wieder nichtleer und konvex ist und.fauch uhs bleibt, lasst sich die Konstruktion
tatsachlich wiederholen. Man erhélt so eine Folge von Abbildungefli/, und Funktionen, die in
allen Argumenten x erfillen:

d(fc,R) < & , also erstrecht a(fF) <&,
und d( £, fiem) < d( K, fier ) + d(kea, fiz) + oo + d(Femer s fiem ).
Mit y O FR.1(X), so dass df1, Y ) < &1, folgt so per Definition

d(fe, fier) < d(k,y) +d(y, 1) < & +8e1 < 25
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Die stetigen Funktionen, bilden somit eine Fundamental (Cauchy-) Folge im vollstiandigen Raum
C(X). Also existiert f=Ilim§ in C(X) und erfullt wegen d{f(x) , F(x)) <ex auch f(x)J cl F(x) Ox.
Der Satz gilt also zumindest dann, wenn die Bilder abgeschlossen sind.
Teil 2
Konstruktion von stetigem g, so dass d(xrelint F(x)O F(x) O x O X.
Def. relint M (relatives Innere) fir konvexe Mengen M: Bgider kleinste affine Teilraum, der M
enthalt, also y={u| N, 0OR, Oy OM: u=ZreVe, 21 =1, k=1,...,N}. Fur MJR"
ist Uy abgeschlossen, und es reichk Wh+1 zu wahlen; vergleiche mit conv M (Caratheodory).
Man definiert; yO relint M, falls B(y,e) n Uy O M fur eing > 0 gilt. In der Folge benutzen wir
1. fallsyOrelintM,y OclMundA O (0, 1), soist Z) =Ay + (1-A) y' O relint M (man
wahle fur zQ) jeweils 0 <¢(A) <A €)
2. relint M = relint (cl M).
Erfulle eine stetige Funktion f zunachst fi(Xgl F(x) Ox.
Mit
G(x) = F(X)n B(f(x), 1) ( dieoffeneKugel um f(x) )
ist G wieder uhs, und alle Bilder sind beschrankt. Sei ¥/1, V., ...} abzahlbar und dicht in Y =
R™
Wir bilden mit offenenKugeln B( y;, 1/k)
* Xp k= {xOX | cl GX)n B(yp, L/k) #0 }.
Da G uhs ist (somit auch cl G) , sind dann alje ¥ffen.
Damit kann jedes X auch alsabzéhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengeschrieben
werden: Xk=0q Apkq (=123, ....);
z.B. so: Man nimmt eine abzb. dichte Teilmenge W yan Ketrachtet alle abgeschl. Kugeln mit
rationalem Radius um WW, die ganz in % liegen, und vereinigt sie alle.
Nun definiert man
Gpia(X) = cl G(x) falls XJX\A ykq
und
Gprq(X) = cl G(X) n B(yp, 1/Kk) falls xO Apxg -

Weil alle Mengen A4 abgeschlossen sind und & auf A, x4 eine uhs Teilabbildung von cl G
ist, wird G q insgesamt uhs auf X.
Damit gibt es (wie schon gezeigt) stetiggef mit
fokg®) O ¢l Gprq (X) OxOX.

Dichtheit der Bilder. Wir zeigen: Die abzahlbare Menge a(x) aller Rurfktq(x) ist dichtin cl G(x).
Sei yO cl G(x) unde > 0.
Dann gibt es ein k mit 1/k & und ein p mit y1 B(y, , 1/k). Damit folgt nach Definition XI X, i,
womit xOA ,xq flr ein g gilt.
Mit diesem q folgt weiter, dass auch

Fkg(X) O clGprg (X) = cl( cl G(X)n B(Yp 1/K) )
richtig ist. Also muss gelten

I foa0) =y 1< Il forg() =¥ Il +1l ¥ -y lIs 2/k < 2.
Das bedeutet : Die abzahlbare Menge a(x) aller Punkig {(x) ist dichtin cl G(x).

Schlief3lich lassen sich allgif; (X) umnummerieren in 1(x), ...g,(X), .... Bildet man nun
mit den beschrankten und stetigdfunktionen g

gx) =2, 27 g(x),
so wird auch g stetig.
Weil (fir jedes x wegen der gezeigten Dichtheit) wenigstang,éx) aus relint G(x) ist, besitzt auch
g(x) diese Eigenschaft, denn es gilt

909 = 2°G(X) + Tyry 2V Gu¥) = 27 g0 + (1-2%) T sy (1271 2% gy(x)
wobei 3 ., (1-2Y)" 2% g, (x) Ocl G(x) ist.
Man erhélt so die gesuchte Funktion: djelint cl G(x) = relint G(x)O relint F(x). .

Folgerung:
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Sei F eine mehrwertige, uhs Abbildung, definiert auf einer konvexenp&kten Mengél # ST R"
mit 0 # F(X) konvex und F(x)J SO x O S. Dann besitzt F einen Fixpunkt.
Beweis: Man wende Brouwer’'s FPSatz auf eine stetige selection von F an.+

Besonders interessant ist dies, wenn x stets ein Randpunkt von F(x) ist

(wie etwa unten fur die ,Dominanzmengen“ und ihren konvexen Hullen in einem Markt).
Mit einer selection der Form f(XJ relint F(x) und jedem Fixpunkt x* von f folgt dann

x* = f(x*) Orelint F(x*). Das impliziert zusatzlich F(x*) = {x*}

(und bedeutet dann, dass x* nicht durch andere Elemente dominiert werden kann).

Kooperative Spiele und 6konomisches Gleichgewicht

Spiele mit Kooperation
Sei v die charakteristische Funktion eines n-Personen Spiels (IHierbei ist | = {1...n} eine
endliche Menge (von Spielern) und v(S) ist definiert fir allénfeigen S von I: alle v(S) sind reell,
v(O) = 0, man deutet v(S) als garantierten Mindestgewinn fliKaigdition S, wenn die Spieler aus S
vernunftig kooperieren.
Mit dieser Interpretation folgt, dass v superadditiv ist:

v(SOT)=v(s) +v(T) falls S T=0.

Es bleibt das Problem (und darum entbrennt der Streit) den bei Koopealitir Spieler mdglichen
Gewinn v(l) ,geeignet" aufzuteilen. Die mdglichen Aufteilungere flir jeden Spieler interessant
sind, werden durch die Menge

X={xOR'| Zimi x=v(l), x=v({i}) Di}
gegeben. Statt v({i}) wird oft einfacher v( i) geschrieben.
Wir setzen (0.B.d.A.) zur Vereinfachung voraus, dass v(i)(3#, @vonach auch v(S 00 S folgt.
Ein Spiel heisst wesentlich (nichttrivial), wenn v(l) > 0.

Dominanz:
Sind x und y aus X, so sagt man y dominiert x bzgl. S, kurz sxy wenn gilt:

yvi>x 0i0S und Zigsy £ v(S).

Die zweite Bedingung sagt, dass die fiir Spieler aus S besserdufgfteicht “utopisch ist”, denn sie
koénnten die Gewinsumme tatséchlich durch Kooperation erreichen.

Man sagt ydominiert X, wenn x <s y fur wenigsten eine Koalition S gilt.

Interpretation:

Wird der Gewinn der einzelnen Spieler durch die Wahl von Strategien undriewktionen
f(si, ... $) geregelt, wird v(K) der grofite Gesamtgewinn, den sich die SpieleiKaudurch
Kooperation sichern kénnen (auch wenn sich die restlichen Spieler der Komplementarkoalitiobn S =
K gegen die Koalition verbiinden); damit ist v(K) ein max—min-Ausdruck.

V(K) = max a gax) Minpsxs) 2ok k(a,b),
wenn a, b die Strategien der entsprechenden Koaltionen g{ifd;= Menge “der Strategien” der
Koalition K. Wir benutzen diese Darstellung in der Folge nicht, sondern ruEigienschaft der
Superadditivitat.

Die folgenden Modelle haben ein Sinn, wenn mdgliche Gewinne der Spieler #ufgpetei
Ubertragen werden kénnen (Spiele mit Seitenzahlungen)

18 von Neumann-Morgenstern Losung im klassischen Ko operativspiel
Def. Eine Teilmenge NI X heisst NM- Lésung, wenn gilt
(1) die Elemente aus M dominieren sich nicht gegenseitig und

(2) zujedem>d X\ M gibt es ein yiI M, das x dominiert.

Dieser Losungsbegriff hat seine Eigenarten.
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Wir vergleichen zunadchst mit den Lésungen einer Extremalaufgatie { f(x) | x O X }. Man
definiere in X ,Dominanz” durch .y dominiert x , wenn f(y) < f(x)*“.

Eine NM-Lésung M beschreibt dann offenbar gerade die Menge der gioidiémalpunkte von f
und ist daher eindeutig bestimmt.

Wir betrachten nun das folgende 3-Personenspiel
Beispiel 1: v(S) = 0, wenn S aus nur einem Element besteht (oderiSty; ansonsten sei v(S) = 1.

Die ,gerechte” Verteilung
x = (1/3, 1/3, 1/3) wird bzgl. S = {1,2}
offenbar dominiert durch
y=(% ,%, 0),
aber auch durch
y=(p, 1-p,0), 1/3<p<2/3.
Umgekehrt werden solche y nicht von x dominiert, welche Koalition man auch betradktdtalb
ist M ={(1/3, 1/3, 1/3) } sicher keine NM-LOsung.

Die Mengen {y | y dominiert x } und {y |y wird von x dominiértkann man und sollte man sich
gut am Einheitssimplex verdeutlichen !

Dann sieht man am einfachsten, dass die aus 3 Elementen bestehende Menge
M={ (% ,%, 0), (£ ,0, %), (0, 2 ,%) }

eine NM-Ldsung ist.

Aber sie ist nicht die einzige. Man betrachte etwa

Mo={(p,1-p, 0) | &p<1} (undanalog die Mengen mit 0 an anderer Stelle)
oder

Me={(p,1-p,g) | 0<p<le } (undanalogdie Mengen rdtan anderer Stelle)
Wie gross darfe im letzten Fall werden damit Meine NM-Ldsung bleibt ?
Insgesamt erhalt man aus der Diskussion dieser Félle:
NM—L(’jsungen sind auch in einfachen Spieler nicht eindeutig bestimmtligedhain nicht leicht zu
Egﬂzg- hat man wenigstens die Existenz nachweisen wollen. Dann eiardgpiel ( n = 10 )
gefunden, das tatséchlich keine NM-L6sung besitzt.

Zum Problem, NM-L6sungen zu finden, haben v. Neumann und Morgenstermaliidli kleine n
(< 5) schon erhebliche Arbeit in ihrer Monographie geleistet.

Das harteste Problem scheint allerdings in einer (fur Anwenduagieaptablen Interpretation dieser
Losungen zu liegen. Deshalb gibt es auch zahlreiche andere Arten von Losungsbegriffen.
19 Core und balancierte Spiele

Definition des ,cores* C: Das ist die Menge derjenigen x augli¥, durch kein y (beziglich
irgendeiner Koalition S) dominiert werden.

Damiterhaltman X C =
(CO) Zins x = Vv(S) fir alleS wund X X.

Hierbei durchlauft S alle Koalitionen (Teilmengen von [) , die leere Menge und érewmsmen.

Allerdings: Die Menge C kann leer sein.
Man nehme obiges Beispiel mit n =3, v(S) =0wenn cad S/(S)=1 wenncard S > 1.
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Also braucht man zusatzliche Bedingungen.
Die folgenden Uberlegungen basieren im Wesentlichen auf dem [Dssditd der linearen
Optimierung.

Def. Ein Systeno von Teilmengen S von | heiBalanciert, wenn es positive y(S) (So) derart
gibt dass >s.ios Y(S) =1 furalleidl.

Def. Gilt die Ungleichung

*) Zsoo V(S)Y(S) = V()

fur jedes balancierte Mengensystens, wobei Uber S aug summiert wird, so heil3t das Spiel
balanciert. Damit gilt der

Satz 1: Der core C ist nicht leer gdw. das Spiel balanciert ist.
Beweis:
Wir denken uns zum linearen System (CO) die triviale Zielfunktion
min 20x (x OR")und fassen alles als LO-Aufgabe (P) auf. Sie l1aRt sich dualisieren.
Die Dualaufgabe hat die Variablen y(S) und y(I) und ergibt sich als
(D) max v()) y(I) +Z v(S) ¥(S)
wobei Restriktionen durch jeden Indéxlidefiniert werden:
yh+ X s.igs ¥(S)=0 furalle i, y(8)0, y(I) beliebig.
Der Dualitatssatz der linearen Optimierunigesagt insbesondere, dass Primal- und Dualaufgabe stets
gleichzeitig l6sbar (bzw. unlésbar) sind.
Damit folgt: C ist nicht leer gdw. (D) I6sbar.
Nun sieht man:
(D) hat einen (trivialen) zulassigen Punkt (y = 0).
Der Restriktionsbereich ist ein Kegel. Damit ist (D) l6sipduv. die duale ZF stets 0 bleibt, fur alle
zulassigeny.
D.h. -y(hv(l) =2 X v(S) y(S) (offenbar ist dann t:= -y#ID s. Restr.)
Sei B(i,Y)= Zs.ins Y(S).
Dann erhalten wir:
(D) ist losbar  gdw.
Firalle y(.) mit y(Sx0 und B(i,y) = tOi gilt = v(S) y(S) < tv(l).
Fart = Oist dies trivial erflllt. Also ist nur der Fall t > 0 interessant.
In diesem Fall ist die Bedingung genau dann erfillt, wenn sie fur t = 1 gilt.
Letzteres bedeutet (nach Definition) aber gerade, dass das Spiel baisinciert ¢

Interpretation:
Wir interpretieren y(S) als deBeitrag, den ein Mitglied der Koalitiols flr seine Mitgliedschaft
zu entrichten hat. Dannist B(i,y) die voni zu zahlende totale Beitragssumme.
Die Restriktionen (mit t = 1) verlangen, dass die von jedemle3pre zahlende Beitragssumme
konstant 1 ist. In diesem Fall nennen wir den Beitragsvektor y zulassig.
Die Bedingung dafiir, dass C nicht leer ist, besagt sonkiir jedes System y von zuldassigen
Beitragen ist (*) erfullt.

Bedingung (*) verlangt, dass der Gewinn, der maximal verteild@rekann — namlich v(l) -
Lhinreichend grof3“ ist.

20 Shapley- Vektor (Existenz / Eindeutigkeit / konkr  ete Formel)

Sei (I, v) ein superadditives Kooperativspiel . D.h., wie schon erklart, | ist diei®penge 1...n;
v ist auf der Potenzmengé 2on | reellwertig definiert und erfillt

viKOL =2v(K)+v(L) fallskK,LOIl undKn L=0, V() = 0 per Definition.
Sind u und v charakteristische Funktionen anf = 0 , so ist aucho u + 3 v eine charakteristische
Funktion.
Ein Spieler i heiltStrohmann,wenn stets v( 8 {i})=v(S) + v(i) gilt, sofernid S.
Hierbei steht v( i) abklrzend fur v( {i}).
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Problem: Wie soll v(I) auf die n einzelnen Spieler ,gerecht* aufgeteilt werden ?
Die folgenden Bedingungen sind Shapleys “Axiome der Gerechtigkeit”.

Gesucht wird eine Funktio®, so dassp = ®(v) O RN (das soll die ,gerechte* Aufteilung des
Gewinns sein) und

(2) @i (v) = v(i) Oi und ®j (v) =v(i) firjeden Strohmanni.

(2)  Zi®j(v) = V()

3) @(u+v)=®(u)+d(v)

4) Wennrt: | - | (Permutation) und wtK) = v(K) OK, so ®j (v) =P (v).

Hierbei stehtrk fur die Menge {i /i 0 K}.

Satz (L.S. Shapley A value for n-person games. Annals of Mathematics Studies 28 (1953), 307-317)
Es gibt genau eine Funktiah mit den obigen Eigenschaften. Sie ordnet jedem v den Véktymit

den Komponenten

5)  ® (V) =Zgpi 1(s) [V(S)-vS\{i})]

zu, wobei r(s) = (n-s)! (s-1)! /n! und s=card S. Summiert wird tber &lle ®iti O S.

Beweis:

1. Vorbetrachtungen

Es reicht, Spiele mit v(i) = 0 zu betrachten, da man ansonstgr=W{K ; k V(i) definieren und

zum Spiel v' =v +u Ubergehen kdnnte. Wir machen aber davon nicht Gebrauch.

Angenommen$ existiert entsprechend den Axiomen.

Seien u', u" und v charakteristische Funktionen mit v=u" - u'".

Dann gilt u" =v + u' und deshalb wegen (3R(u") =®(v) + ®d(u'), also auch
D(v)=du") - d(u").

Sei weiter v =% | ck Uk ein Spiel, das sich als Linearkombination von Spiejeschreiben laft.

Spaltet man auf K={k/c>0}, K={k/c<0}, soqgilt

VEZIkOKY KU - ZkOK- (GUu) = u"-u'.
Jede Summe u", u' ist eine charakteristische Funktion.
Aus (3) folgt ®(Uu") =Xkt P(okuk), PU')=2Zkak- P(-ckUk) undsomitauch
O(v)=Znokt P(okuk) - Zkok- P(-0cUg) -
Haben weiter alle pdie Eigenschaft, dass
®(Aug)=AP(ug) firallex=0 (positive Homogenitat voR fir uy)
gilt, erhalten wir so
O(Vv)= 2okt KP(u) + Zkok- Kk P(uk) -
2. Darstellung von v und Eindeutigkeit vond
Wir kommen nun zu einer speziellen Darstellung von v. FurdeStel | sei u =g die

charakteristische Funktion
ug(K) =1 falls SOK ; ug(K)=0 sonst.

ug zeigt an, dass eine Koalition K genau dann gewinnt (namlich dien8ur)) wenn alle Spieler aus

S beteiligt sind.
Nach (1), (2), (4) is®( ug) eindeutig bestimmt durch

®j(ug) = 1/s falls 1S, wobeis=cardS
®j (ug)= 0 sonst.
Dieselben Axiome liefern analog:
®Aug)=AP(ug) furallex=>0. (positive Homogenitat vah fur ug)

Wir wollen nun v als Summe der Form
* v=2g AS)ug mitreellen Koeffizienter\(S) , O # SO |

schreiben. Nach den Vorbetrachtungen folgt dann
P(v)=Zg AS)P (ug) (auch wenn gewisa€S) negativ sind).
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Wenn wir zeigen, dass Koeffizientel(S) in (*) stets eindeutig existieren (abhangig von gegeb. v),
muf3 demnach auch ( v ) eindeutig bestimmt sein.
Eindeutigkeit:
Bedingung (*) liefert eine Gleichung fiir jede Koalition KJ # K O | , namlich
MK V(K) =g AS) 5(K).
Hier sind alle S mit g (K) # 0 interessant, also alle S mitlX und damit & (K) = 1.
(*)k bedeutet somit
(6) V(K) = Xg A(S) +A(K) wobei SOK und Sz K.
Liegen schon alla(S) mit O # SO K und Sz K fest, so ish(K) eindeutig bestimmt als
@) AK) = v(K)- g A(S) wobei 1 K und S# K.
Fur Koalitionen K mit card K = 1 ist Eindeutigkeit klaik(K) = v(K).
Aus der Eindeutigkeit allex(S) fur card S < p folgt mit (7) aber die Eindeutigkeit fir card S = p.
Existenz:
Es ist schon klar, dass sich (6) fur card K =1 erfillen 1aRt, dazu mukiher v(i) sein.
Angenommen, all&(S) sind fiir card S = s < p bereits so definiert, dass alle Gleichungen (6) mit
card K < p erfillt werden.
Wir betrachten (6) fir beliebiges festes K mit card K = p. Das heif3t miK 8nd S# K,
(1) AMK) =Vv(K) -Zsgk,szKk AS).
Dies lafdt sich zur korrekten Definition vafK) verwenden, weil die rechte Seite nur von den Werten
A(S), card S < p abhéangt, und daher kein Widerspruch zur Definitioh(¥on fir die restlichen K'
mit card K' = p entsteht.
Damit sind Existenz und Eindeutigkeit der Darstellung (*), und somiEiideutigkeit von @ Kklar.
3. Existenz von® .
Es bleibt zu zeigen, dass die Funktibraus (5) die geforderten Eigenschaften besitzt.
Dazu machen wir uns klar, wa®j (v) =Zgpj r(s) [V(S)-v(S\{i})] bedeutet.
Mit einer festen Reihenfolge, d.h. einer Pemutatioaller Spieler, denken wir uns, dass die Spieler
ein Zimmer betreten: Zuerst Spietdr, danm2, usw. Nach Schritt s sind die Spieler der Menge S
={m,...,s } versammelt, und Spieler irs moge den Betrag
di(m = v(S)- v(S\{i})
erhalten, also den Gewinnzuwachs der "Zimmerkoalition" durch Beitritt votsi =
Damit wird ein Vektor dfy 0 RN definiert. Er erfullt offenbar
(8) d (M = v(i) wegen Superadditivitat, wobej (&) = v(i) flr jeden Strohmann,
(9) Zid@m =2Zg[ v({md,...m5})- v({md,...Ts }\{rs })] = v(I)-v(O)= v(I).
Betrachtet man dij auch als Funktion von v, d{ = d@T, v), soist df, .) additiv:
(10) dft v+u)=dfy v)+dft u).
Sei nung = @(v) das arithmetische Mittel aller n! Vektorem( ¢= (1/ n!)>d(m).
Die Eigenschaften (8), (9), (10) Ubertragen sich elementapawamit erfullt ¢ = @(v) die Axiome
(1), (2) und (3).
Man erhélt weiter
NG (V)=ZpdM=Sg e)=i [V {d,...78} ) - v( {id,...,1s }\{rs})].
Dieselbe Differenz [v(S)- v(S\{i})] tritt hier so oft auf wie erRutationert gibt mit
{d,...,8s} =S undr(s) =i.
Permutiert man die s-1 Elemente von S\ { i } sowie dietdéein-s Elemente von | \ S unabhé&ngig
voneinander, sind das gerade (s-1)! (n-s)! Madoglichkeiten.
Das zeigt @(v) = ®(v). Schliel3lich zeigt die Darstellung (5), dass auch (4) erill Damit hat®
(v) alle geforderten Eigenschaften. .

Man beachte, dass wir es uns erspart haben, die haRlichen Loa@pea g (-1)S - tw(T)

von (*) explizit betrachten zu missen! Man vergleiche etwa R&aScZa79]. Zur Theorie
kooperativer Spiele; siehe auch [Ros71].
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21 Drohungen und Gegendrohungen (Auman/Maschler ); siehe z.B. Owen (1971)

Wir kehren zu einem Kooperativspiel (1, v) mit superadelitcharakteristischer Funktion v und
Ubertragbarem Gewinn zuriick , und betrachten eine KoalitionsstruktrK } von n Spielern,

d.h. Kq, .. Ky bilden eine Zerlegung der Spielermenge |. Dazu betrachten wirkimét

x O RN (Gewinnverteilung) , so dass fur allg Kjilt
XKy)= Ziok Xj = V(Ky.
Die Menge dieser x sei Xk(), und ein Paar (x, {|§) heilRe Konfiguration .
In der Folge werden wir noch voraussetzen, dass = v (i) flur alle i gilt. Derartige

Konfigurationen hei3en auch individuell rational (i.r.). Ist dagespgar x(Sx v(S) fur jede in
einer Koalition K enthaltenen Spielermenge S, so spricht man von Kkoalitionsrationalen
Konfigurationen (k.r.) . Letztere missen nicht notwendig existierea, imi Falle von nur einer
Koalition K1 = | zu sehenist (core kann leer sein, Satz 1).

Wir definieren jetzt Drohungen und Gegendrohungen gegen diese Drohungen .

Beides hat sowohl fir ind. als auch koalit. - rationale Konfigurationen Sinn.

Allerdings wird der entsprechende Existenzsatz unten nur fur eineralsdebewiesen(wenn S und

T aus genau einem Element bestehen; siehe (1) usw Jlass die allgemeineren Definitionen hier
nicht weiter gebraucht werden.

Zunachst brauchen wir allerdings den Begriff déartners.
Sei S eine Teilmenge von I. Wir nennen dann die Mehg& , , so dass K die Menge S

schneidet, Menge der Partner von S in der KoalitionsstruktuFormal P( Sk) .
Besteht S nur aus Spieler s, so ist das einfach diejenige Mgngeddche s enthalt.

Seien nun S und T zwei disjunkte , nichtleere Teilmengen demsellb@alition Ko . Wir
betrachten eine neue Konfiguration (w) = (y, {Sy}) (mit nicht notwendig ebenso vielen

Koalitionen ) .

Diese heil3t

Drohung von S gegen T sofern

(1) kein @ T zur Parthermenge P ( S,) gehort,

(2) YV 2 Xj fur alle b0 P(S,o0)

(3) Y > X fur alle b S gilt.

Eine dritte Konfiguration (z,t) = (z, {T,}) hei8t Gegendrohungvon T gegen die obige
Drohung , sofern

(4) S keine Teilmenge von P (tT), ist,
(5) g 2 Xxj furalle iOP(T,t)
(6) g=yj furalle i0OP(T,t)n P(S,0) gilt.

Aus der Definition folgen einige simple , aber wichtige Bemerkungen .

1. Eine Drohung von S gegen T ist eine Drohung gegen jeden Spielert aus T.

2. Spielertd T findet u. U. leichter eine Gegendrohung als die ganze Koalition T .

3. Hat T gegen eine Drohung von S keine Gegendrohung ,itsadble auch nach hinreichend
kleinen Anderungen von »J X(K) mit derselben Koalitionsstruktuk richtig . (Der nétige
Spielraum fiir die entsprechende Anderung von y ergibt sich aus Ungleichung (3) ) .

4. Angenommen S hat mit (@,) eine nicht parierbare Drohung gegen einen Spieler t . Dann
hat jeder Spieler § S eine nicht parierbare Drohung gegen t.

Die 4. Aussage sieht man so: s fal3t alle Partner Ro} Su einer Koalition S° zusammen und
lant die Gbrigen Koalitionen voro unveréndert . Damit entsteht eine Koalitionsstruldur. Allen
Spielern gibt er zunachst den Gewinf.yDa v superadditiv ist, kann die Summe der yber i
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O S” hochstens kleiner als v(S”) sein. In diesemvidedl der UberschulR irgendwie auf alle
Partner aufgeteilt.

Da P(Sg) = S = P(S o) ist, kann t auch gegen diese Drohung variclsts
ausrichten .

Eine Konfiguration heif3tstabil, wenn es zu jeder Drohung eine Gegendrohung gibt. Sei M die
Menge dieser Konfigurationen. In der obigen Allgemeinheit 1&Btrsdbch nichts Uber die Existenz
stabiler Konfigurationen sagen. Selbst wenn man annmmt, dass KerKigurationen gibt , und

nur solche betrachtet, ist dies unklar. Die Frage bleibt auch nésh, @fenn man nur indiv. rat.
Konfigurationen zulaf3t. Eine positive Aussage kann fur den Faliv.i rat. Konf. gemacht
werden, unter der Einschrankung, dass im Falle einer Drohung von S gegen reigen eiSpieler

t dieser Spieler stets eine Gegendrohung besitzen sddio; nar ein-elementige T betrachtet

werden. Die entsprechende stabile Menge M wird mitl Ndezeichnet.

Satz: Zu jeder Koalitionsstruktur Kk gibt es ein xO X( K), so dass (xK) eine individuell
rationale stabile Konfiguration in bezug auf GegendrohungerinzelnerSpieler ist, d.h. zu M1

gehort .

Beweis: Wir durfen voraussetzen, dass v(i) = Ofuralle i.

Nach Bemerkung 4 missen wir nur den Fall betrachten, dass die Drohkoalitionfatsleir aus

einem Spieler s bestehen. (Um zu vereinfachen, kann man gleich den Fall haterdass jeweils
nur ein Spieler droht bzw. ,gegendroht)

Wir halten (x k) fest und schreiben s>>t falls s eine nichegzare Drohung gegen t
besitzt. Das heil3t

(1)’ t ist nicht in P(eg),),

(2)° y 2 xj furalle i0 P(s,o0) und

(3) s > Xg

und es gibt keine dritte Konfiguration (zt,) = (z, {T,}) mit den Eigenschaften
(4)” s nicht aus Pt ,

(5) g 2xj furalle i0P(t,1)

(6) g 2yj furalle idP(t,t)n P(s,o0).

Diese Bedingungen betreffen nur die Partner von @ jnalso die Koalition S, in der sich dann s,
aber nicht t befindet, und die Koalition T van, die t aber nicht s enthélt.
Also ist

S>>t
genau dann, wenn es eine Koalition S und dazueir(init Komponenten jy i 0 S) gibt, dass
(1)"" Zys= V)
(2)° y = xj furalle i0O S und (3) ¥ > xg qilt
und kein Paar (¢, T ) mit
(4)"" Tzt =v()
(5Y) 7 2xj furalle 0T und (6) jz=yj furalle i TnsS

existiert.

t ist stark, bzgl. x wenn fuer alle S ohnet undy

(1)"" Zys= V)

(2)° Yy 2 xj furalle i0 S und ¥ = xg (Quasidrohung) gilt

dass (zr, T=T(S, x) ) mit s nichtin T exist, so dass

(4)""  Zzt=v()

(5Y) z 2 xj furalle iOT und z 2y faralle iO T n S (t ist nicht dabei) gilt.

Trivialfall x_t =0.
Sonst hat man ein positives x_t , das ist spater wichtig.
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Y _t (x) ist abgeschlossen: Wenn t bedroht werden kann, sind al&gITSystems in z unlésbar.
Die Menge dieser x (und dazu passender Drohungen y) ist offen. Anders herum: die Mengsalle
dass t schwach ist, ist offen, die Kompl.Menge (stark) Y_tigx)abgeschlossen (Vereinigung von
Polyedern).

Die erste Gruppe von (Droh-) Bedingungen verlangt offenbar, daZsidiee (S, x) = v(S)Zx g

positiv ist. Sie heildt auch Exzess von S bzgl. x .
Wir zeigen als erstes , dass Belation >> azyklischist .

Dazu nehmen wir s(1) >> ... >> s(m) >> s(1) an. Alle b¢igen dann in derselben Koalition, K

und benutzen entsprechende Drohkoalitionen S(k) gegen den nachstéh [a{ktl :=1]. Mobge
e(S(k), x) fur k=k0Omaximal sein.

Der durch seinen Vorganger s = (kO-1) bedrohte Spieler t konme mi#ttels seiner eigenen
DrohkoalitionT = S(kO) eine Gegendrohung findesgfern s = (kO-1) nicht in S( kO) enthalten ist.
Die Existenz einer Gegendrohung war aber ausgeschlossen, algo [kOT. Damit kdnnte aber
auch (kO -1) mittel§ = S(kO) eine Gegendrohung finden, wenn nicht (kO -2)T ist, usw.
Schlie3lich erhalt man so, dass alle diese Spieler in T sindack aber S(kO) keine Koalition sein
kann, mit der kO gegen kO+1 droht. Also ist die Relation azyklisch.

Damit gibt es stets einen Spieler i (X&FK, , der nicht schwécher als die tbrigen ist, der also immer
eine Gegendrohung findet . Wir fixieren nun eifd X (k) und eine Koalition K, und zerlegen

X inder Form x = (x(r), p(r) ) , wobei die Komponenten von Xx(r) zu ¢fehdren, die von
XN(r) zum "Restvektor" mit Indizes aul3erhallp K

Die Mengen Y (x) und Uberdeckung von X(r): Den Vektor x(r) variieren wir im Simplex X(
der erlaubten Gewinnverteilungen der Koalitiop K betrachten also y( 8 0, so dass wieder
2yi(n = v(Ky) ist .
Fur jedes i definieren wir nun
Yi (x) als die Menge derjenigen y(r), so dass in (y(R (r¥) Spieler i nicht schwach ist

( jede Drohung parieren kann, abgeschl. Menge; neuesy, nicht das aus der Drohung )
Kompl. offen, also Y(.) abgeschl.

Hierbei ist r = r (i) so zu wahlen, das§liK
Da die Relation >> azyklisch ist, ist bei jeder Wahl wgn) wenigstens ein Spielefl K, nicht
schwach, also

Ojokr Yi(x) = X(r).
Zu Yj (x) gehort offenbar die durchjy 0 beschriebene Seite des Simplex X(r) (Wer nichts zu
verlieren hat, kann jede Drohung - durch die Einzelkoalition - paiereDie Mengen Y(x) und
ebenso die Abbildung, die x geradg (X) zuordnet, sind abgeschlossen (d.h. ihr graph ist eine

abgeschl. Menge im entsprechenden Produktraum; vergl. Bemerkuk@r@plementarmenge is
offen) .

Wir brauchen dass die Abbildung Y_i unterhalb stetig ist.

Angenommen Spieler t ist stark in (x, kappa) und x_t > 0. Wirik§e_eps, indem sich i
den Gewinn x_t — eps nimmt und den Rest auf die uebrigen Komponenten Jovexigilt. Der Rest
XN(r) bleibe zunachst fest. Jede Drohung (y, sigma) eines Spiglegegen t in der neuen
Konfiguration ist auch eine Drohung gegen t in der alten Konfiguratian.k@nte mittels der
Gegendrohung (z, tau) beantwortet werden. Einziger Unterschied gegermiiher ist jetzt die
Bedingung
(5) 7 2 Xj(neu) furalle iO T \' S falls i in K_r liegt und nun grof3er ist.

Far i=t ist x(neu) =x —eps. Fueri<>t istjXneu) = x5 + eps/ (|K_r|-1) .
Da s nicht in T liegt, miissen hdchstens (| K_r|-2) Spieler aus T mehmethizlé der Spieler s).
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Das geht mit verandertem z(neu), wenn man z(neu)_{ =Bps = ¥(neu) setzt und die tbrigen
Komponenten auf j{neu) erhoht, 0 T\ S, i inK_r.

Dann bleibt ein Uberschuss, namlich mindestens delta = epK/r( - 1). Diesen kann t
auf alle Spieler aus T gleichmaRig verteilen und damit auch wieder die Summenbegderfillen.
Damit hat man noch immer eine Gegendrohung, wenn die Komponenten ausvenigsterandert
sind: z.B. keine mehr als um delta/ n erhéht wird.

Folgerung: Die Abb. Y_i(x) ist unterhalb stetig.

Sei O (x) der (abgeschl.) Durchschnitt allef (X) bzgl. i0 K .

Wir mussen zeigen dass ein Xd X( K) existiert mit

(7) X(rd Dy (x) furaller.

Nach dem "Arbeitslemma" ist ([x) nicht leer. Hatten wir nur ein r, ware das schon die Behauptung.

Die folgenden Uberlegungen beweisen (nebenbei) auch das "Arbeitslemma” .

Angenommen, (7) istfalsch fir alle x. Dann betrachten wir zu gegebenem x ein festég mit
X(N 0D () = gk, Yi®X

und bilden fir i0 K, den Abstand g, (x)zwischen x(r) und Y x).

Ist er positiv, so gilt x(r) >0, denn wer nichts hat, ist stark. Nach Wahl von r ist auch
cr(X) 1= Z ok, dj(x) positiv.

Die Funktion H mit
hi(x)= v(K)di(x)/g( ., 0K,

ist deshalb wohldefiniert und bildet x in den Rand bd X( r) ab, wasiigstens ein jdx) Null ist.

Wir bilden nun f (x) wieder durch Spiegelung voh (x) am Zentrum % des Simplex™ X(r), d. h.
ffrx) = 2+t (- (x) ) mit maximalem t, so dass noch
zP+t (Z-hf(x)) 0O X(r).

Die resultierende Abbildung ist wohldefiniert und stetig in x solange nur
X (r)O D (x) richtig bleibt (also auf einer offenen Menge).

In diesem Falle ist auch"f{(x) # x(r) denn:

Fur x(r)Oint X(r) ist das offensichtlich weil'f(x) im Rand liegt .

Fur x(r)Oint X(r), ist eine Komponentej xr) Null, also auch die Komponentdj fix) und

somit nicht die gespiegelte Komponente'; {x) .

Wir betrachten schlieRlich die Abbildung F(x), die jeweils die kamavelille von x(r) und f{x)
zuordnet, wenn x () D (x), und ansonsten durch den Punkt x(r) allein definiert ist. Sie ist uhs und

bildet die Menge der zuldssigen x in sich ab.
Mit einer stetigen Auswahlfunktion g = g(x) aus relint F(x) #drawir einen Fixpunkt x=g(x) aus
relint F(x). Dieser muss aber x(r) in D(r) fur alle r erfillen,

was den Satz beweiste

Erganzung: Es geht auch anders, aber mit mehr Aufwand: DieeM®r(g) héangt nur vonp( r)
ab. Ist t0 (0, 1), bleibtauch t ff(x) + (L-t) x(r)# x(r), wenn dist (x(r), P(x)) > 0.
Wir setzent speziell als stetig inx an: t= t(x,r) = dist(x(p)(x)D) an. Dazu muss man

aber noch extra beweisen, dass auch dieser Abstand stetig ist, worauf werzightgn. Der Abstand
sei dabei so festgelegt, dass er Werte <1 liefertit dienPunkte zuldssig bleiben. [Man nehme

etwa den Euklidischen Abstand d und setze dist= d/ (1 + d)]. WiratefinschlieRlich f(x) = 0
falls x (r) O Dy (x) ist, und setzen g (x) aus den Komponenten der Funktionen
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gr(x) = t(x,r) f(x) + (1-t(xr)) x(r)
zusammen. Sie ist stetig, weil x @ Dy (x) stets t =0 impliziert, die Unstetigkeit vohduf dem
Rand von [ (x) also verschwindet. So bildet g die Mengek)X6tetig in sich ab und hat keinen
Fixpunkt, sofern (7) falsch ist. Also mul3 (7) fiir ein x richtig sein, was zu beweisen war .

22 Edgeworth Markt
auch (Tausch-) MARKT und CORE (exchange-economy), Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926)

Ein Markt M (auch economy, Tauschmarkt, Okonomie) ist durch folgende Bestagegsleen:
1. Eine Menge | von n Elementen (Spieler, Agenten, Konsumenten)

2. nVektoren x0()J RM, i0I, jeder besitze nichtnegative Komponenten; kurz x0@+M.

3. nRelationen <=i, die fir Paare der MengéR+
erklart sein sollen; und zwar transitiv, reflexiv, vollstandig und stetig.
Wir lesen
a >=i B
als "a ist fur i mindestens so gut wig' , schreiben
o >i B (liesa besser alf fur i),
wenn a >=i 3, nicht aberp >=i a gilt.
"Stetigkeit" der Relation bedeutet per Definition, dass die Mengen
Fi(B)={a /a >=i B} und Fi-(@)={p/ a>=ip}
stets abgeschlossen sind und wird hier generell vorausgesetzt.

Konvexitat des Marktes bedeutet per Definition, dass die Mengen TI;( ) konvex sind.
Monotonie bedeutet dass aus o [0 I ( B) und o'y = ay fir alle Komponenten zu Spieler i
folgt, dass auch o’ O I;( B) gilt (mehr zu haben ist nicht schadlich).
Bemerkungen:
1. Gewohlich unterstellt man, dass die Relationen durch stetige Fumktigjevzon R in R mittels
o >i B gdw. ui@r) > ui(B) reprasentiert werden kdnnen. Die geforderten Eigenschaftedasn
trivialerweise erfullt.
Sind konvexe und monotone Praferenzrelationengegeben, kann man auf einfache Weise
(theoretisch) Nutzensfunktionen definieren , die diese vollstadndig beschreiberormer

a > B genau dann, wenn (@) > u(B) .
Man definiert w(a) als das kleinste allek , so dass der Punkh (1,...,1) inder Mengg;
(a) liegt . Die Funktion ist wegen der Monotonie der Vorzugskatvohldefiniert, wegen der
Stetigkeit der Abbildung™; auch stetig und wegen der Konvexitat der Mengen
i (a) quasikonkav, d. h.

u(ta + (1-t)B)= min {y (@ ,uy (@)} fur alle tad (0, 1)

Nachrechnen ! (Hinten ausfiuhrlicher)
Ist der Graph vor; sogar konvex , grapl; = { (B, a) | BOT;(a)}, so sind die Funktionen
u( .) samlich konkav. Die Bestimmung mdglichst adaquater Nutaektgonen, die sich andererseits
numerisch in obiger Aufgabe verwerten lassen , ist eines Hauptpeofiledtie effektive Anwendung
all dieser Marktmodelle.

2. Vektorena, B aus R werden als "Guterbtindel" fir den jeweiligen Spieler aufgefaRt) (i
das Bundel, das den Anfangsbesitz von i reprasentiert.
3. Eine Umverteilung (allocation, redistribution) ist ein Element x der Menge

X ={x=(x(@),...x(n)) / x(@)OR+M, = x(i)= Zx0(0) }. x ist also eine Matrix.
Der Core C(M).

Der core des Marktes M, bezeichnet mit C(M),ist jetzt die Menge all der Umverteilungen x, die
fur jede Koalition S von Spielern folgendes erfiillen:
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(1) Esgibtkein yOX mit y(s) >s x(s) furalleS S
[ spater auch beschrieben durch B(Sht I's( x(s) ) =Qs (x(s)) ]
und
2 sos Y(S) = Zsos X0(s); keine “Dominanz” bzgl. S.

Die MengeDS(x) dieser dominierenden vy ist stets eine konvexe Teilmenge von . kéimvexe
Hulle mit dem Element x ebenfalls.

D(x) sei die konvexe Hiulle aller DS(x) und x. Die Abb. ist uhs nach Voissi fur I'g .

Mit reichlich Aufwand zeigt man, dass x &DéV) gleichbedeutend miD(x) ={x} ist.

Vorgehensweise:
Man kann zuerst zeigen, dass C(M) nicht leer ist.
Danach:
(x,p) =(x(p),p) ist Walras GGW gdw. wenn x*q in jedem Zwillingsspiel ein EdgewdBW@st.
Dazu braucht man:
1 Aus Walras GGW folgt Edgeworth GGW.
Hat man schon die Existenz eines Walras GGW, folgt also@G\dh # 0.
Ferner (Zusammenhang) :
2 Ist x in X zu keinem Preis ein Walras GGW,
so ist x auch kein Edgeworth GGW in einem gewissen Zwillingsmarkt M”q.
3 Isty aus C(M"q), so kann man umverteilen, so dass auch ein Element x*q in C(M?q) liegt
4 (trivial) Ist xMqg+1}) in C(M™Mqg+1}) so ist auch x*qgin C(M"q) .
Damit wird die Menge X* aller x, die zu einem Walras GG @ren, gerade der Durchschnitt aller
symmetrischen Lésungen X[q], q hat. Zahl.

Wir zeigen den
Existenzsatz: Fur konvexe monotone Markte M gilt C(M)# 0.
Beweis: Unser Problem lautet jetzt:
Wir suchen x mit D(x) = {x} vergl. AbschlussBemerkung zu E. Michael.
Nach Michaels selection theorem [Mich56] gibt es (wegenKaervexitdts- und Stetigkeits-
annahmen; speziell weil D eine sogenannte unterhalb stetige mehrd. Abbildungneird) ei
stetige Funktion f mit f(x) O relint D(x) fur alle x.
Sie hat (Brouwer) einen Fixpunkt x*. Damit folgt x* = f(xf) rel int D(x*) und aus der Definition
von D: D(x*) = {x*}. Das ist gerade unsere Behauptung. ¢

Man braucht die folgenden spezielleren Sachen nicht. Die resthééidoren y(i), i 1\ S wirden
sich entsprechend definieren lassen, so dass die Gesamtsumme Jerddg wird, namlich yi =
x0(i). Man kann stets y(i) = x0(i) fur die restlichen i setzen. (Es ist Mum&kDS(x) !)
Sei

DS(x) ={yUO X | y dominiert x bzgl. S und y(i) =x0() fursS} O {x}

Kann man 0.B.d.A. sichern, dass y(i) = x(i) futJiS ?

Ja, denn Dominanz bzgl. S stellt dazu keine Bedingung. Wir seeg(di einfach so an. Wenn
Dominanz Uberhaupt vorliegt, dann auch eine solch&ummenbed. erfillt, alle Spieler sind
einverstanden, die SpielérS auch, da sie nichts verlieren.

y 7 DS(X) = y(k) =x(K) kTS , 25 y(k) =25 x(K) = y[OX.

y Oconv ( DS(X) , DT (x)) d.h. yA yl+ Aoy2 usw. ... = yOX.

Sei nun D(x) die konvexe Hille aller DS(x) . D(x) = conid S DS(x). Offenbar ist X1 D(x).

g- linge:

Im folgenden Abschnitt bendétigen wir dag-fache Produkt Ml des Ausgangsmarktes M .

Dazu sei g eine naturliche Zahl. Ausgehend von Markt M kann man e@&uem bilden mit genau gn
Spielern und jeweils g Spielern des Types i. Sie mdgen jedediselbe Anfangsbiindel x0(i) und
dieselben Praferenzen wie Spieler i in M besitzen. also guasilinge" sein. (Die g- ling Idee
stammt —wahrscheinlich- von W. Hildenbrand)
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Der Existenzsatz gilt offenbar auch furM94.
Fur jedes Element Xl X ist dann auch das Element{x)velches jedem Spieler des Typs i gerade

x(i) zuordnet, eine Umverteilung iM9 . Es gibt nattrlich auch andere Umverteilungen, z.B kénnte
sich ein g-ling alles nehmen und seinen Briidern nichts abgeben. Das wird unstaiiataressieren.
Zunachst betrachten wir weiter den Originalmarkt M.

23 Walras Gleichgewicht Léon Walras (1834-1910)

Wir betrachten den Markt M unter der weiteren Annahme, dass d&iitern positive Preise
P1,...,fn Zugeordnet werden kénnen. Ist ein Preisvektor p (0.B.d2A.px = 1, p > 0) fixiert, so
definiert er Uber

B(i, p) :={a O R™/{a,p) < (x0@),p)}
die sogenannteBudget-Mengefir Spieler i. Das sind die Giterbiindel, die i entsprechend seinem
Anfangsbesitz und Preis kaufen kann. Offenbar ist i an solcijedl B(i, p) interessiert, fur die
kein besseres
(2) a >i x(i) , o OB(,p) im Sinne seiner Nutzensrelation existiert (,maximale* x(i)).

Die resultierende Matrix x muss dann allerdings nicht notwendig nehren, wenn die Preise
schlecht gewahlt wurden. Ist

3 x O X,

so heiflt das Paar (x, p)Walras-Gleichgewicht (competitive- equilibrium, Preis-Gleichgew.,
Konkurrenz-Gleichgew.).

Die Menge dieser Punkte bezeichnen wir hier kM), die zugehorigen x mégen die Mengé
bilden.

Angenommen <=i wird Uber Nutzensfunktiongrrealisiert. Bedingung (2) heil3t dann einfach
(2)' x() O arg max {ui¢)/a O B(i, p) } (d.h. x(i) soll ui maximieren bzgl. B(i,p)).
Nehmen wir weiter an, es gebe fir jedes p eindeutige Losungem).xQann lasst sich ihnen der
"Defekt" d(x,p)= K Zx(i,p)-Z x0@) , p) |

zuordnen, der im Gleichgewichtsfall gerade Null sein muf3.

1. Zusammenhang zum Edgeworth-Markt
In jedem Falle gilt
Lemma 1: Ist (x, p) aus W(M), soist xaus C(M), also X*C(M).
Beweis: Sei (x, p) aus W(M).
Wenn x nicht aus C(M), gabe es eine Koalition Sundy mit
y(s) >s x(s) sOS) und Zy(s)=2Z x0(s) .
Wegen der ersten Bedingung und (x,(pW(M) muss aber fir den Wert der Warenbiindel gelten:
(y(s), p) > (x0(s), p) Us (y(s) ist zu teuer fur alle Spieler aus S) ,
denn sonst ,maximiert* x nicht den Nutzen von s Uber der Budgetmehbe, es ware x nicht
maximal bzgl. (2) (Mit Relation oder Nutzensfunktion).
Also gilt auch
2s(y@s) p)>2s (x0(s), pp, ( Zys)-x0(s), p >0.
Andererseits besteht jedoch Gleichheit wegen der Dominanzgleichy(g) = X x0(s). .

Bemerkung:
Analog folgt aus (x, pJ W(M) die core-Eigenschaft fur &)im g-fachen Produkt 1.

Preise als Stiitzfunktionale
Wir fragen nun umgekehrt, wann ein Element x des cores ®{) mit einem geeigneten p zu
einem Walras - GGW wird.
Seien dazu die Relationen >=i samtisbnotonn dem Sinne, dass
aus P =0 ,B#0 jeweils a+B > a folgt
(irgendetwas mehr und von allem nicht weniger ist immer besser).
Wir setzen aul3erdem voraus , dass die Mer@etx(i)) :={B/B >i x(i)}
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(4) cQix@= T (@)

erfullen.

Kommentar: Esist x//C(M), wenn x/7X und wenn folgendes
nicht moglich ist:  y(i)7 Qi (x()) Oi/Sund Z_i/JS y(i) <=Z_i/JS x0(i).

Also ist x/7C(M), wenn aus y(i)7Qi (x(i)) Oi /7S folgt dass>_S y(i) jO >2_S x0(i)_jO
fur wenigstens ein Gut jO gilt.
Das ist mit der Budget-Bedingung bei ,schlechten Preisen“ mdglich.
Die Budget-Bedingung verlangt:Z j p_j y()_j <= Z j p_j x0(i)_j . Sie kann auch dann erfillt
sein, wenn alle 7S mit y(i) insgesamt zu viel von Gut jO verlangen, ndmikeinn p_jO zu klein
ist. Also ist x/7C(M) sicher nicht hinreichend dafir, dass x mit jedem Preis\Wialeas Losung
wird.
Die ,zu kleine Preise* p_jO0 kdnnen sich dndern, wenn man andere Koalitionen S betiaebtetlb
ist die Frage, ob es Uberhaupt einen passenden Walras PreigzG(M) gibt, nicht trivial. Alle
Preise zu erhéhen, geht nicht wegep_j = 1.

Satz 2: Die Relationen >i seien monoton und mogen (4) erfillen.
Ein Element x[0 X  (insbesondere also ein core-Element) ist mit einem sgewi positiven
Preisvektor p ein Walras GGW dann und nur dann, wenn O nicht innerer Punkt der
konvexen Hulle conv({ M(, x)) der (Besser-) Mengen M(i, x) = (x(@i)) - x0() ist.
Beweis:
Wir bemerken zunéchst, dass x mit einem beliebigen Vek#od mur dann die Bedingungen fir ein
Walras Gleichgewicht erfullen kann, wenn jede Komponente von p pissitDies ist eine Folge der
Monotonievoraussetzung an die Vorzugsrelationen.
Wegen x /7X brauchen wir nur noch ein$ 0, so dass mit jedem i gilt:
Alle B aus der (offenen) Besser-Menge (x()) ={ B/B >i x(i) } missen im Halbraum

(B, p)>(x0(i), p) liegen.
Nach (4) bedeutet das mit der Budget-Gleichung: p ist Walras Preis genau dann|twenn gi
* B LT (x(1)) = cl Qi (x(i)) liegt stets im Halbraum H( p, i) =F/{(B,p)= (x0(), p)}.

(*) ist also einenotwendige und hinreichende Bedingudajir, dass ein Element Xl X zusammen
mit einem Vektor p ( der dann notwendigerweise positiv igt Walras GGW wird. Transformiert
man mittels der um x0 verschobenen Besser-Mengen

M(, x) = I (x(i)) - x0(i) ( sie liegen im R™"m),
ist (*) aquivalent zu

0 < min (M(, x), p) furalleild I.
Aufgrund des Trennungssatzes existiert ein solche€) mlann und nur dann, wenn 0 nicht aus dem
Innern der konvexen Hille der Vereinigung aller Mengen M(i, x) ist. Das war zunzeiges

Also muf? neben der Existenz von core-Elementen untersucht wemtdevas
0 O int conv (Oj M(i, x) ) .
bedeutet.

Dazu nehmen wir an:  Die MengenT'; (a) seinen konvex , die Relationen monoton.
Solche Méarkte werden auglonvex und monotogenannt.

Wegen der vorausgesetzten Monotonie ist dann int M(i, £i#£x(i)) - x(i) nicht leer, was sofort
auch (4) liefert.

Satz 3 (Walras GGW und g-linge)Fir konvexe, monotone Markte M gilt:
Eine Umverteilung x bildet mit einem gewissen positiven Pildmve ein Walras-Gleichgewicht

genau dann, wenn mit jedem natirlichen q ihr g-faches Prod@kizn core C(M) gehort.
Beweis:

Moge x mit keinem p zu W(M) gehdren. Nach Satz 2 gilblaes endlich viele Elemente in der
Menge
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O (intM(@i, x)), sagenwir'r.., N, sodass schon
00 conv{M|u=1,..,N}.
Es gibt also Zahlen wmit ~ w, >0, X w,=1, 0 =Zw,r.
Sei
M(j.x) =T (x()) - x0()
eine solche Menge, deren Inneres gewisseenthalt; die Indexmenge dieser j nennen wir J.  Wir
bilden ,Mittelwerte* der Guterblndel in M(j ,x) mit Hilfe der Koeffizienten :w
yi) = Ty wy /s mit =X w, , summiert Uben mit #Oint M(j, X).
Dann ist auch y(j) aus int M(j, x) und

%) 0=235Y0) 2§=1$>0, y(UQ (x() -x0()
bzw. x0(j) +y() O Qi (x(j)).

Wir bemerken nun, dass sich durch beliebig kleine Anderungen der Py(jkten Gleichung (**)
erreichen lait, dass (**) mitationalen 5 gilt.
Da die Mengemi offen sind, andern kleine solche Anderungen nichts an den Praferenzbeziehungen.
Also durfen wir unterstellen, dass allg in (**) rational sind. Dann lassen sie sich als
s=pn/q (index j in J)
mit einheitlichem q und nattrlichemgzhreiben. (Jetzt ist p kein Preisvektor !)
An dieser Stelle betrachten wir das g-fache Produkt des Ausgangsmads M
und bilden dort die
Koalition S, die aus jeweils; Spielern des Typslj J besteht.
Ihnen ordnen wir das neue, fir jeden Spieler bessere Bindel x0(j) + y(j) zu.
Die Summe aller neuen Bundel von S wird so

Zp (YO +x0(0)) =9z s(y() +x0()) = 0 + qZ§ x0() = Zp; x0() -

Die Summe ist also gleich der Summe der Ausgangsbindel dieser Koalition.
Damit ist das speziell konstruierte g-fache Produkt der Ueiieng x (lie mit keinem p zu
W(M) gehort) kein core- Element im speziellen g-fachen Produkt des Ausgangsmarktes.

Umgekehrt muf fir (x, @) W(M) das g-fache Produkt von x auch zu CjMehoren (s.Beweis von
Lemmal). Wir haben daher alles gezegt.

Um die Menge X* aller X1 X, die mit geeignetem p aus W(M) sind, zu beschreiben, definire
X(@)={x OX | x4 OCcmM9)}.

Satz 3 besagt offenbar gerade dass X* A 4 X(q) ist.
Da sich mit wachsendem q die Koalitionsmdglichkeiten der Spielefimit vergroRern, ist
X(g+1) O X(q).
Die Mengen X(q) sind nach Def. des cores wegen der Stetigditgyung fur die Préferenzen
abgeschlossen und beschréankt. Sie bilden dahezaitriertes Mengensystemwonach ihr Durch-
schnitt nicht leer ist, sofern jede Menge X(q) nicht leer ist.
Also folgt:
X* #£0 , wenn X(q)# O farallq.
Man beachte, dass X(q) eine echte Teilmenge des coréd) GE&in kann, da in (R)alle g-linge
des Typs i dasselbe bekommen.
Mit dem folgenden Lemma und dem Exisenzsatz flir Edgeworth GQWYM) = /7 ist der
ExistenzbeweisX* # [ abgeschlossen.

Lemma 2: Sei M ein konvexer, monotoner Markt . Dann ist X¢dy, falls C(M) = /7.
Beweis:
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Sei x[0 C(MY). Wir halten irgendein i fest. Den Spielern il,...,iq des Typs i seien die Guterbtndel

(5) x(11) <=i x(2) <=i .. <=i x(iqg)

zugeordnet. Wir bilden nun (den Mittelwert)

ai =(x(i1) +..+x(iq))/q, setzen z(il) = ... = z(igoE sowie z(.) = x(.) fur alle Gbrigen
Spieler.

Da x zum core C() gehort ist, kdnnen wir zunachst zeigen , dass in (5) jeweils =i gelten muR.

Dazu betrachten wir die n Spieler mit kleinstem x(i1).
Gilt fuer ein gewisses fixiertes i, etwa i = k nicht @kichheit, hatten wir wegen Monotonie und
Konvexitat der Praferenzen

x(kl) <kaoak
und fur die restlichen Spieler sicher noch

x(@il) <=iai.
Im Bundel ak besitzt Spieler k1 von wenigstens einem Gut j einen pesithnteil. Indem er
davon einen kleinen Teil gleichmaRig auf die tbrigen Mitglieder der

Koaliton S={i1/i=1,.,n}

verteilt, entsteht eine Umverteilung 2", die x bezigligh dominiert. Das widerspricht der
Voraussetzung X C(MY). Also gilt in (5) tatsachlich die Gleichheit.
Damit werden aber x und z stets gleichzeitig dominiert.
Folglich hat auch z mit symmetrischer Giiterverteilung der Kajfa die core- Eigenschaft, was zu
beweisen war. .

2. Existenz von Walras Gleichgewichtspunkten (mittels Brouwer’s Fpunktsatz).
Der folgende Beweis flir die Existenz eines Walras GGW(istek als oben, vereinfacht jedoch ein
wenig und stellt nicht den obigen Zusammenhang zum Edgeworth Gleichgewicht her.
Wir betrachten einenkonvexen , monotonévlarkt. Die Préferenzrelationen der n Teilnehmer
seien durch  "Nutzensfunktionen®; @lr die einzelnen Spieler gegeben , so dass

u(a)< u(p)
gerade bedeutet, dass i das Guterbiurfgledlem Bindel a vorzieht. Ist p ein Dbeliebiger
Preisvektor, so sind offenbar die n Aufgaben
A(i,p) max { u(a) | (p, a -X(@))=<0}
zu untersuchen. _
Wir suchen ein solches p, dass gewisse Losundg@) pdie die Ungl. sicher als Gleichung erfiillen
wegen Monotonie der; imit dem Gesamtangebot des Marktes kompatibel sind, d.h.,

S X(p) < c mit
c =2, x()OR"

erfillen.
Angenommen, die Aufgaben sind eindeutig I6sbar und ihre Lésungen sind stetig in p
Hierzu gibt es zahlreiche Bedingungen aus der parametrischen Optimierungbetigetzt nicht
weiter verfolgt werden. Es reicht z.B. vorauszusetzen, dass€1) siteng konkav sind und (2) a
priori fur die Menge aller ,sinnvollen Umverteilungen® vorauszusetzen, diéss einer hinreichend
grossen Kugel liegen.
Beweis der Existenz eines passenden Preises:
Indirekt:
Angenommen fur alle pmig; p =1, p=0 (kurz pd S) erfillen die Losungen'(g) von A(i,p)

w (p):= max{0 , Z;x(p) - ¢ } > O fir wenigstens ein (Gut)[j {1, 2,..., m}.
Wir setzen s(p) = w;(p) >0 und bilden zu p einen neuen Preisvektor p’ durch

pj= (R+w(p))/ (1+s(p)).
Er liegt wieder in S und die Abbildung p p’ ist stetig, hat also einen Fixpunkt p.
Der Fixpunkt erfullt

Pi=R = (p+t wpP))/ A+s(p)) O],
also

pL+sP)) = p+ w(p) O]
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bzw. ps(p) = w(p) 0j

Wenn p= 0, so wird Gut j sicher nicht ausreichen, algo>vd sein. Mit s(p) > 0 ist dies nicht
maoglich.  Wir erhalten daher sowohl >0 als auch
(8} X)) - 6 = w() = psE>00j] (KeinGutreichtaus), c¢ E;x%)OR"
Andererseits sichern die Nebenbedingungen der Aufgaben A(i, p):

% p (X(p) - >P(i),-) <0 Oi Summe Uber die Glter j, schlecht lesbar
und folglich, nach Summe Uber i,

) Zi (% B (X - X)) )= O

Die linke Seite lasst sich umschreiben als _

=i I p(Xp) - X)) =2 % p(Xp) - X))

=Z;p & (X -X0;) =Z; 8 (ZXP)y - ).
Nach (*) ist der letzte Ausdruck positiv im Widerspruch zu (**)Folglich muss ein Walras-
Preisvektor existieren. .

Bemerkungen zur Berechnung
Sei y ein zu A(i, p) gehdrende Lagrange - Multiplikator (rBitmension 1). Er exist. zu jeder
Losung, weil die Nebenbedingungenanaffin-linear sind.
Dann muss gelten
Du(xX(p)) + yp = 00OR", (p, Xp) - X()) =0 und % X(p) <c’ OR".
Die beiden ersten Bedingungen besagen gerade (fur konkave, diebanzi psogar aquivalent),
dass Xp) die Aufgabe A(i, p) l6st. ' '
Mit neuen Variablen 'z X(p) - X(i) und v(Z) = u( x°(i) + 2 ) wird dies fiir gesuchtes (z,y, p) zu
Dvi(Z) +y p =00R", (p,2)=0, Z2;Z <00R" (i=1,..,n).
Das ist ein (i.a. nichtlineares) .
Komplementaritats-Problem wegen der Komplementaritats-Bedinggipg z) = O.
Bei m Giitern ist dies ein System mit nm + mm+ reellen Variablen in (x, y, p) und ebenso
vielen Gleichungen. Sind dig quadratisch (einfachster Typ praktisch relevanter Nutzensfunkdione
also Dy linear, so hat das System seine einfachste Gestalt.

24 Vorzugsrelation und Nutzensfunktion

Auf X =RN sei eine mehrdeutige Abbildung F:-X X gegeben.

Die Bilder F(x) seienkonvexe und abgeschlossérelmengen von X.

Interpretation: Y F(X) < y ist besser als x oder genauso gut. Die Relation sei
reflexiv, xO F(X) ,

transitiv, yOFX) = F(y)O F(x) und

antisymmetrisclin dem Sinne, dass [yint F(x) = x O F(y).

AuBerdem sei simonoton y [ F(x) = y+h OF(x), falls h>0. Die Klasse der Abbildungen F
mit obigen Eigenschaften heiBe

Beispiel: Vektor-Halbordnung, Y1 F(X) = y=X.

Mit jedem h > 0 folgt so Y1 F(x)= y + hOint F(x) denn h'> 0 flr kleingh' - h||.

Gesucht wird: Eine Funktion u; X R mit

(1) YOF(X) <= u(y)zu(x).
u heil3t Nutzensfunktion zu F.

Notwendige Bedingung:

Es existiere eine Nutzensfunktion u zu F. Fur beliebige Elenxentegilt dann yO F(x) oder xO
F(y), d.h. die Relation F muilistandig sein (alles ist uneigentlich vergleichbar).  Damit scheide
die Vektor-Halbordnung F aus !

Wegen Antisymmetrie haty int F(x) zur Folge, dassX F(y), also gilt nach (1):
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yOintF(x) = u(y) > u(x).
AuBBerdem impliziert (1) dass u(x) = u(y) geradéd ¥(x) und xO F(y) bedeutet. In diesem Falle
muf3 also yI bd F(x) und xO bd F(y) gelten, d.h. x und y sind aquivalent im Sinne der "besser" -
Relation F.
Wiunschenswert ware, dass auch die Umkehrung
1) yt bd F(x) = u(x) = u(y)
gilt. Diese Forderung ist nicht hart.
Jede stetige Nutzensfunktion u fur F erflllt (1)":
y O bd F(x) = Es gibt eine konvergent Folgey'y mit y'0 F(X) = u(y') < u(x).
Weil auch u(ye u(x) und u stetig in y ist, kann nur u(y) = u(x) gelten. ¢

Gibt es eine Nutzensfunktion u fur F, die (1)' erfillt (z.B. eimtige Nutzensfunktion), so ist die
Implikation

(2) y O bd F(x)= x0O F(y)

richtig. Denny]bd F(x) = u(x) =u(y) = xOF(y).

Bed. (2) ist wegen Antisymm. nur mitxbd F(y) méglich und liefert wegen Transitivitat F(x) = F(y).
Def.

SchliefZlich heilRe Fstetig, wenn aus y- yund x[0 F(y') folgt, dass X1 F(y).

Mit anderen Worten, F heil3t stetig, wenn alle Meng’é(w' abgeschlossen sind.

Konstruktion von u:  Sei FO ®.

Fur rO R betrachten wir den Vektor 1R" in (1,...,1) - Richtung.
Wegen Monotonie und Reflexivitét gibt es zu jedem x ein r = r(x) mitlF[x), da die Gerade aller

r 1 die Menge x + R, [0 F(x) schneidet.

Def. u(x) sei das kleinste r mit r[1F(x).

Ein solches r existiert, denn wenn r hinreichend klein (negativjilt r 1 < x und somit XJ int F( r
1) wegen Monotonie. Also ist rf1int F( x) wegen Antisymmetrie.

Damit ist

3) u(x) =inf {r/ r10F(x)}

endlich und wird angenommen, weil F(x) abgeschlossen ist. Nunh&i(y) zur Folge dass F(¥)
F(x), also auch u(y& u(x).

D.h. uist monoton bzgl. der Relation F.

Wir zeigen weiter

(4) u(rl)=r.

Klarist u(rl1)=<r da r10F(r1). Wares<r, wirde <1F( r 1) nach (3) gelten.

Aber wegen r 1 > s1 und Monotonie ist aucht int F( s 1), was der Antisymmetrie widerspricht.
Nach (4) ist u stetig auf der Diagonalen r 1.

Nach (3) gilt offenbar u(x) I bd F(x).

Sei (2) richtig.

Dannist F(u(x) 1) = F(X) und u(x) =u (u(x) 1). Die Bilder von F werden dann schon von allen
F(r1)erzeugt. Esistnun u(x)=r gdw. F(r1)=F(x).

Lemma
Erflllt FO @ Bedingung (2), so genigt u aus (3) der Forderung (1), d.h. u ist Nutzensfunktion fir F.

(=) Sei yOF(x), z.z. u(yr u(x). Das ist klar wegen Transitivitat: FQ)F(X) = u(y)= u(x).
(O ) Sei u(ypu(x). z.z. ydF(x). Da u(y)2u(x)10F(x), folgt u(y) 10 F(x).
Wenn y[ F(x), verbinde man u(y) 1 und y durch eine Strecke S. Sie delimigin Rand von F(x)
in einem Punkte &1 bd F(x) . Dann folgt nach (2) XF(2) .
Es ist wegen Konvexitat von F(y): [BF(y), also auch & F(y).
Daher gilt wegen Transitivitat und (2):
F@OFY), F(xX) =F(2) .
Also folgt nach Defin. (3) auch u(x) = u@&u(y), d.h. u(x) =u(y) =u(z).
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Wir erhalten so F(x) = F(u(x)) = F(u(y)) = F(y).
Damit liegt S ganz in F(y) = F(x); insbesondere ist alSbR(x). 4
Folgerung:
0] Ist FO @ vollstdndig und stetig, so gibt es eine Nutzensfunktion fur F.
(ii) Hat umgekehrt FJ1 ® eine stetige Nutzensfunktion, so ist F vollstandig und stetig.
Beweis:
0] (2) ist stets erfullt, wenn F vollstandig und stetig ist:

yObdF(x) = Esqgibty'-> y mit yOFX) = xOF(y') = xOF(y).
Also existiert eine Nutzensfunktion nach dem Lemma.
(i) Denn erstens ist F vollstandig, weil tberhaupt eine Nutzensfunktion etxistie

und yO F'l(x) = X OF(y) = u(x)= u(y) zeigt, dass F stetig ist.
Bemerkungen
Nutzensfunktionen sind nicht eindeutig bestimmt. Aus (1) folgt noch nicht die Stetigkai.
In R kdnnte gelten: 1 F(x) = y = x. Die spezielle Funktion u nach (3) wird dann gerade u(x) = x.
Allerdings wird (1) auch erfullt von der Funktion u(x) = x firx <0 und u(x) = x + 1 #i0x
Satz.
F O & sei vollstandig und stetig. Dann definiert (3) eine stetige Nutzensfunktion zu F.
Hat umgekehrt 1 @ eine stetige Nutzensfunktion, so ist F vollstdndig und stetig.
Beweis.
Die zweite Aussage ist schon bewiesen. F erflllt (2), alsoidef(3) eine Nutzensfunktion u. Es
bleibt die Stetigkeit zu zeigen. Gelte x'x.
Angenommen u(x')>u(x)& =:p. Dannist pIOF(x') also xdF(p1l).
Da F( p 1) abgeschlossen ist, folgtl¥( pl) und so F(X)I F( pl).
Das liefert u(x u(p 1) =p =u(x) €. Wid.
Angenommen p' = u(x') < u(xe-= p. Dannist p' 10 F(x' ), also auch p@ F(x"), d.h. xO F‘l(pl).
Da F'l(pl) abgeschlossen ist, foIgD<F'1( pl), also pId F(x) und deshalb u(>d p = u(x) - . Wid.

3
Sei FO ®. Wann ist u aus (3) eine konkave Nutzensfunktion ?
(5) UAX+ (AA) X)= Au(x) +(1A) u(x'). A 0O(0, 1).

u konkave Nutzensfunktion> u stetig und F vollstandig.
(5) - Die Menge hypou:={(r,x)/ u(x)} istkonvex.
Weiter ist r< u(x) = u(rl)sux) = xOF(r1l).
‘ Also gilt (5) genau dann wenn die Menge M aller Paare (r, x) ritFgr 1) konvex ist.
M = graph fj , wenn Fj die Einschrankung von F auf die Diagonale U = {r TI/R} ist.

Cournot Gleichgewicht

n Produzenten eines Gutes produzieren davon jeweils x_i Einheiten.

Der mogliche Verkaufspreis p hangt von der Summe s =sum Xx_k ab; einfachster Fall
p(x)=a-bs .

Es entstehen Produktionskosten c_i(x_i) fuer die Produzenten. Ihr Gewinn sei
f i) =p(X) x_i — c_i(x_i).

Maximieren von f i bzgl. x_i (falls max existiert) .

(Dp/dx_i) x_i +p(x) -c'_i =0; Dp/dx_i)=-Db; -bx_i +ta-bs -c_i =0,
Xi+s =(a-c_i)/b, aufsummierenergibt s+ns= (na-sumc _k)/b
also (n+1)s = (na - sumc’ k)/b und

xi= [a-c_ -(na-sumc_k)/(n+l) ] /b.

Sind die Kosten linear, ist ¢’_i konstant und x explicit auszurechnen.
2. Ableitung von f_i nach x_iwird -2b <0, also hat man jeweils Maxima bzgl. x_i.

Man braucht dazu als Voraussetzung: 0 < a-c_i - (na - sumc’_i)/(n+l) ,
c_i -sumc_Kk)/(n+l) < a (1- n/(n+1) )
(n+1)c i - sumc’ _k < na

Ausserdem Preis positiv:
O<a-bs=a -(na-sumc_k) /(n+l)
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0< (n+tl) a - na -sumc_k
a > sumc Kk .

Diagonalspiele: ~ Matrixspiel mit A=diag (p_1, ... ,p_n), p_i positiv.
(X, y) GGS impliziert dass alle x_i, y_j pos. sind.

Wert der Spiels v>0 : Man wahle x = (1/n,...1/n), um das zu sehen.
Xjpj=xAej>v=xAy forall j; alsox j>0, analogy j>0.
v=XxXAy=sum_j X jAjy=sum_j X jpj yj liefert x jp_j=v=y jpj .

Also bis auf einen pos. Faktor x_j =y j= 1/p_j,; Faktor so, dass Summe jeweils 1 wird,
also (sum_j 1/p_j)™M-1};
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