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1 Variationsrechnung, The basic problem and conditions of
first order

Assumptions:
We suppose that f € C*'(R®,R) and a < b are given and = = z(t) € C''(a,b) is a searched real
function, continuous on [a,b]. We study the problem

b
min J(x); J(x) ::/ fz(t), z(t),t) dt (1.1)

x

with boundary conditions z(a) = A, x(b) = B. If |&(t)] — oo for t — a or t — b, we suppose
that the (improper Riemann-) integral still exists.

1.1 The Euler equation

To derive a basic necessary optimality condition (Euler’s equation (1.11)) ), let Z be a (local)
solution and u = u. be any function

u € C'(a,b) such that u(t) =0 if t ¢ I.:=[a+e, b—g] (1.2)

For fixed € and real A we consider the function = + Au and

b

J(Z + Au) — J(T) :/ [ F(&@) + Mu(t), z(t) + M, t) — f(Z(t), z(t), t)] dt. (1.3)

a

We shall determine %J (Z + Au) at 0 and use that this derivative has to vanish. The function

u— %J(f + Au)(0) is also called the first variation of J and denoted by §.J.
Let us abbreviate
p(t) = (2(t), x(t), 1).

The integrand vanishes outside I.. On I, the functions v and % as well as

t— f(Z(t)+ Au(t), z(t) + M, t) and t— f(p(t))
are continuous and bounded. So we may estimate

F(@(E) + (), 2(t) + My ) — F@E)2(0),8) = A DFO)(ult), alt), 0)
by the mean-value theorem, where 6; 5 is some point of the line-segment L; ) between
(Z(t) + Au(t), x(t) + A, t) and p(t).
Since t € I, all segments L.  belong to a compact set in R?, and it follows
162 — (@) <d(N) where 6(A) = 0if A —0

and, since Df is uniformly cont. near I. C IR?, there holds an estimate

IDf(0:.0) — Df(p(t))] < O(\) where O(X) — 0 if A — 0.

Thus
J(z + M) = J(@) = X [, Df(0cx)(u(t), ult),0) dt
= N[ J;. DIG®) (u(t),(0),0) dt +r(N)] 14
where

Ir(A)] < O(N) maxy, ||(u(t), i(t), 0)]-
The maximum on I, is bounded by some constant K, hence ([1.3)) can be written as

J(@ + M) — J(@) = A [, DF((p(1)) (u(t), a(t),0) dt + o(\) where o(A)/A —0.  (L5)



Since T was a solution, it holds

dJ(x+ M),
o 0= fim A
ie.,
0 = [, Df(p(t) (u(t),u(t),0) dt
b .

= fab Df(p(t)) (u(t),u(t),0) dt (L.7)

= J, fe(p(1)) u(t) + fi(p(t)) a(t) dt
with partial derivatives f, and f;. This holds for all € > 0 and all u = u, from (L.2)).
Fundamentallemma (Lemma of Du Bois Reymond):

Next assume that f;(p(t)) is continuously differentiable w.r.to ¢ on (a,b). Then we obtain by
partial integration on I.

[ £sto@) i) dt = £o0(0) w(t) V52~ [ G F0(0) () d (19)
I. I.
and, using (|1.2), also
. ’ . v d
| sy a= [ e a= - [ Gremua09)

This way we obtain from (1.7)), for the current arguments p(t) = (Z(t), z(t), t), the necessary
optimality condition

b
0 :/ [ﬁ(p(t))—%fm-(p(t)) Ju(t) dt for all u in (13). (1.10)

Lemma 1.1. The equation can only hold for all u in if the continuous factor fulfills

Euler’s equation
d

— 2 fa(p() =0 V€ (ad). (L11)

Beweis. Otherwise there is, by continuity, some 7 € (a,b) with E(7) # 0, say E(7) > 0. Then
E > 0 remains true for all ¢ in some interval I(7,d) = (7 — §, 7 + ) which, for small &, belongs
to I.. Taking any function w. which is positive on I(7,d) and zero on I. \ I(7, ), we obtain

0 # / b E(t) u(t) dt. (1.12)

in contradiction to (1.10). Similarly one can exclude that F(7) < 0. A related function u = u,
(sufficiently smooth) can be easily found, e.g. with n > 2 by the non-negative product

u(t) = { (t—(r- (5))110((7_ +9) =)™ ifr —O(Ehger;igsg- +4,

In consequence, (|1.11)) holds true. O

The curves which satisfy the Euler equation are often called extremal. However, because
these curves are not necessarily extremal for our objective function J = J(x), we shall avoid this
notation.



1.2 Hilbert’s approach

Using Hilbert’s approach, the assumption of f;(p(t)) being continuously differentiable w.r. to ¢
on (a,b) can be weakened.

Now, to derive the condition we will only need that f.(p(t)), f:(p(t)) are continuous
on (a,b) which is ensured by f € C* and 7, x € C'(a,b):

Beweis. Let V(t) = f;re fz(p(s))ds. Then we have V(t) = f.(p(t)) and

Fo(plt)) ult) dt = [V(£) u()]iss / V() alt) dt = / V(1) a(t) dt.
I.

e I.
Thus means
b
0 :/ fo(p(t)) u(t) + fi(p(t)) u(t) dt = /1 [fa(p(t)) = V()] u(t) dt. (1.13)

This implies (with nonsmooth trapez-functions ) that
fie(p(t)) — V() is a constant function.
Indeed, let
9(t) = fa(p(t)) = V(1).

Consider, for a < 71 < 12 < b, small §-intervals I(7;,d) = [r; — d,7; + ¢]. Let u be first constant
zero, then linearly increasing with @« = h/é on I(7,d), then constant 26h/§ = 2h, next decreasing
with & = —h/d on I(72, ) and finally again zero. This yields (for small ¢)

. Ji(r.5)9(0) dt J1ra5) 9(1) dt
/Isg(t) a(t) dt = h : ~ o

Hence, the left integral is only zero for all such trapez-functions v if (let 6 — 0) g(m1) = g(72).
After smoothing the functions u sufficiently precise, such that a > 0 is small and

Ji(r.5) 9(8) u(t) dt - Ji(r.5) 9(E) Tsmootn(t) dt
o o

<«

one sees that g(m1) = g(72) must also hold if (1.13) is valid for all u from (I1.2). In other words,
g is necessarily constant.
Thus f:(p(t)) = ¢+ V() is the sum of two C! functions and differentiable, too. Via

d d
0= @[ fa(p(t) =V (t) ] = @fﬁc(?(t)) — f=(p(t))
S0 is shown. O
1.3 Extensions
1.3.1 Higher derivatives
For problems with involved higher derivatives like
b
min J(z); J(z) ::/ flx(t), 2'(t), 2"(t)), t) dt (1.14)

with boundary conditions z(a) = A, z(b) = B, 2'(a) = A’, 2/(b) = B’ and the related differen-
tiability, we derive, as for (|1.7)),

0= [} Fu(p(®) ult) + for(p(t) W' (t) + for(p(t)) u"(t) dt (1.15)



and apply partial integration

b b
[ terto®) @y dt=— [ Lt o) w0) ar (1.16)

This way we obtain the condition

Eﬂﬂ:ﬁ&ﬁ»_%h@@)+%§

Similarly, higher derivatives can be involved; the signs at ;Ti foo (p(t)) alternate.

S Ea() =0 Ve (a,b) (1.17)

1.3.2 Higher dimensions

If z(t) € R" in problem (l.1)) then, by variation of z; = z;(¢) and fixing the other functions, one
obtains

Bj#) = fu (0(0) ~ o (p(0) =0 V€ (ab),

hence again, but now in vector description,

By(t)i= £ p(0) — 5 fupl0) =0 Vi€ (). (1.18)

The Euler equation describes now a system of usual differential equations. In the same manner
the results on different boundary conditions in [1.4] can be extended.

1.4 Different boundary conditions

1.4.1 No boundary conditions
If no condition for z(b) is required in problem we may assume that

u € C? is constant near a and b, u(0) = 0 and u(b) is arbitrary. (1.19)
Then formula becomes

b b b
[ sty i) dt =l = [ G a0(0) u(e) dt = £2(8) wit) [ G As(o(0) wlt) (120)

and leads us to the necessary optimality condition

0 =5 u®) + [ [L60O) - ZHOO) ) u@ d foraluin @@ (120

With u(b) = 0 as before, it follows that (1.11)) holds true,
d
L fp() =0 Vi€ [a,)

Et) = f.(p(t)) —
(1):= L2 o(t) ~ &
and, in addition (considering all u(b) # 0 and using that the integral vanishes),
fa(p(b)) = 0. (1.22)

Similarly free z(a) can be handled.

1.4.2 Adding some function

Sometimes one studies the sum of an integral and an usual function

b
min J(z);  J(z) = / Flz(),5(t),1) dt + G(z(b)) (1.23)

x

where x(b) is not restricted and G € C*. Now, in the term
DG (z(b) u(b) = ;ir% MGz (D) + Au(b) — G(T)]

must be added and changes condition ([1.22)) into
f+(p(b)) + DG(2(b)) = 0. (1.24)



1.4.3 Free right boundary

If, in section also b can be arbitrarily taken and G(x(b),b) is added, we obtain for optimal
(%,b) the necessary Euler conditions (1.11)) with b = b and

fi(p(b)) + G (2(b),b) = 0 (1.25)

since Z is optimal for fixed b, too. Because also b can be changed, we also obtain that the derivative
of the objective w.r. to b vanishes at b, i.e.,

0=f(p(b)) + Gu(2(b),0) w(b) + Gu((D), ). (1.26)

Of course, we need that the optimal curve can be differentiable extended to b = 5—1—75. -
Using ([1.25)), condition ([1.26)) can be also written, with derivatives/values at p(b), #(b) and
b, as
O0=f — fi ©+Gp . (1.27)

1.5 Isoperimetric problems
Now we consider the problem
b b
min J(z) := / f(x(t), &(t),t)dt  such that Jy(z) ::/ g(x(t),&(t), t)dt = c. (1.28)

with boundary conditions x(a) = A, x(b) = B and given c¢. Our initial assumptions concerning
f are now also imposed to g.

Theorem 1.1. Let T be a solution which does not satisfy the Euler equation for Jg, i.e.,

E4(t) := g.(p(t)) — %gj(p(t)) is not identical zero (a,b). (1.29)

Then there is some (Lagrange multiplier) p € R such
d
Ef1ug(t) = fa(p(t)) + pga(p(t)) — — (fa(p(t) + nga(p(t)) =0 Vit € (a,b). (1.30)
Recall that p(t) = (Z(t), x(t), t).
Beweis. We consider points (functions)
Y(A) =T+ Mur + Aaug
where A\; € R and u; satisfy (1.2). Since E,4(t) is not identical zero, we find us such that
b
0 # / Ey(t) us(t) dt.

Using this us and any up, put

b
JaOvsAe) = / o(y(0),5(0), Ddt,  similarly (A1, o).

Then

9j b .
af\i (0) :/a Ey(t) ui(t)dt and ai;;(O) £0.

So the implicit function theorem may be applied to the equation j4 (A1, A2) = ¢. Thus locally, for
small |A[, there is a unique Ay = (1) satisfying

JopO) = ¢ and k= 520 = (2O 22(0) = -



Then A; near 0 along with Ay = p(A1) = kA1 +0(\1) generate feasible functions y(A). Substituting
these particular y(\) in j; gives an objective function h of A\

M= GO A) = [ F®), 9,1 dt (X = (A1)
= f” FOZ() + Mur(t) + (BAr + o(A)ua(t), z(t) + Mar(t) + (kA1 + o(A1))ta(t) t) dt

a

Since T was optimal, it must hold (with derivatives at p(t)) and after partial integration

_dh

0= —
dXy

b b
Taking the form of k in ([1.31)) into account we observe

[P E () uy dt

b
J2 Ey(t) us dt /a !

b
O:/ Ef(t) (5% dt —

Setting, finally,

p=— =% ( ; (1.32)

this gives us

b b b
0 =/ E¢(t) wq dt+u/ Ey(t) uy dt :/ [Ef(t) + pEy(t)] uy dt
and, since u; was arbitrary ,
0=Ef(t) + pEg(t) = Epypug(t) vt € (a,b).

Notice that (|1.32)) presents an (almost) explicit formula for . O

1.6 Constraints along the curve

Now we study the problem
b
min J(z, z) := / f(z(t), 2(t), 2(t), 2(t),t) dt  such that g(x(¢),2(¢),t) =0 (1.33)

with boundary conditions z(a) = A, z(b) = B, z(a) = A’, z(b) = B’ which satisfy the cons-
traints. We suppose again

fecCt (x,2) € CHa,b). If ||(2(t),2(t))]] — oo for t — a or t — b, we require that the
(improper Riemann-) integral still exists. Finally, let g € C? and, as a key assumption, let g—g #0
along a solution (&, z).

Theorem 1.2. For some continuous function u = u(t), the solution (Z,Zz) fulfills the Euler

conditions J J

for the minimum of

b
/ hz(t), 2(t), (1), 2(t),t) dt where h = f(z,z,%,2,t) + u(t) glz, 2z, t)

without constraints along the curves. A possible setting: p = —(f, — %fzv)(gz)*l. &



Beweis. Because of % # 0 and g € C', the implicit function theorem implies for points near the
curve: Equation g = 0 defines locally a unique function ¢ = ¢(z,t) such that g(z, p(z,t),t) =0
and

Dy(a,t) = =(g:)"" ( 9oy 9¢ ) - (1.35)
Since even g € C? is supposed, we have ¢ € C? and ¢,y = ¢, (Schwarz). This holds even for
vector functions g, z,z under regularity of the matrix g. along the optimal curve (and implies
the corollary below). Using ¢ we write the constraint near the optimal curve as

z(t) = p(x(t),t) with 2= Cfi—f = gi T+ aa—f = &+ ¢y

and substitute it in J which gives a usual problem where only z is the searched function

b b
j(x) ::/ F(z, &, t) dt:/ flx, o, &, &+ @y, t) dt.

To determine the Euler equation for the integrand F we take into account that the functions
©, @, and @, are depending on z and ¢ and calculate

Fo=fe+fzpe + [z (@mxi‘F‘Ptm‘)a Fi = fi + [5 #u,

d d d d d d )
%Fﬁc = afx + %fz Yz + fz' %@L = %fx + %fz Pz + fZ' (99:171"734' (P;ct)-
Since @zt = @i, the terms f; (...) vanish in the Euler equation, and we obtain
d d
0=f:——Ffz s — —f:) ©x- 1.36
fom She b (fam ) (1.36)
For ¢ = ¢(x,t) , we know from (1.35))
¢z =—(9:)""a- (1.37)
Thus condition ([1.36]) becomes
d d
0=fo—=f: — z T ;)2 z71x~ 1.38
fom fe = (fo = 5 f2) (9:) 79 (1.38)
Setting
d
w=—(f.— afg)(gz)*l (= p(t) is continuous ) (1.39)
we then obtain necessarily
d
(f: — %fz) +pg. =0 (1.40)
and by (L1.38)
d
(fw - %fa:) + g = 0. (1'41)

Hence, introducing the function
h=f(z, 2 %t +ut) gz, z,t)  (h=f+pg)
the conditions (1.40) and (1.41]) are just the Euler equations (|1.34)) for minimizing

b
[ #2600, 0,200, 1) ar
O

Corollary 1.3. The last proof and the theorem similarly hold for vector functions z(t) € R™
and z(t), g(z,z,t) € R" under reqularity of the (n,n)-matriz g, along the optimal curve. In this
case, we obtain p(t) € R™ and the product p(t) g(x,z,t) is (for fived t) the scaler product in
R".
Beweis. We have only to take into account that, in formula (1.35)),

Do(z,t) = =(9:) " ( s 91 )

now g is an (n,n) matrix and ( gy, g¢ ) an (n, m+ 1) matrix. O



1.7 Constraints as boundary conditions

Consider the problem
b
min J(z, z) := / f(z(t), 2(t), (t), 2(t),t) dt  such that g(x(b), z(b)) =0 (1.42)

with fixed a,b and initial conditions x(a) = A, z(a) = A’. We assume
zeR™, z,g € R

Again we suppose that (#,z) solves the problem and require related smoothness f,g € C?.
Furthermore, let g, := g.(Z(b), 2(b)) be a regular matrix.

Theorem 1.4. There is some p € R™™™ such that the necessary conditions for & = (z,2) and
minimizing

b
/ fdt + (u, g(&)) with a free value of &(b)

are satisfied, namely the Euler equation

fm*%fi:() and fz*%fz':() (1.43)
and , B
( ;Iglb)g ) + p < gm > = with g-derivatives at (Z(b), zZ(b)), (1.44)

cf. section[I-].9 The vector y has the form
p=—fe0) [ g:(2(b),2(0)) "

Beweis. Since (Z,Z) is optimal with respect to all curves satisfying z(b) = z
we have (1.43]). Using regularity of g.(z(b),z(b)), the implicit function z(b) = @(z(b)) ( near
(z(b), (b)) ) locally exists and has the derivative

Do( (b)) = [ g=(x(b), 2(0) ) | 7" gu( (D), 2(b) ).
Let u, v be variations of Z and z with bounded derivatives and
v(b) = Dp( 2(b) ) u(b).
After some correction r (depending also on u(b)) with ||r|| = o(||u(b)]|), we then have
o(Z(b) + u(b)) = z(b) + v(b) + .

Hence the changed function w(t) = v(t) + =2 r satisfies

)
w(d) =v(d)+r, g@®) +ud), 2(b) +w(d)) =0, [w(t) —vE)] < |r| vt
as well as | () —o(t) || < lzl

This holds not only for (u, v) but also for all functions A(u,v), || small. Then w = wy and r = 7y
depend of X\ and fulfill

t) _ )\U(t) || S HT‘AH < Onew()‘) (145)

The integrand f is a Lipschitz function near the optimal curve. Thus (1.45) implies, with some
constant K

IF(Z+ M, Z+wy, T+, Z+iy, t)— f(Z+ A, 24+ v, T+ M, 2+ M0, t)] < Ko())
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and ensures a similar estimate for the integrals. Hence the limits

Ly =limy_o A [P F(Z 4 My 2 + wa, T+ Aty 2+ oy, t) — J(Z, 2) ]
and
Lo =limy_g AU [2 F(@ 4+ M, 2 4 Mo, + A, 2+ A 6, 1) — J(2,2) |
coincide. Since the curves under L; are feasible, L; = 0 holds by optimality. So we know that
b b
0="Lo= [foulp— [, (fo— Gifs) wdt + [f: 0]t = [[(fe = Fif:) vt

= (fo ult 4+ [f: oo

= Ja(b) u(d) + f:(b) v(b)

= fa(0) u(d) = f:(b) [ g=(2(b), 2(b)) | gx(2(b), 2()) u(b).
Since all u(b) are permitted, it follows, with the n-vector

p=—f:(0) [ g:(2(b), 2(0)) ] (1.46)

and g-derivatives at (Z(b),z(b)) that

0= fi(b) + 1 G ( f2(b) as a row, g, a (n,m) matrix ).
[Compare with the setting (1.39) for g(z,z,t) = 0; p(t) = —(f. — % f:)(g:)7].
Trivially, (1.46) also yields

0=fi(b) +u gz ( f:(b) as arow, g, a (n,n) matrix ) ).
Hence we obtain the additional necessary condition (|1.44)).

( J’ZES; ) +u( g: ) =0 with g-derivatives at (Z(b), Z())

This tells us that the necessary conditions for £ = (z, z) and minimizing

b
/ fdt + {u, g(&)) with a free value of £(b)

namely the Euler equation ((1.43)) and (|1.24) are satisfied, cf. section and put

G= (1 9(8)
O

Corollary 1.5. If also b may vary and g = g(x, z,b) then, according to section we obtain
the additional condition

0= f(p(b)) + Ge(£(b),b) E(D) + Gu(E(b),b) where & = (x,2). (1.47)

O

Corollary 1.6. (usual problems in R"): Assume € € R"™ minimizes H (&) under the condition
g(§) =0€ R™. Let H,g € C' and Dg(§) have mazimal rank. Then there is some u € R™ such
that

He(€) + Y +pi Dgi(€) = He(€) + p ge(§) = 0. o (1.48)

i=1
Beweis. Due to the rank-assumption, we can write ¢ = (z,z) € R™ such that z € R™,z ¢ R"™"™

and g, is regular at £. Now we identify ¢ with £(1) for a function ¢ = £(t) in a variational problem.
Put a =0, b=1, £(0) = 0 and notice that

1 1
(W) - He) = [ 1GHEO) d = [ ) o i

So, the problem of minimizing fol He(£(t)) £(t) under g(€(1)) = 0 coincides with the initial one
and fulfills the claimed condition

H(6() + 1 ge(€(1)) = 0 for some € R™.
Furthermore, (1.46)) yields = —H, g '. O
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1.8 Eulersche Gleichung fiir Funktionen von zwei Variablen.

Gesucht werde u = u(z,y) tiber einem Gebiet G mit vorgegebenen Werten auf dem Rand, sodass
ein Funktional

u) = / fu, ug, uy, z, y)dedy  u, = %,uy = g—z partielle Ableitungen

extremal wird.

Es sei f zweimal stetig differenzierbar. Wir nehmen dies auch fiir ein (lokal) optimales u an.
Wir vergleichen F'(u) und F(u + sv), s reell, v eine entsprechende Funktion, die auf 9G ver-
schwindet. Dann ist

F(U+SU)—F(U) = 0(8)+8 / fu (U, U, uy’ L, y)v+fuz (u7 Ug Uy, Z, y)vm+fuy (ua Ug Uy, Z, y)vyd;vdy
Mittels s — 0 folgt dann aus der Optimalitéit von w:
0= / fu(u7 Uyg s uya z, y)’U + fuz (uv Uy, uy7 xz, y)vx + fuy (’LL, Uy, uyv x, y)UydiCdy

kurz 5 5
v v
0= // fuv + <fumax + f"yay> dzdy (1.49)
G

fiir jedes (erlaubte) v = v(x,y).
Was bedeutet das? Wir benutzen den

Satz 1.2 (Satz von Green im R? (mit Q = f,,,v)).

_ @ﬁj _
//Qr Pydzdy = // ddy OédeJery

Mit P := —P 1ist das 5 8P
// @, 5 dody —/—de—i—Qdy.
oG

Nun sei speziell Q = fu,v, P = f, v.

Dann ist 90 o7 5 OP of 5
Uy v _ Uy v
ar "V or Tear 3y TV Tlua,

v 0Q  0f.. v P Of,

w0 gy = r o "M Ty Ty "oy

Dies liefert uns

o= [ (5T ) (5 e
Ofu
/ fuv—i-v( Ofus _ f”)d dy +//(8Q aP)d dy
Ofu,
//v fu— O/ — Juy dxdy+/dez+Qdy.
oz Jy
G oG
Wegen Q = fu,v, P = fu,v und v =0 auf OG ist das zweite Integral [ Null !
oG

0= //v (fu — ‘95? — ag;) dxdy.
G

12
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Das Integral ist aber nur Null fir alle (erlaubten) v, wenn die stetige Funktion im Integral f, —

agzz — 8327 identisch Null ist. Also muss gelten (die Eulersche Gleichung):
Ofu, | Ofu
L — e v ) =0. 1.50
f ( fuo 4 2L (1.50)

Beispiel 1.3. Man tiberzeuge sich davon, dass die Aufgabe

min = //(uz)2 + (uy)?dzdy (= // | Vu||>dzdy)
G el

gerade zur Laplace-Gleichung Au = 0 fihrt.

Spezialfall u = u(t): Fir u = z = z(t) und v = v(t) als reelle Funktionen erhélt man durch
Spezialisierung der entsprechenden Gleichung (|1.49)) wieder

b
0= /fxv—i—fx/v’dt 1.49()
und die Eulersche Gleichung;:
d
o —f = 0. 1.51
fom o (151)

1.9 Konvexitat der Zielfunktion

b
Konvexitit von J mit J(z) = [ f(x,2',t)dt.

Tz + (1= Ny) < AJ(z) + (1= N)J(y) YA € (0,1)
bedeutet hier VA € (0,1),

b b

b
/f()\x + (1 =Ny, A2’ + (1 =Ny, t)dt < /)\f(acw',t)dt + /(1 =N f(y, ¥, t)dt.

a a

Sie ist offenbar gesichert, wenn f in (z,2") konvex ist. Umgekehrt garantiert sie, dass aus der
Eulerschen Gleichung Optimalitaet folgt.

Beispiel 1.4.
f =14 (2")? fir minimale Bogenlinge.

1.10 Weierstralt--Erdmannsche Eckenbedingung

Notwendige Bedingungen fiir C'-Funktionen x = x(t), t € R, mit einem Knick in t = 7.
Gesucht wird = = z(¢) fiir ¢ € [a, b] mit z(a) = A.

b

Dabei soll F(z) = [ f(z,2’,t)dt (z' = &) minimal werden, wobei x = z(t) in ¢t = 7 einen Knick
a

haben darf (sonst zumindest C1).

Beispiel 1.5.

Lésung: x =0 in [0, 3], =t — 3 in [3,1].
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Beweis. Wir berechnen die erste Variation 6F(x) = lirno s F(z + su) — F(z)] von F in z,
n—

integrieren dabei partiell tiber beide Teile des Intervalls und beachten u(a) = u(b) = 0. Wir
erhalten nach bekanntem Muster:

OF (x)

b
/fz(:y,x’,t)qufz/ (x, 2" t)u'dt

b
/Ef u dt + [forulg + [fw’u]?—

b

/ Eyp wdt + [for(7) = fur(7)] u(r).

a

Es setze sich u aus u! und u? (links/rechts von 7) zusammen. Wir schreiben f* fuer f links von
T mit eingesetzter Kurve z, analog f2.
Dann liefert  +u wieder eine Funktion mit hochstens einem Knick in 7 wenn (u! = u? in 7).

T b
0= /Efuldt + /Efuzdt + [fL () = fA(Du(r), (u'=u?inT).

Als notwendige Bedingung liefert §F'(x) = 0 erneut die Eulersche Gleichung Ey = 0, indem wir
alle v mit u!(7) = u?(7) = 0 betrachten.
Natiirlich nehmen wir an , dass f, — % f,/ entlang der Kurve x = z(t) existiert und beschréinkt ist.

Man variiere nun weiter u so, dass u fiir ¢t € (7 — e, 7 + ¢) eine (hinreichend gut gegléttete)
Dreiecksfunktion mit Hohe H in 7 wird und auferhalb des Intervalls Null ist.
Die Integralsumme hat dann einen Wert W =~ eK' + ¢ K2 mit Konstanten K°.

(Tatséchlich wissen wir schon mehr, sie ist sogar Null weil die Eulersche Gleichung gilt).
Das Produkt wird dagegen [fL (1) — f2(7)]H.
Dies liefert uns mit kleinem ¢ und festem H > 0:

fl(r) = f2() baw. N f(t) = N fu(t), (1.52)

die erste notwendige Bedingung von Weierstraf§ (= 1840) und Erdmann (= 1870).
Um die zweite Bedingung

lim | £(6) = @'(6) fur(t) = T F() = 2'(0) o (1) (1.53)

t—7—

zu erhalten,
betrachten wir z als aus zwei C'*-Funktionen zusammengesetzt, die beiden Intervallen entsprechen
(so kann man auch fiir die erste Bedingung vorgehen!). Die erste heifie wie vorher x, die zweite

Y.
Die Teile einer optimalen Knick-Kurve 16sen dann die Aufgabe

T

T b T
min F(z,y) = /f(w,xﬂt)dtJr/f(y7y’7t)dt=/f(m,:cﬁt)dt—/f(y,y’,t)dt
a T a b

unter den Randbedingungen in a und b sowie der (reguléren) Nebenbedingung
2(7) — y(r) = 0.

Sie sind daher (ohne Endbedingung) mit einem geeigneten Lagrange-Multiplikator A Extremalen
fiir die Lagrange-Funktion

Lz, g A7) = / flana! t)dt / f o 0dt + Ma(r) - y(r)).
a b
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Variiert man « durch u, y durch v mit u(a) = 0 = v(b), liefert dies nun die Bedingung (beachte
E; =0):
0= fL(m)u(r) — f2(7)o(1) + Mu(r) — v(1)). (1.54)

Fiir u(7) = v(7) erhalten wir die schon abgeleiteten Forderungen. Hier diirfen wir aber auch
u, v mit u(7) # v(7) betrachten, da die Stetigkeit der zusammengesetzten Losungskurve in der
Nebenbedingung z(7) = y(7) steckt, die nun mittels \ reprisentiert ist.

Beachtet man, dass die Integrale Null sein miissen (Eulersche Gleichung) und wahlt man u, v mit

u(r) =v(r) = H # 0, folgt so wieder (L.52),
£1() = £2(0).

Da die Knickstelle 7 € (a,b) frei wihlbar war, muss nun allerdings die partielle Ableitung L,
ebenfalls verschwinden. Das liefert

0= fH1) = f2(7) + M2'(1) = y/(7)).

Mittels (1.54) berechnen wir A. Dazu sei u(r) = 1 und v(r) = 0, was A = —f1,(7) und mit
fL(7) = f2.(7) auch A = —f2(7) ergibt. Also gilt tatséchlich (1.53):

FHT) = fo ()2 (r) = £2(r) = f2(T)y (7).

2 Variationsrechnung, Bedingungen zweiter Ordnung

2.1 Legendre-Jacobi-Bedingungen fiir nichtnegative 2.Variation

Fiir die Standard Aufgabe
b
min F(z) = min/f(x,x’,t)dt

mit Randbedingungen in a und b erfiille eine Kurve die Eulersche Gleichung.
Wir fragen, wann die (von z und u abhéngige) zweite Variation

62F(x) = ;13%) A2(F(x + M) — F(z))

positiv bzw. nichtnegativ bleibt fiir (C2-) Variationen u, die im Rand verschwinden.
Dies wiirde zumindest sichern, dass )l\irr%) (F(x + Au) — F(z)) > 0 bleibt, und (bei uniformen

Abschiitzungen von F mittels §2F(z)) die Minimalpunkteigenschaft garantieren.
Zunéchst rechnen wir durch 2.0rdnungs-Approximation des Integranden aus, dass gilt:

b
8?F(x) = /fm(x7x',t)u2 + 2f e (2 )t + o (z, 2’ ) (u)2dt

(hierzu muss f € C? sein).

Weiter ist 2uu’ = %£u? und daher (partiell integrieren)

b

b b

d d

/ 2 fuw (2 t)und dt :/ fm/(x,x’,t)(auz)dt = —/afrm/(x,x’,t)ﬁdt.
a a o

So LRt sich 62F(z) (als Abbildung u — R) schreiben als

b
K(u) = /Su2 + Ru'*dt (2.1)
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wobei S = fi. — %fm/(x,z’,t) und R = fpr(z,2',t) durch die Extremale = x(t) definiert

sind. Wir haben dann von oben

b b

/msz—/Rﬁﬁ

a a

Man beachte, dass wir zur partiellen Integration C3-Eigenschaften brauchen.

Seien x und f hinreichend glatt, sodass S und R stetig von ¢ abhéngen.
1. Wir bemerken als erstes:

K(u) > 0 verlangt R(t) > 0Vt € [a,b] (Legendre Bedingung).

(2.2)

Beweis. Andersfalls gilt (wegen Stetigkeit von R) R(7) < 0 fiir ein 7 € (a,b). Man wéhle dann
eine symmetrische Dreieck-Funktion u, die auferhalb des Intervalls (7 — e, 7 4 €) verschwindet

und Maximum h > 0 besitzt (Anstieg h/e). Dann ist

b
/ Su?dt| durch eCh? abschétzbar,

wahrend
b

/Rﬁﬁ<0

a

ist und im Betrag grofer als ¢|c| (%)2 = \c|h?2 bleibt; ¢ = %T). Das liefert mit kleinen ¢ offenbar

den Widerspruch K (u) < 0.
2. Wir verlangen nun die starke Legendre Bedingung

R(t) > 0Vt € [a,b]

und suchen nach weiteren notwendigen und hinreichenden Bedingungen fiir §2F(z) > 0.

O

(2.3)

Da nun u = 0 das Integral (2.1) minimiert (wenn K (u) > 0), muss die entsprechende Eulersche

Gleichung erfiillt sein.
Sie lautet:

d
2uS — 2%(}'{1/) = 0, wir schreiben sie als
_ 4
Codt
Wegen der speziellen Struktur von K folgt

L(u) (Ru') — Su=0 (Euler Gleichung zu min K (u))

denn (partiell integrieren)

b b
/uL(u)dt = /u {Z(Ru')] — Suldt = /—u'Ru’ — Sutdt = — K (u).

Die Eulersche Gleichung (2.4) ist eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung:

R S
0= L(u) = R'v/ + Ru" — Su, also v’ +pu' —qu=0mit p=—,q=

R R

16
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Sie hat bei den Anfangsbedingungen u(a) = 0 und w'(a) = 1 eine eindeutige Losung ug. Wir
zeigen als néchstes (unter R > 0 (2.3)):

Wenn K (u) > 0 Vu, so muss ug(t) > 0 fiir alle ¢ € (a,b) gelten (Jacobi Bedingung). (2.6)

Beweis. Fiir Argumente nahe a ist ug positiv wegen der Anfangsbedingungen, also angenommen
ug(t) =0, 7 € (a,b).

Wir setzen uy zusammen aus ug (links von 7) und der Nullfunktion (rechts von 7).
Dann ist w3 L(u1) = 0 in allen ¢. Nach (2.5)) ist somit K (u;) = 0.

Damit minimiert u; die Funktion K(u). Als ,Knickfunktion“ erfiillt sie die Weierstraf-
Erdmann Bedingungen, angewandt auf K (u). Insbesondere die erste.
Sie bedeutet hier wegen des Integranden R(u’)? + Su? mit Ableitung 2R(¢)u’(t) (nach u’) dass
fir u = uy die Gleichung
limOR(t)u'(t) = lim R(t)u'(t)

t—T1— t—7+0

erfiillt. Da R(7) > 0 ist, geht dies nur bei

. / _ . li
t—lgn—oul (t) = t—l}H}ro uy (t)

Der rechtsseitige Limes ist aber Null nach Konstruktion von wu;. Also ist auch . lim Oua(t) =0.
—T—

Mit den Anfangs-Bedingungen «/(7) = 0 und u(7) = 0 hat L(u) = 0 als lineare DGL nun zwei
Loésungen, ndmlich die Nullfunktion und uyg.

Sie sind wegen u(a) = 1 verschieden, was dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare DGL
widerspricht. Also muss tatsichlich gelten. O

3. Wir verlangen nun sogar zusammen mit R > 0 auf [a, b] auch

uo(t) > 0 fiir alle t € (‘a,b] (starke Jacobi Bedingung). (2.7)

Satz 2.1. Unter den starken Bedingungen von Legendre und Jacobi gilt K(u) > 0 fir alle
zuldssigen u.

Beweis. Man zeigt, dass sich K (u) mit einer geeigneten Funktion w schreiben lasst als

b
_ AN
K (u) —/R<u + R) dt. (2.8)
Definition von w: ,
U
= -R-2. 2.9
w=-R% (29)

Hier sei u, die eindeutige Losung der DGL L(u) = 0 mit Anfangs-Bedingungen u(a) = « und
u'(a) =1 (und « > 0 hinreichend klein). Es ist also explizit

= [r(w - b
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In einem nachfolgenden Beweis werden wir zeigen, dass -wegen der starken Jacobi-Bedingung-
fiir kleine positive «, die Funktion u, tiber [a, b] positiv bleibt. Das macht die Definition sinnvoll.
Wir fixieren so ein « und kénnen dann w nach (2.9) definieren. Damit gilt:

B 4 (Rul)uo — ul,Rul,

/
w =

2
U

sowie wegen Lu = 0 (2.4)) auch %Ru’a = Sug. Also gilt
2
WS CASTES

und mit w = —R% auch
w'=— -8 (2.10)

Wir rechnen damit das Integral (2.8)) aus und zeigen, dass es mit K (u) zusammenfaellt. Ausmul-
tiplizieren:

b

. A
A = /R(u+—R) dt
b 20/ 2,2 b 2,2
B 5 vuw  wiu B 9 wu
= /R<u' + 7 +R2> dtf/Ru/ + 2v'uw + 7 dt.

Das mittlere Teilintegral erfiillt (partiell integrieren und (2.10) ) benutzen

b

b b
/ 2,/ 2 w2
uuw dt = — | v*w dt=— [ u f—S dt.
a a

a

Damit folgt wie verlangt

b
2 2,2
A:/Ru’2—u2<w—5>+wRu dt:/Ru’2+Su2dt:K(u).

2.2 FErgaenzungen

2.2.1 Positive Hilfsfunktion

Es bleibt zu zeigen, dass im obigen Beweis u,, tatséchlich positiv ist.
Dies wird auf eine Eigenschaft von linearen DGL 2. Ordnung reduziert.

Wir studieren allgemein 2 Lésungen y(z) fiir 4 4+ py’ + qy = 0 mit stetigen Koeffizienten p
und q. Uber einem Bereich mit y» > 0 betrachten wir

und zeigen, dass @ monoton ist. Dies ist sicher richtig, wenn @Q’ nicht das Vorzeichen wechselt.
Es ist , ,
Q = Yiy2 — yoyr  det W(x)

3 Y
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! /
mit der Wronski-Matrix W = <y1 y2> .
Yyr Y2

Wir rechnen die Ableitung von D = det W aus, um zu zeigen, dass D = (y{y2 — y4y1) (und
somit Q') nicht das Vorzeichen wechselt und deshalb @) monoton ist:

D" = (y{y2 + y1vs) — (Yayr + vah) = yi'v2 — va 1.
Da wir Losungen der DGL betrachten, kdnnen wir die 2. Ableitungen einsetzen, womit

D' = —ya(py) + aqy1) + yr(pys + qy2) = —y2py) + y10Ys
= —p(y2v) — y1y3) = —pD.

Die DGL D’ = —pD hat die allgemeine Losung D = ce~F(*) mit einer Stammfunktion P von p:
P(z) = /p(x)dx. (D' = —cp(x)ep(x) =—pD ).

Dabei ist ¢ eine Konstante. Folglich wechseln Q" und D = det W nicht das Vorzeichen, solange
yo positiv bleibt, und @Q ist dort eine monotone Funktion.

Wir kehren nun zu u, und ug zuriick. Nullstellen von u, sind Nullstellen von @) =
ug > 0.

U (t)
uo(t)’

wenn

Beweis. (von u, > 0): Habe u, eine erste Nullstelle 7 in [a,b]. Sie ist verschieden von b (fir
kleine o > 0) weil ug(b) > 0 und lim u, (b) = up(b) > 0 fiir | 0. Also ist a < 7 < b.

Weiter muss u,,(7) # 0 sein (wegen Eindeutigkeit der Losung bei Anfangs-Bedingung u/(7) = 0,
u(7) = 0). Damit folgt ul,(7) < 0.

Wegen u(b) > 0 und wu,(t) > 0 fiir ¢t nahe b muss es eine weitere Nullstelle o geben.

Wieder ist o < b. In einem offenen Intervall um [7, o] ist nun

Uq(t)
Q) =
®) = %@
einerseits monoton, hat aber andererseits 2 (reguldre) Nullstellen. Dieser Widerspruch beweist
den Satz endgiiltig. O

Beispiel 2.2. J(z) =1 fl (x(t)—h(t))2+i2 dt where h (continuous) is given; x(0) = x(1) = 0.

2J0

foma®) = h(0), fo=# fo fs=a(t)~ h() - 2"

d
dt
The DGL L(u) = 0; u(0) =0, u/(0) =1 has the general solution u = asinh(t) + [ cosh(t) and,
with the initial values,

S=faz=1, R=fi;=1>0, L(u)= (RU/)_SUZUH—U.

uo(t) = sinh(¥)
which satisfies the strong Jacobi condition ug(t) > 0 Vt € (0, 1].

2.2.2 Unlosbarkeit

Beispiel 2.3. von Oskar Bolza [2], S. 95:
Die notwendige Bedingung kann erfillt sein (auch die strenge 2.Ordnungs-Bedingung von Jacobi),
ohne dass eine Lisung existiert. Sei

1
J= /x'2 +2%dt, x(0)=x(1)=0
0
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mit Extremalen %(233’ +32'?) = 0, was x(t) = 0 liefert, denn die Extremalen erfiillen
0=2z"+62'2z" = 2"(2 + 62").

Ist " # 0 auf irgendeinem Abschnitt, so muss also @' = —1/3 sein, woraus wieder " =0 folgt.
Es konnte also nur " = 0 gelten, wonach mit den Anfangsbedingungen nur x = 0 bleibt.
Nimmt man in [0,p], 0 < p < 1 (p nahe 1), die Funktion x = at mit konstantem Anstieg
a= % > 0, und in [p, 1] die Funktion x = h + b(t — p) mit negativen Anstieg b = —%, so folgt
1

J = /p(a[:’)2 + (27)3dt + /(9{:/)2 + (a")3at

0 P
= pla®+a®) + (1 —p)(b* +b°)
h? B3 h? h3
= —+5+ -

p p? l1-p (1-p?¥

was auch negativ ist (p — 1). Nach Glittung liefert dies z.B. eine C°-Funktion x mit J < 0.
Bedingung 2. Ordnung: Fir die Nullextremale ist dann

S=0, R=2,

und die Jacobi-Differentialgleichung liefert mit

d
0 = Lu)= %(Ru’) — Su=2u", u(0) =, v(0) =1 gerade
ua(t) = a+t.
Also ist die starke Jacobi Bedingung erfillt; es ist hier w = —RZ‘% = —% und
b b
K( )*/R(u’+%)2dt—/2 o2 2dt>0
w= R - v 2Ug, -

Mit 0+ Az (x fest wie oben) folgt J = N\?pa® + X\3(1 — p)b3 mit ;\li% )\% > 0.
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3 Optimalsteuerung, Hamilton-Funktion und adjungiertes
System

Wir wollen die folgende Aufgabe behandeln:
b
miny(x, u) := /h(x(t),u(t),t) dt, sodass 2’ = f(z(t),u(t),t), z(a) = 2°. (50)
a

u(-) sei stiickweise stetig, beschrinkt mit Werten in einer Menge U C R™.
f,h und f, h, seien Lipschitz stetig in allen Variablen.
Man beachte: U ist nicht der Raum aller Steuerungsfunktionen u = wu(t)!

Sei u(-) (Steuerung) eine Losung mit zugeordnetem x(-) (Trajektorie). Wir schreiben z = x,,.
Es wird gezeigt:

Satz 3.1 (Maximumprinzip). Wenn u mit entsprechender Trajektorie x = x, eine (lokale)
Lésung der Aufgabe darstellt (und eine spdter zu stellende Steuerbarkeitsbedingung erfillt
ist) , so hat das (adjungierte) System

SN () = AB)A(H) + B(t); Ab) = 0. (AD)
mit
A(t) = fw(x(t)au(t)’t)? B = hx(x(t)vu(t)’t)

eine solche Losung X, die in jedem t € [a,b] die ,Mazimumbedingung®:
w = u(t) realisiert stets IIIEIIIJIH(.Z‘(t), At),w, t), (MX)
erfillt.

Hierbei ist H(xz(t),\(t),w,t) = h(x(t),w,t) + (M), f(z(t),w,t)) die Hamiltonfunktion der be-
trachteten Aufgabe.

Bemerkungen: Mitunter nimmt man auch eine Hamilton-Funktion mit Zusatzkomponenten
Ao(t) der Form

H(x(t)’ )‘(t)’ W, t) = )‘O(t)h(l‘(t)v W, t) + <)‘(t)7 f(l‘(t), W, t)> ;
im ,reguldren” Fall wird dann Ag(t) =1 Vt.

Wir denken uns zunéchst u als stetig. Allgemein kann u als stiickweise stetig (rechtsseitig
stetig mit nur endlich vielen Unstetigkeitsstellen 1. Art, stetig in a und b) und beschrénkt ange-
sehen werden.

Dann gilt [(M X)|in allen Stetigkeitspunkten von u, und die Integration der Differentialglei-
chungen erfolgt in Stiicken. (Endwert iiber ein Stetigkeits-Intervall wird Anfangswert iiber das
néchste).

Die folgenden Uberlegungen dienen zum Beweis des Maximumprinzips.

3.1 Abschatzungen

3.1.1 Gronwall’s Lemma

Lemma 3.2 (Gronwall’s Lemma). Wenn f,g : [a,b] — R, stetig, g nicht fallend, ¢ > 0 fest,
a<t<bund

F() < gt) + ¢ / f(s)ds, (3.1)

a

so gilt: f(t) < g(t)ectt=),
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Beweis. Sukzessiv einsetzen. Sei M = m[mg] f(t).
tela,
Dann ist f(t) < g(t) + c(t — a) M.
Einsetzen in (3.1]) liefert mit Monotonie von g:
¢

f(t) < g(t)+c/g(s)+c(s—a)Mds

a

< g(t)+e(t—a)g(t) + %Mcz(t —a)*

Wir setzen weiter ein und integrieren jeweils den letzten Term:
t
1
f@&) < g@)+ c/g(s) +e(s—a)+ 5M02(s —a)?ds,

a
3

also f(t) < g(t)+c(t—a)g(t) + %02(15 —a)’g(t) + M%(t —a)®.

Fortsetzung liefert . . .

Cn N CnJrl i
fO)y<glt)+c(t—a)g(t)+...+ ﬁ(t —a)"g(t) + Mm(t —a)" .
Mit n — oo folgt die Behauptung, weil der letzte (M-) Term gegen Null strebt. O

3.1.2 A-priory Abschitzung

A-priory Abschéitzungen benutzt man fiir Abschitzungen von Loésungen von gewohnlichen DGL
bei Storung der Gleichung und des Anfangswertes:

t

Sei y gegeben als y(t) = n+ [ A(s)y(s)ds. Mit C = sup |A(s)| gilt:

a

w(t)] < Inll + C / ly(s)\ds. (3.2)

Also ergibt Gronwall’s Lemma [3.2] hierfiir:
ly(8)] < [|nfle”

und
lyll < K(b—a, A,n) = ||n)eCC*.

Das ist eine Lipschitz-Abschitzung in 7.
b

Man beachte: (3.2) gilt auch mit C = [ |A(s)|ds, fiir stiickweise stetiges, beschrinktes A, was
a

fiir Abschitzungen mittels L'-Norm niitzlich ist.

3.1.3 Analog fiir Lipschitz-Gleichungen

¢
Man betrachte die Lipschitz-Gleichung y(t) = n+ [ f(y(s), s)ds:

Wir schéitzen ||y(t) — n|| ab mittels
fly(s),s) = f(n,s) = r(s),|r(s)|| < Ll|ly(s) —nl|l (f sei Lipschitz stetig mit Konstante L).

y(t)—n = / F(y(s), 5)ds = / F(n,s) +r(s)ds < / f(n,s)ds + L / ly(s) — nlds.
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Jetzt gilt die Voraussetzung des Lemmas [3.2]in der Form

Jo(0) =l < (¢ = a) max 70 5)| + L [ 1) = nls.

Das liefert
ly(t) = nll < (¢ = a)(max | f(n, 5)]) - "=

3.1.4 Abschitzung von Lésungen einer gestérten DGL

Sei y(t) =n+ ft[f(s) + h(s)]y(s)ds und z(t) = £ + ftf(s)x(s)ds Dann ist

a

t

S / [F(s) + h(s)]u(s) — F(s)x(s)ds

y(t) —=(t)

t

— / h(s)y(s)ds + / £(5)(y(s) — (s))ds.

a

Also mit M (h) = sup |h(s)| (oder auch M (h) = jlz |h(s)|ds) und analogem M(f):

a

ly(t) — 2(1)]

IN

[n = &Il + M(R)(t — a)llyll + M(f) / ly(s) — x(s)lds,
y(t) —a(t) < G)+e / () — 2(s)|ds.

Man wende das Lemma [3.2] an mit G < (||n — & + M (h)(b — a)|y||). Also gilt:

ly(t) — x(t)] G(t)et =

<
< (In =&l + M(R)(b - a)l|y||) M=)

Mit 3.1.3{gilt auch [ly(t) = ]l < (¢ - a) (max |(f + b)(n, 5)] ) )eH ¢,

Wichtig: Die Abschitzungen sind (lokal) Lipschitz fiir kleine ||n — £||, ||k]|, (b — a) (da sie in
diesen Termen sogar differenzierbar sind). Wir kénnen ||k| in C' oder auch in L! betrachten (bei
stiickweise stetigem A).
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3.2 Die linearsierte DGL

Angenommen, x = z(t) soll eine DGL
2 = f(z,t) dh. 2}, = fr(z,t) (k=1,...,n).

erfiillen mit Anfangs-Bedingung z(0) = z° (wir denken uns die Steuerung u = u(t) als fest und
in f enthalten)

Als Integralgleichung wird dies

0 = g(z):=1z— G(x) wobei

y=Gx) < yt)=2° Jr/f(x,s)ds Vt.

Das Integral ist komponentenweise zu verstehen, wenn n > 1.
Sei A(s) = fr(z(s),s).
Wir setzen voraus: x € X = Cla,b]", Xo = {z € X A z(a) =0}, und f sei eine C'-Funktion.

Dann hat G die Ableitung DG : X — L(X, X) mit
¢
v=DG(z)u & v(t)= /A(s)u(s)ds

(hier hat v € X nichts mit der Steuerung u zu tun; u variiert x).

v ist stetig differenzierbar mit Ableitung v'(t) = A(¢t)u(t).
Die in einem zuléissigen x linearisierte Gleichung « = G(x) wird so zu

u = DG(z)u, d.h.

u(t) = /A(s)u(s)ds bzw. '(t) = A(t)u(t) mit u(a)=0.

Fiir Ju|| < K in C™[a, b], erfiillt v die Voraussetzungen des Satzes von Arzela-Ascoli.

Der Operator L = DG(z) : X — X ist damit vollstetig , und die gestorte linearisierte
Gleichung
u—DG(x)u =w

bedeutet gerade L;(u) := (I — L)u = w oder als DGL u(t) — w(t) = v(t) = [ A(s)u(s)ds.

Damit ist u —w stetig differenzierbar mit Ableitung A(t)u(t) (obwohl w nicht differenzierbar
sein muss).
Fiir stetig differenzierbares w € X erhélt man die (16sbare) inhomogene lineare DGL

u'(t) = A(t)u(t) +w'(t), u(0)=0.

Man beachte:

Bei weniger Differentialgleichungen als Funktionen zj, = fi(z,t) (k=1,...,m < n; z(t) € R")
bedeutet * = G(x) gerade xp = Gy(x) Vk. Dann bildet (als einziger Unterschied) g(z) mit
Komponenten xy, — G (z) den Raum X auf Z = Cla, b]™ ab, analog fiir die Ableitung Dg.
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3.3 Die Lagrange-Bedingung

Mit einer Zielfunktion F'(x) wird die Lagrange Funktion zur Aufgabe min{F(z) | x = G(z)}

gerade
L(z,\)=F(z)+ (\z—G(x)), e Z*, Z=X.

b
Sei auch F ein Integral, F(z) = [ h(x,t)dt, h € C'. Dann hat DF(z)u die Gestalt

DF(2)u = / B(s)u(s)ds, B(s) = hy(2(s), ).

3.3.1 Die allgemeine Form

Fiir eine (lokale) Losung « gilt daher (weil die Voraussetzungen des Dualitéts-Satzes fiir Linea-
sierung erfiillt sind)

0= Ly(z,\)u=DF(z)u+ (\,u — DG(z)u) Yu € Xy, d.h. u € X und u(a) = 0. (3.3)

Bemerkung: Beachtet man (I —DG) : Xg — X , so bildet der adjungierte Operator (I —DG)* :
X} — X} den Dualraum in sich ab, und die Gleichung bedeutet wegen (I — DG)*(A\)u =
(A, (I — DG(x))u) in dieser Sprache

(I = DG(z))*(A\) = —DF(z) (€ X})-

Der Dualraum Z* = X* ist der Raum V der Funktionen mit beschréankter Variation:
AeV & A= AT — X" wobei AT, A (in jeder Komponente) beschrinkt und nicht fallend sind,

und (A, x) ist ein Integral:
b

() = / ()N,

definiert-in {iblicher Weise- als Limes iiber die Zerlegungssummen

St Atra) = Alte)]

k

Addiert man auf X\ eine konstante Funktion, &ndert sich der Wert dieser Integrale nicht. Wir
setzen deshalb (fiir spétere partielle Integration zweckméifig) voraus:

A(b) = 0.
3.3.2 Differenzierbarer Lagrange Multiplikator

b
Angenommen, A € C*. Dann wird (nach Definition der Integralsummen) (X, u) = [u(s)\(s)ds,

und fiir stetig differenzierbare u nach partieller Integration

b
(A u) = [uM]gb — /u’(s)/\(s)ds.

b
Also: (A\,u— DG(z)u) = (A, u—v) = [(v'(s) — u/(s))A(s)ds + [uN]s — [vA]S.

Wir erinnern uns an A = f,, B = h, und v(t) = [ A(s)u(s)ds.

a
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Dann ist v(a) = 0, und wegen u(a) = 0 sowie A(b) = 0 sind, gilt:

WAl = u®A(B) = 0

Mit v'(t) = A(t)u(t) folgt deshalb
b

(M u— DG(x)u) = /[A(s)u(s) —u'(s)]\(s)ds.

a

b
Da DF(z)u = [ B(s)u(s)ds, verlangt deshalb die Lagrange-Gleichung (3.3)) insbesondere:

a

b
0= /B(s)u(s)+[A(s)u(s)fu’(s)})\(s)ds. (Lag0)

a

Damit minimiert u = 0 die Integralsumme insbesondere bzgl. aller u € C? mit u(a) = u(b) = 0.

Wir fassen diese Minimierung als Variationsaufgabe mit gesuchtem u auf. Da sie 16sbar ist,
hat ihre Eulersche Gleichung eine Losung. Die Eulersche Gleichung besitzt die Form

BU)+ ADA(D)+ A1) =0, (5°)

Das ergibt eine lineare DGL fiir A:
—X(£) = M)A+ B(); A(b) =0.

Dies ist die zugeordnete adjungierte Gleichung. Sie folgt also aus der Lagrange Bedingung (3.3)),
wenn A € C! und A(b) =

Angenommen, die Variation u ist nicht differenzierbar

Dann kann man wie folgt schliefen:
b/t
(A u—DG(z)u) = (N u—v) = / HN (t)dt — / (/ s) N (t)dt.
) Alt ) liefert

D%w

Partielle Integration des 2. Integrals und 4 (

b by
(M u—DG(z)u) = /u(t))\’(t)dtf [)\(t) (/A(s)u(s)ds)] +/)\(t)A(t)u(t)dt

a

Damit ist allgemein (Einbeziehen der Zielfunktion, auch A(b) # 0)
b b
/ t) + A A u(t)di—A(b) (/ A(S)U(S)dS) : (3-3)

26



Der letzte Ausdruck entfillt fiir A(b) = 0. Der erste verschwindet genau dann (fiir alle stetigen u
mit u(a) = u(b) = 0), wenn B(t) + )\() A)A(t) =0, d.h.

“N(t) = B(t) + M) A(1).

Existenz eines Lagrange Multiplikators \ € C!

Als lineare Differential-Gleichung mit stetigen Koeffizienten ist[(AD)|auf dem ganzen Intervall
16sbar.
Sei A die Losung von [(AD)l Dann ist mit beliebigem u € X:

b b

N\ u) = /ud)\(t) = /u)\'dt.

a a

Wir betrachen damit die Terme der Lagrange-Bedingung |( Lag0)|

b b

/B(s)u(s) + [A(s)u(s) —u'(s)|]\(s)ds = /B(s)u(s) + (=B = X)u(s) —u'(s)\(s)ds

a a

—/)\’u +u'Mds = — M)’ ds = 0.

Lyu= DF(z)u+ (A, u— DG(z)u) =0, wenn nur u(a) = 0.
Also erfiillt A tatsdchlich die Lagrange Bedingung (3.3), L, (x, \) = 0.

3.4 Lagrange Funktion als Integral der Hamilton Funktion
Sei A € CL. Es gelte A\(b) = 0 oder z zulissig:

Die Funktion
H(z, A\ t) = h(z, t)+ (A1), f(x, 1)) (Ham)

heifit Hamilton Funktion der Aufgabe (mit fester Steuerung u(-), die nicht explizit aufgeschrieben
ist und A nicht notwendig Losung der adjungierten Gleichung).

Wir zeigen durch Ausrechnen von L ;| dass

b

b
L(z,\) = /H(x(t),)\(t),t)dt—/)\(t)x’(t)dt.

a

¢
Mit z(t) — 2% — [ f(z(s), s)ds, = € C hat die Lagrange Funktion die schon bekannte Form

]h(x,t)dt—&—/b x(t)—xo—/tf(x(s),s)ds d(A(t))

x(t) — 20 — /f(x(s),s)ds N (t)dt.

L(z,\)

h(zx,t)dt +

I
e
Se—_

=lx
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Nun kann man wieder partiell integrieren, da wir die Ableitung von « kennen:

% (ac(t) — 20— /f(:r(s),s)ds) =a'(t) — f(x(t),t).

Also folgt:

b b
L(z,\) = / h(w, £)dt — / MO [ (1) = f(t), 0] dt+ [ M) [ () = 2° = / F(a(s), 5)ds

wobei

t b
A(t) (z(t) — 20— /f(x(s),s)ds) = A(b) (m(b) — 20— /f(x(s),s)ds) , daz(a) = 20,

=0 a

Dann ist [3]2 = 0 wenn \(b) = 0 oder wenn z zulissig (bzgl. DGL) ist. Dann folgt

b b b

b
L(z,\) = /h(x,t)Jr(A(t),f(:z:,t))dtf/)\(t):c'(t)dt:/H(x(t),)\(t),t)dtf//\(t):c'(t)dt.

a a a

Auch die Differentialgleichungen der Originalaufgabe lassen sich mittels H schreiben:
((AD)| bedeutet (ohne Anfangs-Bedingung):

=N (t) = Hy(z,\, ).
Das originale Differentialgleichungs-system (ohne Anfangs-Bedingung) ist
2/ (t) = Hy(z, M\ t).

In Komponenten:

) = D= A0 = i)
) = G = et = T L SN
Ableitung von H(2(1), A(t),t) nach ¢ bei dualem Paar , A:
%H(m(t),)\(t),t) = Hy(z,\t)x' + Hx(z, N\, )\ + Hy(z,\,t)

= Na'+2'N + Hy(z,\,t) = Hy(x, \, t)
( = 0 wenn H nicht explizit von ¢ abhéngt, also ist dann H konstant in t)
Achtung: Wir haben hier f(x(¢),u(t),t) mit fester Steuerungs-Funktion u als f,(z(t),t)
aufgefasst, analog h. Die Abhéngigkeit der Funktion L von der Steuerungs-Funktion u wirkt sich

nun nur in H aus!

Die Gleichungen nehmen dann die Form an (mit u(s) € U C R™):

z(t) — 2 — /f(:c(s),u(s), s)ds =0, H(z, A\ u,t)=h(z,u,t)+ (A¢), f(z,u,t)) und
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b b
L(z,u,\) = /H(x(t), A(t), u(t),t)dt—/)\(t)x’(t)dt (fiir zuléssige x oder fiir A\(b) = 0) (L")

Deshalb ist L, (z,u, A)(Az) auch ( fiir zuldssige x oder fiir A\(b) =0 )

b

b
L,(Ax) = /Hz(Ax)dt—/)\(t)Ax’(t)dt

a

b b
_ / Ho(Az)di + / N(®)Az()dt — MO Az

b
_ /()\’(t)  Hy)Az(t)dt — A(b)Az(b)

a
b

/ (N + H,)Awdt — \(b)Ax(b).

a

Das entspricht der schon abgeleiteten Formel :
b b
L, (x,\)(Az) = / N () + B(t) + M) A@)] Ax(t)dt — A(b) /A(S)Az(s)ds
3.5 Zuriick zu Steuerungen

Wir erinnern an die Aufgabe:

b
miny(x,u) := /h(x(t),u(t),t)dt, sodass 2’ = f(z(t),u(t),t), z(a) = 2° (50)

a

u(-) sei stiickweise stetig mit Werten in U C R™.
f,h und f,, h, Lipschitz stetig in allen Variablen.

Sei u(-) (Steuerung) eine Losung mit zugeordnetem z(-) (Trajektorie).
Wir schreiben x = z,,. Wir denken uns zunéchst u als stetig.
Allgemein kann u als stiickweise stetig (rechtsseitig stetig mit nur endlich vielen Unstetigkeitsstel-
len) und beschriankt angesehen werden. Sei A die zugehorige adjungierte Funktion, siehe [(AD)
Bei der Integration der DGL werden dann die Endwerte von 2 oder A (als Limes) in einem Ste-
tigkeitsintervall gerade die Anfangswerte fiir den néchsten Stetigkeitsbereich.

Bei partieller Integration iiber die einzelnen Stetigkeitsintervalle heben sich so die Terme der
[eg

¢
Form [P(t)]7 der Form |A(t)(z(t) — 2° — [ f(z(s),u(s),s)ds)| mit benachbarten Unstetigkeits-

stellen 7 und o weg. !

Die Differentialgleichung mit Anfangsbedingung definiert eine Gleichung = = G,,(z). Ihre Linea-
risierung haben wir behandelt. Dann gilt fiir optimales x = x,,:

F(z,u) =2 — Gu(x) =0 und J, :=y(z,u) = L(xqy, u, \) 1= y(zy, u) + (A, F(zy,w)).
Wir wissen: A als Losung des adjungierten Systems erfiillt L, = 0.

Die Lagrange Funktion hdngt nun noch von (der vorher fixierten Funktion) u ab, ansonsten
ist nichts neu.
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AuBerdem wissen wir: Wenn ||u — v]| klein ist im Sinne von L' (und u,v stiickweise stetig), so

folgt
|7y — 2ollc < Lllu =

nach den Abschétzungen iiber Gronwalls Lemma.

Bemerkungen:

1) Sofern das Intervall kurz ist, folgt die Existenz von z, und x, aus dem Satz von Picard-

Lindeloff.
Fiir grofe Intervalle und nichtlineare Differentialgleichungen miissen wir die Existenz der

Losungen voraussetzen.

2) Wir haben spéter u nur auf einem kleinen Intervall zu &ndern (durch eine konstante Funk-
tion), brauchen also L!-Theorie nur rudimental.

3.6 Grundlegende Abschitzungen der Zielfunktion
F(z,u) gegeben durch

ot~ [ als).uls). 5)ds (DGL)

Zielfunktional: ,

Y(x,u) = /h(x(s),u(s),s)ds.

L(z,u, \) == vy(x,u) + (A, F(z,u))

Angenommen L, = 0 fiir (z,u, ) = (24, u, \) und zulissiges x = x,, mit F(z,,u) = 0.
Wir betrachten ein weiteres zuldssiges Paar x,, und v und beachten

Vo (T, V) (T — Tut)

b
/ B (2 (1), 0(8), ) (0 (£) — (1)) dt
b

Ve (Tu, u)(Ty — Ty)

[ patea@),u(0). 0w (0) — (et

a

Die Differenz r beider Terme ldsst sich abschitzen in der Form
7] < Kllo = ullr[lee — 2l
mit L'-Norm von u — v wegen
|2 — vaC < Lip|lu — U”Ll'

Dann ist r = o(v — u) und o(z, — x,,) = o(v — w).
Nun gilt fiir das Zielfunktional J,, = y(zy,u):

Jo—Ju = (@, v) — Y(Xy,u)
= Y(@0,0) = V(Tu, V) + (@0, 0) = V(Tus u)
= YT, v)(Ty — 20) + 0(Ty — ) + Y (Tu, V) — (T, u)
= Ye(xy,u)(®y — ) + 0(v —u) + 17 4+ y(2y,v) — Y(24,u)  (0:= 20),
= Jy—Ju = (@) = Y(@y,u) + Yu (@, w)(Ty — ) + o(v — u).
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Einfacher vielleicht so mit Stetigkeit der Ableitung in beiden Variablen:

Jo—Ju = J(@y,v) — J(wy,u) = J(24,0) — J(@0,0) + J (@0, v) — J (T4, )
= Jp(@y, 0)(@y — ) + 0(Ty — 24) + J(T0, 0) — (X4, 1)
= Je(zu,u)(@y — xy) +0(xy — z4) + (Jo (T, v) — Jo(T0, w) (T — x0) + T (20, v) — J (20, )
) + of

= Jo(zy,u)(zy — T4 Ty — Ty) + 0(xy — ) + J (24, v) — J (20, 1)

Wenn J,(z,,,u) = 0, so folgt
Jo — Ju = 0(xy — xy) + J (X, v) — T (X4, ).

Unterscheiden sich x,, und @, nur um ||a, —z,|| < C||lv—u]|, was hier iiber Gronwalls Lemma
gesichert ist (siehe unten), so wird

lo(zy =zl _ llo(@y = zu)|l  [lzw — 2l

< =o(v —u).
[o = uf 2o —aull - flo—ull

Analog lésst sich abschétzen
F(zy,v) = F(zu,u) = F(2u,0) = F(2y,u) + Fo(tw, u) (@ — 24) + 0(v — u).
Wir addieren und beachten L, (x,,u, A) = 0 sowie Zuléssigkeit:

Jo—Ju = Jy—Ju+ (N F(xy,v) — F(2y,u))
= Yel(xy,u)(Ty — z) + Y (@0, v) — (@0, u) + 0(v — u)
+ (N, Fo(zy, u)(y — 24) + F(xy,v) — F(ay,u) + o(v — u))
= Y(u,v) = V(Tuw,u) + o(v —u) + (A, Fzy,v) = F(zy,u) + o(v —u))
= L(Ty,v,\) — L(zy,u, A) + o(v — u).

Beachte: x, tritt nicht mehr explizit auf! Variiert wird nur u,v. Das war das Ziel dieser Ab-
schéatzung.
Bei Optimalitéat von (u,x,,) fir muss deshalb gelten

D := L(xy,v,\) — L(zy,u, \) > —|o(v — u)|.

Sei H(z, A\, u,t) = h(z,u,t) + (A(t), f(z,u,t)) die Hamilton Funktion der betrachteten Aufgabe.
Wir haben schon ausgerechnet, dass gilt:

b b
Lz, A) = () + O\, F(z, ) = /H(x(t),k(t),u(t),t)dt—/)\(t)a:’ £yt

Hier bleibt das 2. Integral bei Variation von u fest, x = x,, A = Ay.
Also muss bei Optimalitét von (u, z,,) fir|(S0)| mit A = A, fiir jedes Paar (v, x,) gelten:

b
/H(xu(t), At),v(t),t) — H(xy(t), A(t), u(t), t)dt > —|o(v — u)|. (3.4)

3.7 Maximum-Bedingung

Wir zeigen hiermit die entscheidende Maximum-Bedingung. Sie wird hier nach Definition der
adjungierten Gleichung eine Minimum-Bedingung:
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Satz 3.3 (Minimum-Bedingung).

w = u(t) realisiert stets min H(zy(t), A(t),w,t), sofern A lost, d.h.

we

SN (1) = AWTAD+ B AB) =0
mit A(t) = fo(z(t),u(t),t) und B(t) = hy(x(t),u(t),t).
Beweis. Andernfalls fixieren wir ¢ und bilden mittels w, sodass

H(zy(t), A(t),w, t) < H(zy(t), A(t),u(t),t) —6 (§ >0)
eine Steuerung v = v, , sodass v(s) = u(s) fiir |s — t| > ¢ und v(s) = w sonst.
Ist € klein, gilt auf dem e-Intervall um ¢:
H(z,(s), A(s),v(s),8) < H(zy(s), A(s),u(s),s) =6 Vs: |s—t|<e.
In den iibrigen Punkten fallen u und v zusammen. Auflerdem ist
lo —ul[r <eC

mit einer Konstanten C' und deshalb |o(v — u)| < €.

Nun erhalten wir durch Zerlegung des Integrationsbereiches

Dy = H(xy(8),A(s),v(s),8) — H(xy(s), A(s),u(s), s)ds
01;76 t+e b
= [+ [+ [ =0+r+0
a t—e t—é

wobel r < —2¢4.

Also folgt mit (3.4) der Widerspruch
b
965 > /H(mu(t)7 M), (), 8) — H(wa (£), A(2), u(t), )t > —|o(v — ).

O

Man beachte: Es entsteht nur dann ein Widerspruch, wenn zu v auch eine Trajektorie
z, gehort!

Dies erforderte eine Zusatzbedingung an die Differentialgleichung (falls sie nichtlinear ist) bei
grofsem b — a, wiahrend bei kleinem b — a die Existenz mittels des Satzes von Picard-Lindeloff
gesichert werden kann.

3.7.1 Abschitzung fiir Trajektorien

Seien y und x die Losungen zu v und v, d.h.,

y(t) = a:0—|—/f(y(s),v(s),s)ds und x(t)=x0+/f(m(s),u(s),s)ds.
0 0
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Sei a der linke Randpunkt des Intervalls I(g), auf dem v = v gilt. Dann ist auf dem Intervall

t

yt) — x(t) = / F(y(s), v(s), 8) — F(a(s), uls), s)]ds = / Flu(s),0°, ) — Fa(s), uls), s)ds

/f(y(s)v UO’ 3) - f(z(s), UO? S) + f('r(s)’vov S) - f(iE(S),U(S), S)dS

IN

/ Llla(s) — y(s) ds + / 1£((5), 0%, 8) — F(x(s), u(s), ) |ds.

a

Das zweite Integral liefert die Funktion g(¢) in Gronwalls Lemma. Also ist auf dem Intervall

ly(t) — z(t)l| < g(t)e"C=).

Anschliefend, im Rest-Intervall, wende man die Abhéngigkeit vom Anfangswert an.
Es folgt so ||y — z|| < Ce, wobei C' von v° und u(7) abhingt.

3.7.2 Variationsaufgabe als Steuerungsaufgabe

b
Zielfunktion min [ h(z,u,t)dt, DGL 2’ =u = f(z,u,t), fo = 0,H (2, A\, u,t) = h(z,u,t) + ATu.

a
Das adjungierte System
-\ = h,

¢ b
liefert A\(t) = — [ hads + ¢, A\(b) = — [ hyds + ¢ = 0.
Hamilton-Funktion minimal bzgl. w in u(t):
H(z(t), \(t),w,t) = h(z,w,t) + At)w, w € U, U sei offen.

Dann muss wegen Min-Bedingung in jedem ¢ gelten:

dH
0= o= hy + A(t);  hy = hy in Variationsaufgabe.
w

Die Ableitung nach ¢ von h,, + A(t) ist also Null, d.h. dgt" = hy . Das ist die Eulersche Gleichung
(mit u = 2').

3.7.3 Steuerungsaufgabe als Variationsaufgabe

b
Zielfunktion min [ h(x,u,t)dt, DGL 2’ = f(z,u,t), Anfangs- und End-Bedingung z(a) = A,
z(b) = B.
Wir denken uns u als optimal, fest und stetig in [a, b] und betrachten die Ersatz-Aufgabe:
Finde x = x(t), sodass die Randbedingungen erfiillt sind und das Integral

b
1
/h(m, u,t) + §p(f(x, u,t) —a')2dt, p=e!

a

minimal wird (eindimensionaler Fall).
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Diese Aufgabe sei 1osbar. Die zugehorige Eulersche Gleichung besitzt mit F'(x, u,t) = h(x, u, t)+
ip(f(z,u,t) — 2')?, die Form F, — £ F,, =0, also

h:c +p(f(x,u,t) - z/)far +p%(f($,u,t) - 17/) =0.

Im rechten Randpunkt muss gelten, wenn x(b) nicht vorgegeben ist, F,, = 0, also hier
p(f(x,u,t) - ml)h:b =0.

Mit p(t) = p(f (2(t), u(t), £)—'(£)) wird dies hy+po(t) fo+ 2 u(t) = 0, b, 4 (£) = B+ u(8) o
Also erfiillt p die adjungierte Gleichung [(AD)| und, wenn x(b) frei ist, auch die Randbedingung
p(b) = 0.

Variiert u(t) in einer offenen Menge und nutzt man aus, dass auch w optimal ist, erhilt man
0= hy +p(f(z,u,t) = 2") fu = hu + p(t) fu
was jetzt einfach sagt, dass jedes u(t) stationédr (bzgl. w) fiir die Hamilton-Funktion
H = h(w(t), w,t) + (u(t), F((t),w, 1))

zu sein hat.

3.7.4 Bedingungen an den Endpunkt, Transversalitidtsbedingung
Der Endzeitpunkt b und/oder die Lage von x(b) seien nun vorgegeben als g(x(b),b) = 0.
Zunéchst bleibe b fest.
Wie oben seien h, f und h,, f, Lipschitz (in allen Variablen).
¢
F(z,u) gegeben durch z(t) — 2% — [ f(z(s),u(s),s)ds (DGL)
b

Y(z,u) = [ h(z(s),u(s),s)ds Zielfunktional.

a

Wir variieren wie schon bei Variationsaufgaben.
L(z,u, A, p) = g(z,u) + (A, F(z,u)) + pg(z(b),b)

(mit einem geeigneten p endlicher Dimension). Nun hat L die schon ausgerechnete Form

b
L, u, M ) = / H—\(t)a (t)dt + ug(x(b), b) (L")

a

b
S Llmu ) = /H—i—)\’(t)m(t)dt — Dl + pug((b), b).

wobel H(x, A\, u,t) = h(z,u,t) + (A(t), f(x,u,t)) und

b b b
/ _dt = / Nadt — Pa]’ = / N(Ba()dt — AB)z(b) + Aa)z(a).

Die Ableitung L, muss Null sein.
Dies bedeutet bei Anwendung von L, auf Az mit Az(a) = 0, wieder mit A € C! (oben schon
ausgerechnet)

b
0= / [H, + N (0] Az(t)dt + [~ A(b) + puge (x(b), b)] Az (b).
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Mittels Az(b) = 0 folgt so (notwendig) die schon bekannte adjungierte Gleichung:

b
H,+ X(t) =0 (adjungierte Gleichung ist Euler Gleichung zu min / H — X\2'dt) (3.5)

Daher wird das Integral zu Null. Mittels Az(b) # 0 folgt weiter

A(b) = pgz(x(b), D). (3.6)
Jetzt ist die Endbedingung A(b) = 0 durch (3.6) ersetzt.

Man sieht auferdem, dass bei freiem z(b) (wenn g nicht auftaucht) notwendig A\(b) = 0 folgt.
Gleichung bedeutet allgemein, dass A(b) orthogonal zum Tangentialraum der Mannigfaltig-
keit M = {& | g(&,b) = 0} ist (daher der Name Transversalitidtsbedingung, weil die Kurve A(+)
die Mannigfaltigkeit M in ¢ = b transversal schneidet).

Damit diese Interpretation richtig und die angegebenen Bedingungen notwendig sind, brau-
chen wir Regularitdt. Dazu reicht:

92 (z(D),b) hat vollen Rang. (V1)
Zu Endbedingungen z(b) = § mit & nahe x,(b) finden sich Steuerungen wue, sodass (V2)
entsprechende z = x(t) den Punkt 2° in ¢ iiberfiihren (und die DGL erfiillen), d.h.
z' = f(x(t)7u§(t)7t)= z(a) = a?, z(B) =& (B=0).
Bei variabler Endzeit b muss|(V'2)| auch fiir § nahe b moglich sein.
3.7.5 Variable Endzeit
Ist auch b variabel, muss die Ableitung L; ebenfalls verschwinden.
Das heift mit der 1. Gleichung in |(L*)} immer bei entsprechender Regularitdt:
0= H(x(b), A1), u(b), b) = A(b)z"(b) + plga(2(b), )2’ (b) + gy (x(D), b)]-
Man beachte, dass schon \(b) = ug.(x(b),b) gilt, deshalb kann man dafiir auch schreiben
0 = H{(x(b), A(b), u(b), ) + pugs(x(b), ). (3.7)

Dazu kommt die schon abgeleitete

Min-Bedingung: w = u(t) realisiert stets migH(xu(t), At),w, t). (3.8)

we
Notwendige Bedingungen
Als notwendige Bedingungen erhilt man also insgesamt bei g(x(b),b) = 0:
Es existieren A = A(¢t) und p mit
he + A0 fo = —A@1)
Ab) = pg.(x(b),b) (variabler Endpunkt x(b) entspricht g = 0)

H(z(b), A(b),u(b),b) + pgp(x(b),b) = 0 (variable Endzeit b)

und die Min. Bedingung (i3.8)).
Dieselben Nebenbedingungen in einer Variationsaufgabe (s.0.) fiihrten zu

faor + pgz(2(b),b) im Endpunkt (schon bei festem b notwendig) und
= f—a'fo + pugp(x(b),b) im Endpunkt.
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3.7.6 Fester Endpunkt bei variabler Zeit

Interessant ist besonders der Fall z(b) = B bei variablem b.
Dann soll die Trajektorie irgendwann durch den gegebenen Punkt B verlaufen (womit der Prozess
beendet ist). Wir erhalten dann wegen g, = F und g, = 0:

A(b) =p und (3-6))

Beides sagt, weil p sonst nirgends auftritt, dass A(b) beliebig sein kann, aber zusammen mit den
iibrigen Werten (3.7]) erfiillen muss. Es bleibt also nur die Zusatzbedingung

H(z(b), A(b), u(b),b) =0 (neben h, + A(t)” f, = —A(t)’ und Min.-Bedingung (3.8))  (3.9)

3.7.7 Phasenbedingungen

Sei zuséatzlich

G(z(t),t) <0

gefordert (G : R — R hinreichend glatt). Die linke Seite ist eine stetige Funktion in ¢ mit
zuséatzlicher Glattheit, da x = x,, die DGL 106st.
In der Lagrange Funktion tritt nun noch ein Term (¢, G) auf mit der Ableitung (¢, G, ), wobei

b
(p, Gz Ax) = /Gw(x(t),t)Ax(t)dga(t) und ¢(t) >0 sowie ¢(t) =0 fir G(x(t),t) <0

erfiillt.

Achtung: (¢, G,Az) hingt nicht explizit von u ab, daher geht der Term nicht in die Max.-
Bedingung ein.

Im Variationsansatz entspricht ¢ der Funktion e~ 1G(x(t),t)*:

b
min/h(x,u, )+ %p(f(x,u, t) —a')* + %p(G(z,t)ﬂ?dt; p=c "

a

wobei G(z,t)" = max{G(z,t),0}.
Die zugehorige Eulersche Gleichung besitzt die Form

ho + p(f(z,u,t) = 2') fo + pG((t), ) Gu(2(t), 1) +P%(f($, u,t) —2') = 0.
Mit pu(t) = p(f(x(t), u(t),t)—2'(t)) und ¢(t) = pG(z(t),t)* folgt so in der Tat ¢(t) > 0, ¢(t) =0
fiir G(z(t),t) < 0 und die Eulersche Gleichung

o+ (0) o+ POG(0) + Sl

—p'(t)

0, dh.,
he 4 pu(t) fo + o(t) G (t)

Also erfiillten pu, ¢ die durch G, erginzte adjungierte Gleichung.
Der Term ¢G,, erscheint zusétzlich zu h, in der rechten Seite.

Das ist an dieser Stelle nur eine heuristische Uberlegung, weil wir nicht gezeigt haben, dass
die Variationsaufgabe l6sbar bleibt.
Der korrekte Beweis konnte wieder mittels Lagrange-Prinzip fiir die Steuerungsaufgabe gefiihrt
werden. Ein anderer Weg besteht in der Anwendung des Ekeland-Prinzips (s. Anhang S7
das die Existenz von Losungen nach beliebig kleinen speziellen Storungen der Aufgabe garantiert,
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sofern entsprechende Infima endlich sind.
Variiert u(t) in einer offenen Menge und nutzt man aus, dass auch u optimal ist, erhdlt man

0= hu +p(f($au7t) - x/)fu = hu + M(t)fu

was jetzt einfach sagt, dass jedes u(t) stationédr (bzgl. w) fiir die Hamilton-Funktion

H = h(x(t),w,t) + <,u(t),f(x(t),w,t)>

zu sein hat.

3.8 Lineare zeitoptimale Probleme mit gegebenem Endpunkt

Sei (T') gegebener Endpunkt.
Lineare DGL mit festen Koeffizienten, minimale Endzeit b so, dass x(b) = £° (fixiert).

b

y(x,u) = b—a:/ldt7

a

g(z,b) = :L‘—beO,
2’ = Az + Bu+ 8,
z(a) = a°
ut) € U.

Dann H =1+ (A, Az + Bu + 3), h, = 0. Im Folgenden spielt 3 keine Rolle.

Optimalitdtsbedingung:
Adjungiertes System: —)\ = AT A.
Max-Bedingung:
Die in w lineare Funktion (A(t)7 B,w) ist minimal in w = u(t) bzgl. w € U, sowie

0= _)‘(b)+/‘gz(m(b)v b) "
d.h. A(b) = g und
0 = H(x(b), \(b), u(b), b)+pugy(x(b),b), z(b) = £°, d.h. wegen gy =0 A A(b) = p

0 = 14+(A(b), AE® + Bu(b) + 3) . (3.7
Dies ist i.A. (bei dim U > 1) auch mit Min-Bedingung keine eindeutige Bedingung an A(b), u(b) €
U.
Man rechne weiche Mondlandung als UA (siehe auch S(dort liefert diese Bedingung
w1 und u(b) eindeutig)!
Wegen ist A nicht die triviale Lésung der adjungierten Gleichung!

3
=

Was &ndert sich, wenn man statt zeitoptimal mdoglichst ,billig* steuern will?

b b
y(z,u) = / |u(t)|dt oder einfacher ~(x,u) = /u(t)dt, 0<u(t)<1.

a

Nun ist
H=u+(\Az+ Bu+f3), 0=u(b)+ (A(b), Az(b) + Bu(b) +5) (= H(b))

und «(¢) minimiert erneut eine lineare Funktion iiber der Menge U:
(1,w) + (A(t)" B,w) minimal in w = u(t) bzgl. w € U.

37



Bei w € U C R™ ist 1 der m-dimensionale 1-Vektor und das Zielintegral eine Summe iiber die
Komponenten.
Die Addition einer festen Funktion p(x) in den Zielintegranden wiirde daran nichts dndern, also

etwa
b

Yo = [ ult) + pla()it, 0<u) <1,

Wie vorher spielen bei Polyedern U die Ecken die entscheidende Rolle.

Aber: Jetzt kann man aus H(b) =0 (in b = T') nicht folgern, dass A nichttrivial ist!

Deshalb kann sich die Max-Bedingung als trivial erweisen.

Insbesondere gibt es die letzte Bedingung (die ja aus variabler Zeit T resultiert) nicht, wenn man
sich die Endzeit als gegeben denkt und ,billig“ gelandet werden soll.

3.8.1 Bang-bang-Prinzip

Voraussetzung an die Aufgabe: zeitoptimal, linear, allgemeine Lagebedingung.
Wir suchen min T, sodass

u(t) € UCR™ (ein kompaktes Polyeder im R™, u stiickweise stetig),

¥ = Ar+ Bu (+const.),
z(0) = 2°eR™,
z(T) = z'eR™

Unter diesen Voraussetzungen zeigen wir als erstes:

Satz 3.4 (Endlich viele Spriinge). Fir jedes Tripel (z,u, ), das die notwendigen Bedingungen
erfillt, ist u eine stickweise konstante Funktion mit Werten in der Eckpunktmenge von U, sofern
die sogenannte Bedingung der allgemeinen Lage erfiillt ist.

Sie verlangt, dass die Vektoren Bw, ABw, ..., A" ! Bw linear unabhigig im R" sind fiir jeden
Kantenvektor w von U.

Beweis. Sei (x,u,A) ein solches Tripel. Die Minimum-Bedingung verlangt, dass
At)Bu(t) = {@(t),u(t)) (mit stetigem @)

jeweils minimal bzgl. v € U ist. Im ,Normalfall* ist dann wu(t) -als Losung einer linearen
Optimierungs-Aufgabe- eine eindeutig bestimmte Ecke von U.

Nur wenn die Losung der LO-Aufgabe nicht eindeutig ist, kann u seine Werte d&ndern. Dann sind
aber mindestens 2 Ecken optimal, und damit auch eine Kante w = w(t), die beide verbindet.
Sind unendlich viele Sprunge méglich, so wird eine der endlich vielen Kanten auch unendlich oft
in dieser Weise aktiv. Sei w eine solche Kante zu Sprungen in ¢, t9, ... Da beide ihrer Endpunkte
optimal sind, muss gelten A(t)Bw = 0 in diesen t = t;. Als Losung der adjungierten Gleichung

N(t) = -A(t)A (ad)

(linear mit konstantem A) ist A eine analytische Funktion, ebenso die Abbildung ¢ — h(t) :=
A(t)Bw.
WEeil sich die Nullstellen von h haufen, muss deshalb h identisch Null sein. Damit folgt

A(t)Bw =0 Vt

und also auch 4
Tt

Weiteres Differenzieren von A(t) ABw ergibt analog mittels

0 A(t)Bw = X (t)Bw = —\(t)ABw.

0= \(t)A?Bw
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und bei Wiederholung diese Schlusses ...
0= \(t)A" ' Buw.

Damit ist stets A(¢) orthogonal zu den Basisvektoren Bw, ABw, ..., A"~ ! Bw des R", somit also
A(t) identisch Null, was der notwendigen Bedingung

0=14+(\b), Az(b) + Bu(b)+ ) =1 (3.7
widerspricht. O

3.8.2 Die Zahl der Umschaltpunkte

Satz 3.5. Besitze auflerdem A nur reelle Eigenwerte, und sei U ein Quader.
Dann hat jede der Funktionen uy mazximal n — 1 Spriinge.

Beweis. Wieder ist nach ,Maximumprinzip* A(¢) Bu zu minimieren, diesmal mit o; < u; < ;.

A®)Bu=> "> Xi(O)bisur = Y up (Z bi,kAi(t)> =) urpn(t).
[ k k 7 k

Man erhélt jetzt fiir die Losung des adjungierten Systems die spezielle Form (aufgeschrieben nur
fir )\1)1

A(t) = Z gu(t) exp(6,1);

wobei 0, (v = 1,...,p) die paarweise verschiedenen Eigenwerte von —AT mit Vielfachheit r,
durchléuft und demzufolge g, (¢) ein Polynom in ¢ vom Grade d,, < r, — 1 ist.
Als Linearkombination der \;(¢) hat jede Funktion ¢ (¢) dieselbe Form

er(t) = Z 9v k(1) exp(6,t),

und wug(t) kann nur umschalten, wenn @ (t) = 0.
Also muss die Anzahl von Nullstellen von Funktionen der Form

et) = > gu(t)exp(t)
ve{l,....,p}

abgeschétzt werden.
Also folgt aus nachfolgendem Lemma dass die Zahl der Umschaltpunkte von g (t) nicht
grofer als
m-D+...40rp—-1+p-1)=r+...4+1p,—1=n-1

ist. O

Lemma 3.6. Sind g, (t) Polynome vom Grade d,, (p Stiick), so hat p(t) mazimal p = dy + da +
...+ dp+ (p—1) Nullstellen.

Beweis. Angenommen ¢(t) hat mindestens p = di + d2 + ... + d, + p Nullstellen.
Fiir p = 1 ist das unmoglich, also Induktionsbeweis:
Multiplikation von ¢(t) mit exp(—0,t) liefert

Pneult) = D gu(t) exp[(B, — ,)1] + g, (1)

v<p

mit derselben Zahl von Nullstellen wie .
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Wir ,differenzieren das letzte Polynom weg".
Zwischen 2 Nullstellen von ¢, gibt es eine Nullstelle der Ableitung: Also hat die erste Ablei-
tung von ¢, ndmlich %@neu(t) noch mindestens dy + da + ... + d, + (p — 1) Nullstellen.

Differenziert man (d, 4+ 1) mal, bleiben so mindestens
di+do+ ... +dp+p—(dp+1)=di+do+...+dp_1+p—1

Nullstellen iibrig. Die dj,11-te Ableitung besteht aus nur p —1 Summanden, d.h. sie hat die Form

ep(t) = Y gup(t) exp(8, — 6,)1].

v<p

Nach Induktionsvoraussetzung ist ihre Nullstellenzahl aber hochstens

di+do+...+dp1+(p—1)—1<di+do+...+dp_1+p—1.

3.9 Feedback-Steuerung (Riickkoppelung)

Wann héngt eine optimale Steuerung u = u(¢) nur von z(t) (und t) ab ?
Standard-Beispiel:

b
min 1 [ 2Pz +uQu dt, P symmetrisch,
a
1’ = Ar + Bu, x(a) =2°, @Q symmetrisch, posititiv definit, U = R™.

Adjungiertes System:
—~ XN =Pz+ATXN, A\b)=0. (3.10)

Min-Bedingung: H = 3 (2Pz + uQu) + (A, Az + Bu) in u = u(t) minimal.
D.h. u = u(t) realisiert Qu+ BTA =0, u=—-Q BT\
Nun kann man die explizite Gestalt von u nutzen: Dann beschreiben ((3.10) und

2’ = Az — BQ7'BT\ (hier wiirde 4+ in der DGL fiir 2" storen) (3.11)

unsere Funktionen. Randbedingungen teils in a ( fiir z) teils in b (fir A).
Alles zusammen l&sst sich mittels einer Matrix-Riccati Gleichung behandeln.
Die Forderung: Finde R = R(t), sodass

At) = R(t)x(t),
lasst sich erfiillen (ausrechnen!) durch die Losung von

gR _ _
dt
Mit —\ = Pz + AT\, aus (3.10) ergibt das

(RA+ ATR) + R(BQ 'BT)R — P, R(b) =0. (3.12)

—(R'(t)z(t) + R(t)2'(t)) Pz + ATR(t)xz(t)
—R(t)x(t) — R(t)(Az — BQ™'BT)\) = Px+ ATR(t)x(t)
—R'(t)z(t) — R(t)(Az — BQ 'BTR(t)x(t)) Pz + ATR(t)x(t).

Die Riccati Gleichung (3.12)) hat eine symmetrische, positiv semi-definite Losung R(t) = RT (¢).
Man erhélt so:
u(t) = —Q7'BYA(t) = —Q ' BT R(t)z(t),

also ist u(t) nur abhingig von x(¢) und iiber R von ¢.
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3.10 Ansatz mittels dynamische Optimierung

3.10.1 Ansatz iiber dynamische Optimierung I

0 1

Zeitoptimales Problem, Uberfiihrung von z° in x'; minimale Zeit sei T; =’ = f(x,u).
Bei Anfangspunkt z(0) = z sei F(z) die zugehdrige minimale Zeit; F(2°) = T.

Die Funktion F sei erkliirt fiir Punkte z nahe irgendwelcher x(t) aus einer zu 2° gehdrenden
Trajektorie = x(t) zu einer optimalen Steuerung u = u(t).

1. Dann gilt fiir die Punkte auf einer Trajektorie z.(-) zu optimalem u,(-), beginnend in
einem festen z mit Zeit 0:
F(z,(t)) = F(z) — t, und bei Differenzierbarkeit von F:

& P(e-(1) = (DF(a-(0), 24(0) = 1. (3.13)

Auferdem ist (DF (2, (t)), 2. (t)) = (DF (24 (), f (. (1), us(£))).

z

2. Mit Anfangs-Punkt z steuere man nun zunéchst iiber die Zeit ¢ mittels v € U (beliebig
fest), anschliefend mit der zum resultierende Punkt ¢ optimalen Steuerung.
Dann ist ( = z +ef(z,v) + o(¢), und fiir die Zeit gilt ¢ + F(¢) > F(z).
Also: F(z+¢ef(z,v) + 0(g)) — F(z) > —e und iiber & \, 0:

(DF(2), f(z,v)) > —1 Yv € U mit Minimum —1 in v = u,(0) nach (3.13)). (3.14)

3. Sei A(t) = DF(x(t)) mit einer optimalen Trajektorie x(-) und Steuerung u(-) zu z(0) = z°.
Dann realisiert also u(t) stets die Minimumbedingung

(AD), f(2(t),0)) = =1 = (A1), f(z(t),u(t)) Vvel. (3.15)

4. Adjungiertes System: Mit v = u(t) in (3.14) Variation von z nahe x(¢).
Wir betrachten
P(z2) := (DF(z2), f(z,u(t)))

fiir z nahe x(t); t fixiert.

Es gilt wegen (3.14)), P(z) > —1 ; und P nimmt in 2* = z(¢) wegen (3.13]) das Minimum
—1 an. Also gilt neben
(DF(x(t)), f(x(t),v))

—1=(DF(z(t)), f(z(t),u(t))) Vvel.
auch (DF(z), f(z,u(t))) f

(DF(x(t)), f(z(t),u(t))) Vz nahe z(t).

(AVARAY

Sei sogar F' € C? . Dann existiert VP(z), und es folgt mit festem ¢ nach Produktregel:
0=VP(s") = VP(x(t)) = D*F(x(t)) f(x(t), u(t)) + DF (x(t)) fo (x(t),u(t)).  (3.16)
Damit erfiillt A\(t) = DF(z(t)) € R",
N(t) = D*F(a(t)a'(t) = D2F(a(t) f(2(t), u(t)) = (~DF(x(t)), fu((t), u(t))
also die adjungierte Gleichung:
N(E) = —\(E) fo (a(t), u(t)). (3.17)

Die Bedingungen und sind die schon bekannten Optimalitétsbedingungen ein-
schliefslich der Endbedingung 1 + (A(T), f(2(T), u(T))) = 0 (Dies ist Hamilton-Funktion,
ausgewertet in 7).

Wir erhalten somit zusétzlich (bei entsprechender Differenzierbakeit von F') die Zusam-
menhinge

At) = DF(x(t)
N(t) = D*F(x()f(z(t),u(t)) = — (DF(x(t)), fo(x(t), u(t))) -
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Achtung: Im Allgemeinen muss F' nicht differenzierbar sein (in Spriingen von u).

Die Ableitungen DF und D?F kénnen dann allerdings auch in einem verallgemeinerten Sinne
verstanden werden; insbesondere wird DF' dann ein gewisses Subdifferential (mehrelementig; in
vielen Féllen reicht das von Clarke) und D?F dessen verallgemeinerte Ableitung (oft ein soge-
nanntes ,approximate* oder ,proximal“ Subdifferential).

In den C! bzw. C? Punkten von F sind diese Ableitungen wieder die gewShnlichen (F-)Ableitungen.

3.10.2 Ansatz iiber dynamische Optimierung II

b
Als ein weiteres Beispiel betrachten wir das Problem min [ u(t)dt bei Uberfithrung von 2z in z';

0
minimaler Treibstoffverbrauch; ' = f(x,u), zB. 0 < u < 1. Alles analog zu oben:
Bei Anfangspunkt z(0) = z sei F(z) der zugehérige minimale Treibstoffverbrauch; F(2?) = vy.
Die Funktion F sei erklirt fiir Punkte z nahe irgendwelcher x(t) aus einer zu x° gehdrenden
Trajektorie © = x(t) zur optimalen Steuerung u = u(t).

1. Dann gilt fiir die Punkte auf einer Trajektorie z.(-) zu optimalem wu,(-), beginnend in
einem festen z mit Zeit O:

t
F(z,(t)) = F(z) — /u(s)ds, und bei Differenzierbarkeit von F:
0

d
%F(xz(t)) = (DF(z(t)),2.(t)) —u(t) (in Stetigkeits-Punkten von u) (3.18)
Auferdem ist (DF(z,(t)),z,(t)) = (DF(z,(t)), f(x.(t),u(t))).
2. Mit Anfangs-Punkt z steuere man nun zunéchst iiber die Zeit ¢ mittels v € U (beliebig
fest), anschliefend mit der zum resultierende Punkt ¢ optimalen Steuerung.
Dann ist ( = z+ef(z,v) + o(¢), und fiir den Verbrauch gilt ev + F(¢) > F(z).
Also: F(z+¢ef(z,v) +0(e)) — F(z) + ev > 0 und iiber € \ 0:

(DF(z), f(z,v)) + v >0 Yv € U mit Minimum in v* = u,(0) nach (3.18). (3.19)

3. Sei A(t) = DF(x(t)) mit einer optimalen Trajektorie z(-) und Steuerung u(-) zu z(0) = z°.
Dann realisiert also u(t) stets die Minimumbedingung

(AD), f(2(t),0)) +v = u(t) + A®), f(x(t),u(t)) (=0) Yvel. (3.20)

4. Wir betrachten P(z) := (DF(z), f(z,u(t))) + u(t) fir z nahe z(t); ¢ fixiert.
Es gilt wegen (3.19), P(z) > 0, und P nimmt in z* = z(t) wegen (3.18) das Minimum 0
an. Sei sogar F' € C2. Dann existiert VP(z), und es folgt:

0= VP(z") = VP(x(t)) = D*F((t)) f (x(t), u(t)) + DF(z(t)) fo(2(t), u(t)).  (3.21)
Damit erfiillt

Alt) = DF(x(t)),
N(t) = D*F(x(t))a’(t) = D*F(a(t)) f(2(t), ult)) = (=DF(x(t)), fa(x(t), u(t))),

die adjungierte Gleichung:
N(t) = =A(t) fo(2(t), u(t)). (3.22)

Die Bedingungen ([3.20) und (3.22)) sind die schon bekannten Optimalitétsbedingungen
einschlieflich der Bedingung



Die Hamiltonfunktion ist konstant wenn f und h nicht explizit von ¢ abhéngen, wissen wir
schon. Also ist dies die ebenfalls bekannte Endbedingung.

Wir erhalten somit keine neuen, aber wieder die bekannten Bedingungen und die Zusam-
menhinge

At) = DF(x(t)
N(t) = D*F(x()f(z(t),u(t)) = — (DF(x(t)), fo(x(t), u(t))) -

3.11 Beispiele
3.11.1 Federaufgabe

T
min —(z1(T) —21(0)) = — [@odt, T fest; Ortskoordinate z1 mit Ableitung 2} = x5 soll maximal
0

werden in ¢ = T (also ist maximaler Wert z1(T) gefragt).

u: Zugkraft an Feder (nach rechts —).

Ty = X9

xy = —wzr;+Bu, —1<u<1, 2(0)=(ap,v0), B> 0.
w = Federkonstante.

¢ = Az +(0,B)"u mit der Matrix A = (2}2 (1)>

Hamilton-Funktion: H = —x9 + A\j29 + /\2(—11)23:1 + Bu).
Min-Bedingung liefert: uw =1 falls Ao B < 0; uw = —1 falls Ao B > 0.
Adjungiertge Gleichung —\ = H,:

N = H,, =-—w?)
-\, H,y =M\ —1

a2
Eigenwerte der Matrix ((1) SU ) sind: p?2 = —w? = 1 = —wi, us = wi liefert allgemeine
Form der homogenen Losung;:

A =asinwt +beoswt = N =w(acoswt — bsinwt)

Ay = csinwt +dcoswt = Ny, = w(ccoswt — dsinwt)

Koeffizientenvergleich:
—\ = —w(acoswt — bsinwt) = —w?(csinwt + dcoswt) = —w?\y
-, = —w(ccoswt —dsinwt) = asinwt + becoswt = \;
liefert —aw = —dw?, bw = —w?c und —cw = b, dw = a, also
A1 = w(dsinwt — ccoswt)
Ay = csinwt + dcoswt.
Inhomogene Losung A(t):
A1 = 1+ w(dsinwt — ccoswt)
Ay = csinwt + dcoswt.
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Wegen A\(T') = 0 muss man setzen:

c = wilcosz,

d = —w lsinwT,

woraus das Vorzeichen von A\3(0) = d (falls # 0) den Wert ug = «(0) definiert.
Trajektorie x(t):

1 = ku(t)+ D Ginwt + (ao — ugk)coswt, k= —.
w w
Ty = w {U—U coswt — (ag — upk) sin wt} .
w

Die Kurve z(t) wird erzeugt mit u(t) = —sgnia(t).
Die Gleichung ist nur im ersten Stetigkeits-Abschnitt [0,¢1] von u giiltig!
Im n#chsten hat man einen neuen Anfangswert (a;,v;) = x(¢1) und erhdlt nun in obiger

Weise die Werte von x(t) := x(t + ¢1) bis zum néchsten Umschaltpunkt von u. Dazu ist also
t =1t —t; zu setzen.

3.11.2 Losung weiche Mond-Landung, zeitoptimal

M=v,v=—gy+pu,0<u<l.

Man kann ausrechnen: Umschaltpunkt

v, ()_—21%
gMm gm w

wobei R = p—gu, W = g3, + Rgn = (9 + R)gumr-

Positive Anfangs-Geschwindigkeit in Richtung Mond heift: vg.

Notwendige Bedingungen an Existenz einer Lésung:

2 2
— 2Rh
<vo) CUW=2Rho o s
gMm W

Zusammen mit 7 > 0 sind sie hinreichend.

Die Endzeit wird dann 7 + ¢ mit ¢t = ﬂ}gT) = —%.

3.12 Diskretisierung fiir Standard-Aufgabe; fester Endpunkt, keine End-
bedingung

Man sehe u als gegeben an, etwa konstant in Intervallen einer Diskretierung von [a, b].
Damit 16se man die DGL 2’ = f(z,u,t), z(a) = 2°; (exakt bzw. niherungsweise).

Hat man w und x = z,, kann man das adjungierte System lésen um A = A, zu erhalten

Ll e

Danach benutze man die Maximum-Bedingung;:
w realisiert bei diskreten ¢ das Minimum von H = h(x,,w,t) + A\ f(x,,w,t), w € U.

5. Mit jeweils einem, fiir einen Punkt des Teilintervalls minimierenden w, definiert man eine
neue Steuerung v’ = Next(u).
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Diskrete Optimalitéit (Stationaritit) bedeutet nun «' = wu, bzw., falls die Minimalpunkte
nicht eindeutig sind, die Kakutani-Fixpunkt-Bedingung: v € Next(u). Hierzu sollte also “ Next“
abgeschlossen und konvex-wertig sein.

Allerdings kann ein Kakutani- oder Brouwer Fixpunkt (im Gegensatz zu Banach-Fixpunkten)
i.A. nicht mittels sukzessiver Approximation bestimmt werden, der einfache Ubergang von u zu
u’ fihrt deshalb i.A. nicht zum Ziel.

Stattdessen kann man die Minimalitit iber notwendige Optimalitéitsbedingung als Gleichung
b(zy,w,t,\,) = 0 formulieren. Sie enthdlt zumeist noch eine zusétzliche Variable (Lagrange
Multiplikator bzgl. w € U), und ® ist i.A. nicht differenzierbar.

Dann gibt es die Teilssysteme zur Bestimmung von z und A als Funktion von u, die Gleichung

O(x,w,t,A) =0
und schlieflich noch die Forderung v = w.

Insgesamt hat man also, bei Diskretisierung tiberall, ein System
Fu,z,\,w)=0

zu 16sen, in dem F gewohnlich nur stiickweise glatt ist. Minimierung von || F||? per Abstiegsver-
fahren oder ,nichtglattes Newton-Verfahren sind hierfiir Standard-Methoden.

Bei N+1 Diskretisierungspunkten erhdlt man 3N Komponenten fiir z € R™, A € R", u € R™,
wobei noch p Lagrange Multiplikatoren y zu p Ungleichungen hinzukommen, wenn diese U be-
schreiben.

Das System ®(z,w,t, \,y) = 0 besteht dann aus N (m+p) reellen Gleichungen, die dem Gradient
bzgl. w und den Ungleichungen entsprechen.

Die Gesamtzahl von reellen Gleichungen wird so 2Nn aus den beiden Differentialgleichungen,
plus N(m + p) aus @, plus die Nm Gleichungen zu u = w, also

2Nn+ N(2m + p) = N(2n + 2m + p).

Die Zahl der reellen Variablen wird N(2n + m) (zu z, A\, u) plus die N(m + p) Variablen zu w
und g, also
N@2n+m)+ N(m+p) = N(2n+2m+p).

Fiir die analoge transformierte Variationsaufgabe (b fest, keine Endbedingung) mit Zielfunk-
b
tion min [ h(z,u,t)dt, und DGL 2’ = v = f(z,u,t) € R", wird f, = 0 und H(z,\,u,t) =

a
h(z,u,t) + AT,
Das adjungierte System —)\ = h, liefert explizit

t

Alt) = f/h:cderc,
b
AD) = —/hxds—l—c:O.

Hamilton-Funktion minimal bzgl. w in u(t):
H(z(t), \(t),w,t) = h(z,w,t) + AMt)w, w €U, U sei offen.
Dann muss wegen Min-Bedingung in jedem t gelten:

0= — =
dw

ho(z(t),u(t),t) + A(t);  hy = hy in Variationsaufgabe
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Die Ableitung nach ¢ von h, + A(t) ist also Null, d.h. e = p,.
Das ist die Eulersche Gleichung (mit v = 2’).

Aus den N(m + p) Optimierungsvariablen werden jetzt Nn Stiick mit Nn Bedingungen
(hy + A =0).

Angenommen, alle DGL werden diskretisiert und f = Ax + Bu + 8. Dann ist u — xy
(affin) linear, (u,z,) — A, ebenfalls und w realisiert bei diskreten ¢ das Minimum von H =
h(zy,w,t) + AT (Az, + Bw+ ), weU.

Ist H konvex in w und U konvex und kompakt, existieren nichtleere konvexe Lésungsmengen
Next(u), und die Abbildung ,, Next* geniigt den Voraussetzungen des Kakutani-Fixpunkt-Satzes.

Je nach Gestalt von U kann man die Minimalpunkte w bzw. die Gleichung ®(z,,w,t,\,) =0
(siehe oben) mehr oder weniger leicht finden und das dann stiickweise lineare System F(u, z, \,w) =
0 16sen.
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Ergénzungen

4 Einige Grundlagen der Funktionalanalysis

4.1 Banach Raume

Ein Banach Raum (X, || - ||) ist ein linearer (hier ueber R), normierter und vollstdndiger Raum.
||| sei die Norm von = € X.
Im Folgenden sei stets:

e f: X — R ein lineares, stetiges Funktional
e X* der Dualraum von X

e A: X — Y ein linearer stetiger Operator von X in einen Banach Raum Y. Der Raum
L(X,Y) wird mit ||A|| := sup ||Az| wieder ein Banach Raum. (B := {z € X | ||z|| < 1}
reB

ist die abgeschlossene Einheitskugel)

4.1.1 Konvergenz-Begriffe

F — 2 wenn ||2% — x| — 0

(starke) Konvergenz: x
e schwache Konvergenz in X: ¥ —, 2 wenn ||f(2*) — f(z)|| - 0 Vf € X*
e schwache Konvergenz in X*: f* —, f wenn ||F(f*) — F(f)|| -0 VF € X** (D X)
e schwach* Konvergenz in X*: f* 5 f wenn | f*(z) — f(z)| = 0 Vo € X

Bemerkung: Schwach* Konvergenz verlangt i.a. weniger als schwache Konvergenz in X* (das-
selbe im reflexiven Raum wegen X** = X).

Beachte: f* — f & [[fF—f| > 0= f*—,f = fF5f.

Definition 4.1. Eine Menge M C X heifit schwach (Folgen-) abgeschlossen, wenn jeder schwa-
che Haufungspunkt von M in M liegt:

s zundz¥e M = axeM.
M heifit schwach (Folgen-) kompakt, wenn jede unendliche, abzihlbare Folge in M eine schwach
konvergente Teilfolge besitzt mit Limes in M.

M* C X* heiffit schwach* abgeschlossen, wenn jeder schwach* Hdufungspunkt von M* in
M* liegt:
55 fund fFe M = feM*.
Bemerkung: schwach® abgeschlossen = schwach abgeschlossen (in X*)
Ein (nichtlineares) Funktional ' : X — R heift schwach stetig, wenn z¥ —, z =
F(z%) — F(x) (analog fiir Funktionen,).

k

* —, x kann gelten, ohne dass x*

Achtung: Das verlangt mehr als stetig, denn x —x !

Trivial: Jedes f € X™* st schwach stetig.

4.1.2 Typen von Banach Ridumen

reflexiv: X** = X (es gibt eine lineare Bijektion zwischen X und X**, die die Norm erhlt)

separabel: X besitzt eine abzéhlbare dichte Teilmenge
Hilbert Raum: Die Norm ||z|| := \/(z,z) wird durch ein Skalarprodukt induziert.
Norm in X*: || f]|* := sup ||f(z)|| , B = Einheitskugel in X.

r€B
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4.1.3 Adjungierter Operator
Sei A € L(X,Y). Mit g € Y* wird durch f(z) := g(Az) ein lineares Funktional f € X* definiert.

Offenbar ist f = f(g, A). Die Abbildung ist linear in g, denn f(ag; + Bg2, A) ist nach Defi-
nition das Funktional v mit u(z) = ag (Az) + Bg2(Ax).

Der Operator g — f bildet so von Y* in X* ab. Er heifst adjungierter Operator von A und
wird mit A* bezeichnet; es gilt f = A*g. Man beachte, dass A* € L(Y™*, X*).

4.1.4 Trennungssatz

Satz 4.2. Es sei X ein (linearer) normierter Raum tber R, M C X sei offen, konvex, nichtleer
und 0 # M.
Dann gilt: Es existiert z* € X*\ {0} mit 0 < z*(x) Vo € M.

Beweis. Wir withlen ein festes x° € M und betrachten den eindimensionalen Unterraum U =
{tz® | t € R}.
Setzt man u(tz®) =t , dann erfiillt u offenbar 0 < u(z) Vz € M NU.
Sei nun G D U ein Unterraum von X (abgeschlossen oder nicht) und ¢ : G — R additiv und
homogen mit

0<g(x)Vee MNG A g, =u.

Unter diesen Paaren (g, G) definieren wir eine Halbordnung:
(9,G) < (¢', @) falls G C G' und ¢’ = ¢ fiir z € G.
Die Menge dieser (zulissigen) Paare ist nicht leer, z.B. nehme man G = U und setze g = u.

Fiir eine beliebige Kette (g%, G*) mit (g%, G*) < (g°,GP), falls a < 3, findet man dann eine
obere Schranke (¢, G’) in G’ = JG® und ¢'(z) = ¢*(x) falls z € G*.

«
Damit gibt es (Zornsches Lemma) ein mazimales Element bzgl. der Halbordung, wir bezeichnen

es erneut mit (g, G). Maximal heikt, dass man kein (¢, G’) mit (g, G) < (¢’,G’) findet.

Wir zeigen indirekt, dass G = X gelten muss.
Angenommen, es gibt ein p € X \ G. Dann ist G’ := lin(G U {p}) D G, und 2’ € G’ hat eine
eindeutige Darstellung 2/ =z +tp (z € G, t € R).

Eindeutig: Aus @’ =y+sp (y € G, seR) folgt 0=y —x+ (s—t)p. Da0 und y — z aus G
sind, liegt auch (s — t)p in G. Letzteres liefert s = ¢t wegen p ¢ G. Somit ist auch y = x.
Wir definieren nun ¢'(z’) := g(z) + at mit a € R.

Damit (¢’, G') zuldssig wird, brauchen wir ein spezielles a, so dass
0 < g(x) + at fir alle (x,t) € (G,R) mit z +tp € M. (4.1)

Wir unterscheiden positive und negative ¢, d.h. wir betrachten (x,t) mit ¢ > 0 und (y, s) mit
5 <0.
Da M offen ist, existieren Paare beider Typen, denn z° + rp ist aus M fiir betragskleine r.
Der Fall t = 0 liefert in (4.1) 0 < g(z) Vo € M NG nach Wahl von (g, G), was a nicht einschrinkt.
Also nimmt (4.1)) die Form an:
0 <g(z) +at Y(z,t) € (G,R), t >0, sodass « +tp € M. (4.2)
0<g(y)+as¥(y,s) € (G,R), s<0, sodass y+ sp € M. (4.3)

Seien (z,t) und (y, s) wie oben beliebig fixiert. Wir betrachten (z,0) als Konvexkombination mit

O=XM+1-XNs, z=Xlx+(1-Ny.
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1 —_ __S_ _ _ _t _ ty—sx
Damnist A= -2, 1 - A= ;= und 2 = =

Der Punkt z gehort offenbar zu G. Als Konve;f{ombination zweier Punkte aus M, ist z = 24+0-p €
M. Folglich gilt:

_ —sg(x) +tg(y)
t_sg(y)——t_s

und sg(z) < tg(y) bzw. nach Division durch —st > 0:

0<g(2) = g(x) +

_t—s

_9@) gy
t S
Damit koénnen wir a so wihlen, dass
sup —M <a < inf —M.
(z,t) (:9) s

Dies liefert —g(z) < at und as > —g(y), wonach (4.2) und (4.3) richtig sind. Wir erhalten da-
her einen Widerspruch zur Maximalitét von (g, G), sofern G # X ist. Also ist tatséchlich G = X.

Nun ist g additiv und homogen und erfiillt 0 < g(z) Vo € M. Wegen g = ¢° (= u) auf U ist
g nicht Null.
Sei schliefslich y € intM und y + B C M. Dann gilt:

0<g(y) +eg(b) Vb € B,

also ist g auf B durch g(b) > —e~'g(y) =: C nach unten beschrinkt. Als additives, homogenes
Funktional ist g damit auch nach oben durch |C| beschrankt. Folglich ist g stetig, und z* = g¢
liefert die Behauptung. O

4.1.5 Weitere grundlegende Séitze
o Riesz: Einheitskugel B ist kompakt < dimX < oo
e Banach: A: X — Y bijektiv = A~! ist stetig
e Banach-Steinhaus: A € L(X,Y) und sgp |Arz|| < o0 Vo = Sllip |Ak] < o0
e Trennungssatz: M, N C X konvex, nichtleer, intM # (), N NintM = {)
= dfeX* f£0: f(m)< f(n)Vme M, ne N

e (Closed range Theorem: Im(A) := AX abgeschlossen in Y < Im(A*) := A*Y™ abgeschlos-
sen in X*

o fFEf ANay—ax = (ffan)— (f.z)  ((f,z) = f(z) kanonische Bilinearform)

o fF L f & sup|ffl <oo A (f*,x) — (f, ) fiir alle z in einer dichten Teilmenge von X
o fFf A ap—sx = (fFa) = (f2)

e Konvexe, abgeschlossene Mengen sind schwach abgeschlossen.

e Konvexe stetige Funktionale sind schwach stetig und subdifferenzierbar.

e X separabel = Jede beschriinkte Folge (f*);, C X* besitzt eine schwach*-konvergente
Teilfolge.

o X reflexiv = B ist schwach kompakt = jedes schwach stetige Funktional nimmt auf B das
Minimum an (dasselbe fiir beschrinkte, abgeschlossene konvexe Teilmengen M von X)
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4.1.6 Der Banach Raum der stetigen Funktionen

Definition 4.3. Der Banach Raum Cla,b] besteht aus allen stetigen reellen Funktionen x =
x(t), a <t < b mit der Norm ||z|| = sup |z(t)].
a<t<b

Satz 4.4 (Satz von Arzela-Ascoli (1883, 1893)). Sei X C Cla,b] abgeschlossen.
X ist kompakt genau dann wenn:

alle x € X sind gleichmafig beschrankt, d.h. 3K : |x(t)| < K Vx € X Vt € [a, ] (4.4)

und
alle x € X sind gleichgradig gleichmdfig stetig, (4.5)
d.h.Ve>035: |z(t)— ()] <eVre X Vtt €la,b] mit|t—t|<0.

Beweis.(<=:) Sei ¢ > 0 beliebig fixiert. Wir wihlen ¢ nach und teilen [a, b] in endlich viele,
etwa m, Intervalle Iy, = [ty, tr11] der Linge < 4. Sei L die Menge aller stiickweise linearen
(stetigen) Funktionen y zur Intervallzerlegung, die |y(t)| < K Vt € [a, b] erfiillen. Sie lassen
sich durch 2m reelle Zahlen des Intervalls [—K, K| charakterisieren (die Werte von y in
den Randpunkten von Iy).

Also ist L kompakt in C', denn jede unendliche Folge solcher Zahlentupel hat eine unend-
liche konvergente Teilfolge, und die entsprechenden Funktionen y konvergieren dann in C.
Sei nun x € X. Wir ordnen x diejenige Funktion y zu, die in allen t; gerade y(tx) = x(tx)
leistet. Dann folgt:

() —yB)] <Vt = -yl <e.
Damit ist L ein kompaktes e-Netz fiir X. Aus der Vollstdndigkeit von C folgt so die
Kompaktheit von X.

(=>:) Sei M ein endliches e-Netz fiir X, bestehend aus irgendwelchen Funktionen y!,...,y™ € C.

Mit K = max |ly*|| + ¢ folgt dann (4.4). Sei e > 0 fixiert. Dann gibt es ein § > 0, sodass

(@5) fiir alle endlich vielen Funktionen x = y* gilt, denn jede einzelne ist gleichmikig
stetig iber dem kompakten Intervall.
Sei nun z € X beliebig gewihlt. Wir finden y = y*, sodass ||z — y|| < e.
Dann gilt fir |t — /] < §:
() — a(t)] < Jx(t) —y(O)] + ly(t) — y(E)] + [y(t') — x(t')] < 3e.
Also ist (4.5) mit ¢’ = 3¢ und § erfiillt.
O

Satz 4.5 (Vollstandigkeit der stetigen Funktionen). Der Raum der stetigen Funktionen Cla, b]
1st vollstandig.
Beweis. Betrachte Cauchy-Folgen z* in C. Gelte Ve > 03N (¢):
la™ — 2| <e Vn,m > N(e). (4.6)
Dann gilt mit allen ¢:
() — 2" (8)] < =
Also existiert (da R vollstdndig ist) fiir jedes t: x(t) = lim 2™ (t) im Reellen. Mit m — oo in

m—00
(4.6) folgt dann:
lz(t) —2"(t)| <e = |lz—2z"|| <eVn> N().

Wir miissen noch zeigen, dass © = x(t) stetig ist. Dazu hélt man irgendein n > N(¢) fest, und
schétzt wie folgt ab:

2(t) — x(t)] < |o(t) — 2" ()] + [« () — 2™ ()] + [«" (') — 2(t')| < e+ [2"(t) — 2" (¥')] +&.

Da a™ stetig ist (also iiber dem Kompaktum [a,b] auch gleichméRig stetig), gilt auch |z"(t) —
x"(t')] < e falls nur ¢’ — ¢| hinreichend klein ist, etwa < 4.
Folglich ist dann auch |x(t) — z(¢')| < 3 wenn [t/ — ] < 4. O
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4.1.7 Projektionen im Hilbert Raum

Satz 4.6 (Projektionssatz). Sei X reeller Hilbert Raum, C' C X, konvex, abgeschlossen, nicht-
leer, z € X \ C. Dann gilt:
Es gibt ein z € C mit |z — z|| = dist(z,C) (=d).

Bemerkung: Der Beweis im komplexen Hilbert Raum mit C' = Teilraum von X ist derselbe.

Beweis. Man nutzt die Parallellogrammegleichung ||a +b[|? +||a —b||*> = 2(||a||? + |b]|?), die durch
direktes Ausrechnen folgt. Sei {z,} eine Folge in C' mit ||z — z,|* < d* + n=2.

Man zeigt Konvergenz der z,, durch Abschiitzen von ||z, — z,|*.

Dazu wird auf a = — z, und b = =z — z,, angewandt.

12m = zall? + 122 = (zm + 20) I* = 2(llz = 2all* + Iz = 2m]*).
Mit W € C folgt |12z — (2 + 20)||* = 4]z — Z2£22||2 > 4d? und somit
lzm — 2nll? < 2(|lx = 2al]? + |2 — 2 ||?) — 4d® < 2(d* + 02 4+ d* + m™2) — 4d?
< 24+ m7R).
Die Folge z, ist damit eine Cauchy-Folge, z = lim z,, ist der gesuchte Punkt. O

Bemerkung: Ein solches z heifst Projektion von x auf C. Es ist eindeutig, was man {iber die
Norm wie im R™ sofort ausrechnet (bei 2z’ # z” wird der Abstand zu (2’ + 2”) € C kiirzer).
Man kann auch so argumentieren: Gibt es zwei Punkte 2z’ # 2” mit kleinstem Abstand zu z,
kann man obige z,, so auswéahlen, dass z,, — 2’ fiir gerade n und z,, — 2" fiir ungerade n. Damit
hat man einen Widerspruch zur bewiesenen Konvergenz der ganzen Folge.

Satz 4.7 (Normalen-Eigenschaft). Es ist ||y — p(y)| < |ly — z|| + || — p(z)||. Sei z = p(x) die
Projektion von x auf C'.
Dann gilt mit 0 <t <1 und ¢ € C fir den Punkt a = ¢ — p(x):

p(@) +ta€ C A h(t) = ||z — (p(e) + ta)|* = [lz — p(x)|* + t*]|a]|* — 2t {z — p(x), a) .

Wire (z — p(z),a) > 0, wiirde h(t) < ||z — p(z)||* fiir kleine t folgen, was der Projektionseigen-
schaft widerspricht. Also gilt:

(x —p(x),c—p(x)) <0VeeC, dh x—p(r) € No(p(z)) (4.7

(Hierbei bezeichnet No(p(x)) den Normalenkegel an C in p(z).)

Andererseits charakterisiert (4.7)) die Projektion p(x) wvollstdndig, d.h. {4.7) und p(x) € C
liefert gerade, dass p(x) die Projektion von x auf C ist.

Sei U ein (abgeschlossener) Teilraum von X . Dann gibt es zu jedem x € X eindeutige u € U
und v € V mit
x=u+wv, (4.8)

wenn nur'V der durch {v | {(v,u) =0 Vu € U} = Ny(0) definierte Orthogonalraum zu U ist.

Beweis. Man setze v = py(z) (Projektion auf U), v = x — u. Damit gilt (4.8]) sowie v € U und
veV.

Eindeutigkeit: Wenn auch z = v’ + ', so folgt u — v =v' —v,u—v € U und v/ —v € V. Weil
nun v —u € VNU, muss gelten (u — v, u —u') =0, dh. u=v'. O

Satz 4.8 (Lipschitzeigenschaft der Projektion). p(-) ist nicht nichtexpansiv, d.h.,

Ip(y) —p()|| < lly — =zl
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Beweis. Dazu verwendet man (4.7), denn man erhélt:

(z —p(),p(y) — p(z)) <0 mit c = p(y)
(y —p(y), p(x) — p(y)) <0 mit ¢ = p(x)
= (z—px) - (v —p(y)),p(y) — p(x)) <0.

Ausmultiplizieren ergibt

(@ —v,p(y) —p(2)) + lIp(y) —p@)|* < 0
= p@) —p@)* < (& —y,p() ) <z -yl lply) - )l
Nach Division durch ||p(y) — p(z)|| (> 0) ist das die Behauptung. O

Satz 4.9 (Schwarzsche (Bonjakowskische) Ungleichung). Es gilt die Ungleichung
[ {a,b) |* < (a,a) (b,b),

die letzlich (auf den Aziomen des Skalarproduktes basierend) die Beziehung zwischen Skalarpro-
dukt und Norm im Hilbert-Raum herstellt, heifit Schwarzsche Ungleichung, oft auch Ungleichung
von Schwarz und Bonjakowski.

Beweis. Wir schreiben den Beweis gleich fiir einen komplexen Hilbert Raum auf. Man betrachtet,
fiir b # 0 und komplexe t zunéchst

0 < {(a+th,a+tb) = (a,a)+ {a,tb) + (tb,a) +|t|* (b,b) = (a,a) +conj(t) (a,b) +1 (b, a) + |t|* (b, b)

und setze t = — EZ:Z; . Dann gilt:

(b, a)

(a,b)
<a”a> - <b, b> ’ <a7b>

~(b.b)
0 < <a7 a> <ba b> - <b7a> <a7 b> - <aa b> <b7 a> + | <aa b> |2'

o
IN

~(b,a) +

Wegen ¢ - conj(c) = |c|? erhilt man so {a,b) (b,a) = | (a,b)|?> und 0 < (a,a) (b,b) — | (a,b)|>. O
Ubungsaufgaben

1. Wie sieht A* fiir dimX + dimY < oo aus ?

k k

2. Beispiele fiir schwache Konvergenz: ¥ —, x ohne z" — .

3. Zeige: B ist kompakt < dimX < oco. (Satz von Riesz)

4.1.8 Riesz-Schauder Theorie linearer vollstetiger Operatoren

Zusammenfassung aus E. Zeidler, Vorlesung iiber nichtlinearer Analysis, Teil I Teubner Leipzig
1976

Voraussetzungen: L : X — X linear, vollstetig (vollstetig = Bilder beschrinkte abgeschlossene
Mengen sind kompakt), X Banach Raum
(1) Te:={I—-pLl)x=y

(D Ty == —pL)y* =2~
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L* : X* — X* dualer (adjungierter) Operator

Behauptungen:
A) L~ ist vollstetig.

(
(B
(
(

) Die charakteristischen Zahlen p von L kénnen sich im Endlichen nicht hiufen.
C) Ist p keine charakteristische Zahl von L, so existieren die Inversen von T und T*.
)

D) Sei p eine charakteristische Zahl von L. Dann gilt:

(1) loésbar & (z*,y) =0Ve € N(T*) (N = Nullraum, Kern)
(1)* 16sbar < (y*,z) =0 Ve e N(T)
dimN(T) = dimN (T*) < oo

Die Ketten N(T) C N(T?) C ...C N(T*) = N(T"1)
R(T) D R(T?) > ...> R(T*) = R(T*™') (R = Range, Image)

brechen nach k& Schritten ab.

Es existiert ein Projektionsoperator P mit P € L(X, X), P> = P, PL = LP.
Mit Q@ =1 — P gilt: X = PX +QX, PX = N(T%), QX = R(T")
L bildet PX und QX jeweils in sich ab.
LP = PL und L/PX besitzen p als einzige charakteristische Zahl.
QL = LQ und L/QX besitzen u nicht als charakteristische Zahl, d.h. (I — uQL)~! € L(X, X)
dimPX < o0
In PX gibt es eine Basis z(i,5), ¢ = 1,...,n, 7 = 1,...,m(i) (Jordans Normalform) sodass
uLx(i,j) — x(i,7) = pa(i,j + 1), wobei per Definition z(i,m(i) + 1) :==0
v(p) = n, x(p) = m(1) + ... + m(n) wobei v(u) = dimN(T) Vielfachheit von p, x(p) =
dim [ J N(T*) algebraische Vielfachheit von p (x (1) > v(i) gilt generell).

k

4.2 Minimax, Subdifferential und gestorte Extremalaufgaben
Wir betrachten die Aufgabe
inf{f(z) | g(z) € K} (P)

wobei K ein konvexer, abgeschlossener Kegel in Y ist, sowie € X, y € Y mit X,Y Banach
R&ume. Wir definieren:

M(y) = {z|g(x) ey+ K},
ely) = if{f(z) | z € M(y)} Storungsfunktion; wobei p(y) = oo, falls M(y) = 0,
vp = (0) sei endlich,
L(z,y*) = f(z)+ (y*,g(x)) Lagrange-Funktion,
K* = {y*€Y*|(y",k) <0Vk € K} Polarkegel zu K,
H(y") = mf Liz,y").

Ist g linear, so wird durch y* — z* := (y*, g(-)) gerade der adjungierte Operator g* : Y* — X*
definiert.
Weiter betrachten wir die Dualaufgabe

sup{H(y") | y* € K™} (D)

mit dem endlichen oder unendlichen Extremalwert vp.
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Lemma 4.10. FEs gilt: vp = inf sup L(z,yx) > vp.
x y*eK*

Beweis. Man kann zuléssige z € M(y) fir betrachten, da vp endlich ist.
Wenn g(z) € K, so folgt (y*,¢(x)) <0 aus y* € K*; somit auch (y = 0):

H(y") = inf f(2)+ (% 9(2) < inf f(2)+ (7 9(2) < nf f(z)=vp.

Also ist auch vp < vp richtig. O
Satz 4.11 (Starke Dualitdt und Stérungsfunktion im Banach Raum). Sei vp endlich. Die Sto-

rungsfunktion ¢ besitzt in y = 0 einen Subgradienten u* € Y* genau dann, wenn es ein y* € K*
derart gibt, dass H(y*) = vp ist. In diesem Fall gilt y* = —u* und vp = vp.

Bemerkung: Fiir den Beweis braucht man nicht einmal Stetigkeit von f oder g.
Beweis. =>: Sei u* € 9p(0), d.h. per Definition, dass u* ein Subgradient von ¢ im Nullpunkt
ist und bedeutet:
ely) = 0)+ (u"y —0) vy,
info(y) — (u'y) = ¢(0).
Monotonie: Fiir beliebige y und jedes k € K folgt aus g(x)—y € K auch k+(g(x)—y) € K.
Damit gilt
M(y) € M(y—k) N oy — k) < @(y)-
Speziell ist p(—k) < ©(0). Wegen dieser Beschranktheit und der Subdifferentialeigenschaft
9(0) > p(—k) = ¢(0) + (u*, —k)
muss daher (u*,—k) < 0 sein, sonst multipliziere man k mit grofem A > 0. Also ist
y*t = —ut e K*.
Wegen u* € J¢(0) gilt weiter:

¢(0) <inf(p(y) + (y*,y)) =inf | inf  f(z)+ (y",y)
Y Y z: g(z)Ey+K

Da 0 € K, wird o hdchstens grofer, wenn man g(z) = y fordert. Also
o) <ing (ot f(o)+ (7 19(0) )
Y \z: g(@)=y
und damit (da von y nichts verlangt wird):
ve = ¢(0) < inf f(2)+(y", 9(x)) = H(y"), y* € K~ (sd1)
Da vp < wp durch das Lemmam gesichert wird, folgt so H(y*) = vp = vp.
: Sei H(y*) = ¢(0) = vp und y* € K*. Dann ist
inf f(2) + (4", 9(x)) = H(y") = ¢(0).
Wegen y* € K* folgt aus g(z) — y € K die Ungleichung (y*, g(x)) < (y*,y).
Wir konnen daher (ohne die Ungleichung zu verletzen) links den Term (y*, g(z)) durch

(y*,y) ersetzen, sofern g(x) € y + K ist. Da 0 € K ist, gibt es derartige y, z. B. y = g(z).
Dies liefert

Il

©(0) <inf inf  f(z)+ (y",y).
z g(z)ey+K

Wir lesen nun die rechte Seite einfach zweckméfiger:

o) < (| it @)+ 07 =t o) + ().

Also ist u* = —y* Subgradient fiir ¢ in 0.

o4



4.2.1 Subdifferenzierbarkeit

Damit wird die Subdifferenzierbarkeit von ¢ interessant. Um sie nachzuweisen, braucht man im
allgemeinen:

e Endlichkeit des Extremalwertes vp zu |(P)|

e Konvexitét von f und Konvexitét von g bzgl. K (d.h. die Menge {(z,y) | g(z) € y + K}
sei - wie im Fall affin-linearer g - eine konvexe Menge)

e Stetigkeit von f und g.
Aufserdem

existiere ein z° mit g(z°) € intK (also muss K innere Punkte besitzen). (regl)

Der Beweis ist nun analog zur Subdifferenzierbarkeit in endlicher Dimension (dort heifst ° Slater
Punkt), nur der benutzte Trennungssatz muss hier allgemeiner sein; s.o.

Beweis der Subdifferenzierbarkeit von ¢ unter diesen Voraussetzungen. Man bildet die Menge al-
ler Paare M = {(r,y) | 3z : f(z) <r, g(z) € y+ K}, die ebenfalls konvex wird (das ist der
Epigraph von ¢; epip = {(r,y) | r > ¢(y)}, wenn man formal ¢(y) = oo setzt, sofern es kein x
mit g(z) € y+ K gibt).

Der Punkt m® = (vp,0) gehort zu M, aber nicht zu intM wegen (vp —¢,0) & M.

Mittels #* und der Stetigkeit sieht man, dass der Punkt (f(z®) + 1,0) aus intM ist.

Man kann deshalb m® und intM (Trennungssatz) nichttrivial trennen.

Das Trennungsfunktional ist ein Element (r*,v*) € (R, Y™*) und sichert

r*op + (v*,0) < r¥r+ (v, y) V(r,y) € M.
Achtung: links Bilinearformen, rechts Punktepaar (r,y)!

Die Existenz von x® sichert dann r* # 0 (weil die y in einer Kugel variieren diirfen und
r* = 0 nun v* # 0 impliziert). Weiter folgt »* > 0 aus (vp + p,0) € M Vp > 0. Damit kann man

durch r* teilen und erhalt mit w* = %

r*

vp <1+ (w*,y) V(r,y) € M,

also auch ¢(0) < p(y) + (w*,y) Yy.
Damit ist —w* € 9p(0). -

Bemerkung: Bis hierher haben wir nicht die Vollstdandigkeit der Raume X, Y benotigt.

4.2.2 Zuséitzliche lineare Gleichung

Bei einer zusétzlichen linearen Gleichung h(x) = 0 € Z (hat nichts mit der obigen dualen
Zielfunktion zu tun), also fur

inf{f(z) | g(x) € K, h(zx) = 0} (P)

wird die Lagrange Funktion um den Term +(z*, h(x)) erweitert und ¢(y) wird durch Variation
der Gleichung h(x) = z zu ¢(y, z). Die Beweise bleiben ansonsten gleich, wenn

z® € Ker(h), g(z°) € intK und h(X) = Z. (Reg)

Jetzt sind die Rdume X, Z als vollstdndig vorauszusetzen, um Banachs Inversensatz auf h an-
wenden zu kénnen (mit Faktorisierung nach Ker(h) in X).
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4.2.3 Spezialfall linearer Funktionen und Hahn-Banach Satz

Seien f, h und g linear. Jetzt ist p(y, z) = inf{f(x) | h(z) = z, g(z) € y+ K} sublinear (konvex
und positiv homogen bzw. (dquivalent) subadditiv und posititiv homogen), und wenn ¢(0,0)
endlich ist, bleibt nur ¢(0,0) = vp = 0 (denn x zulédssig fir (0,0) liefert Az zuldssig VA > 0).
Damit kann ¢ bei Stetigkeit durch eine lineare Funktion gestiitzt werden: Jy* € Y*, z* € Z*
mit (Hahn-Banach Satz):

e(y,2) > y*(y) +27(2) Yy, z.

(Ohne Stetigkeit von ¢ nur mit additiven und homogenen Funktionalen).
Die Ungleichung bedeutet aber (y*, 2*) € 9p(0,0) und fiihrt wie oben zur starken Dualitét.
4.2.4 Stetigkeit des Extremalwertes

Satz 4.12. Die Stetigkeit von ¢ folgt aus |(Reg)|, affin-lineare und stetige Funktionen reichen
dazu.

Beweis. Sei x zuldssig fir (y, z), h(z) = z, g(x) =y + k, k € K, und sei (v, z’) gegeben. Dann
finden wir zunéchst ein 2’ mit h(z’) = 2z’ und (Banachs Inversensatz)

" — ]| < L]z = z]|.

Weiter sei g(z°) +dB C K, 6 > 0.
Fiir 2/ 4+ Az® bleibt h konstant und g(a’ + Az®) = g(z') + Ag(a®).
Wir kénnen weiter schreiben g(z') = g(x) 4+ v mit ||v]| < LyL||z" — z]|. Also:

g(x' +2z%) = g(z)+v+Ag(a®)
= y+k+v+Ag(z?)
Y+ (y—y)+k+v+Ag(z).

Damit ist g(z' + Xz°) € Y + K < (y—y')+k + v+ Ag(z®) € K. Hierzu reicht schon
(y—9')+ v+ Ag(z®) € K, was wegen der Kegel-Eigenschaft bei ||(y —y') + v|| < 6 gesichert ist.
Letzteres gilt sicher bei ||y — y/|| + Ly L2’ — 2|| < 6A bzw. bei A =671 (|ly — ¢/|| + Ly L||z" — z|)).
Alsoist " =2’ + 67 (|ly — ¢'|| + LyL||2’" — z||) 2* zuléssig fiir (y/,2').

Mit ||z’ — z|| < L||z’ — z|| gilt daher eine Lipschitz-Abschétzung fiir einen zuldssigen Punkt z”
w (¢, )

2" — 2|l < K|I(y" =y, 2" = 2)|.

Damit kénnen sich auch die Infima mit der linearen (es reicht Lipschitz-stetigen) Funktion f nur
Lipschitz stetig unterscheiden:

lp(y', 2") — @y, 2)| < LIHK|(Y =y, 2" = 2)||.

O

4.2.5 Folgerung aus starker Dualitat fiir stetig differenzierbare Funktionen

Satz 4.13. Ist 2° eine Lésung von
inf (f(z) | g(x) € y+ K, h(z) = 2) (P)
und qilt starke Dualitdt, so gibt es duale Funktionale y* und z* mit y* € K* so dass
Df(x%)u + (y*, Dg(z°)u) + (2*, Dh(z®)u) =0 Vu € X (4.9)

und  (y*,g(z%)) = 0.
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Beweis. Mit gewissen (y°)* € K* und (2°)* € Z* ist aufgrund des Dualitéiitssatzes

inf L(z, (3°)", (z°)") = inf f(z) + ((4")", 9(2)) + ()", h(x))

= f(a%) = sup inf L(z,y", 2").
y*€K*, z*€Z* x

Weil h(z%) = 0 und g(2°) € K, also insbesondere ((y°)*, g(z")) < 0 ist, gilt auch
inf L(z, ()", (")) < L(2”, (4°)", (2°)7) < f(a?).

Da hier die Gleicheit erfiillt ist, muss x = 2° die Lagrange-Funktion minimieren und ((y°)*, g(z°))
0 sein.

Ersteres liefert wegen D, L(z°, (y°)*, (2°)*) = 0 gerade (4.9).

Gleichung (4.9)) schreibt man oft in adjungierter Form als

Df(z°)+Dg(2°)*y*+Dh(z")*2* = 0 bzw. —D f(2°) € Dg(2°)* K*+Dh(2°)*Z*. (4.9

O

4.2.6 Nichtkonvexe Probleme

Starke Dualitdt bzw. Subdifferenzierbarkeit gilt hier i.a. nicht. Man muss deshalb anders vorge-
hen.
Wir betrachten die Aufgabe

inf {f(z) | g(z) € K, h(z) = 0} |(P)

mit K konvexer, abgeschlossener Kegel in YV, intK # 0, x € X, y € Y, X,Y, Z Banach Riume,
h(z) € Z.

Alle Funktionen seien C!, 29 sei eine (lokale) Losung von

Idee: Linearisierung aller Funktionen in ¥ liefert ein konvexes Problem

inf {f(xo) + Df (%) (z — %) | g(2°) + Dg(2°)(z — 2°) € K, h(2°) + Dh(2®)(z — 2°) = O} (Pr)

Angenommen,
x = 20 loest : (4.10)

Dann liefern die obigen Voraussetzungen (sofern sie fiir erfiillt sind) die starke Dualitét und
damit auch die Existenz von Lagrange-Multiplikatoren y* € K* und z* € Z* | sodass

Df(x®)u+ (y*, Dg(2°)u) + (2°, Dh(z)u) =0 Yu e X A (y*,g(z") =0. (4.11)

Um (4.10) nachzuweisen, sind allerdings Zusatzvoraussetzungen notig.

Z.B. Sei die folgende Standard-Voraussetzung (sie entspricht MFCQ im endlich dimensionalen
Fall) erfiillt:

Dh(z")X = Z und Fu® mit Dh(2°)u® = 0 und g(z°) + Dg(z°)u* € intK. (Reg, MFCQ)

Hiermit sind zugleich die Voraussetzungen fiir Subdifferenzierbarkeit fiir ¢ zu erfiillt, also
auch fiir starke Dualitét von |(Pr, )|

Die grundlegende Uberlegung ist die folgende:
Angenommen, z° 16st , aber nicht Dann gibt es offenbar ein « mit

Df(x%u <0 A g(z°) + Dg(a®)u € K, Dh(z%)u = 0.
Setzt man v = u + eu® (¢ > 0), so folgt

h(x°) + Dh(z®)v® =0 A g(z°) + Dg(z°)0° € intK, (4.12)
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und bei kleinem e auch D f(z°)v® < 0.

Man zeigt nun, dass es (fiir kleine ¢ > 0) Punkte der Form z(t) = x° + tv® + o(t) mit h(z(t)) = 0
und g(x(t)) € K gibt.

Sie erfiillen wegen D f(z°)v® < 0 auch f(z(t)) < f(2°), im Widerpruch zur (lokalen) Optimalitit
von zV.

Kernpunkt ist der Nachweis, dass x(t) mit obigen Eigenschaften (Zuléssigkeit fiir (P)) exi-
stiert. Hierbei ist die Gleichung entscheidend.
Aus folgt niamlich g(x°) + tDg(2°)v® € intK (¢ > 0 klein), wonach auch alle Punkte der
Form z(t) = 2° + tv® + o(t) die Forderung g(z(t)) € K erfiillen.
Es bleibt also nur das Problem, Punkte der Form z(t) = 2° +tv® 4+ o(t) als Losung der Gleichung
zu finden.

Prinzip: Man konstruiert ein entsprechendes z(t) per (modifizierte) sukzessive Approximation
mit Start in 2° + tv°. Die nétige (klein o-) Abschiitzung fiir ||z (t) — 2° — tv®|| folgt dann bei
Regularitiit, wie wir gleich sehen werden, aus ||h(z° + tv®)|| = o(t).

4.3 Lipschitz-stabile Losungen iiber modifizierte sukzessive Approxi-
mation

Im Folgenden darf man sich F' als stetige Funktion vorstellen, aus Inklusionen werden dann Glei-

chungen.

Allgemein kann F' : X — Y eine Multifunktion sein, das ist einfach eine Abbildung mit
F(z) C Y (leer oder nicht). Die Menge gphF besteht aus den Paaren (x,y) mit y € F(x), und
man definiert wie bei Funktionen x € F~1(y) < y € F(x).

F' sei abgeschlossen (closed), was einfach heifit, dass gphF' abgeschlossen in (X,Y") ist.

Wir brauchen hier:
e X = vollstdndiger metrischer Raum;

e Y = linearer normierter Raum (spéter sind beide Banach Raume).

F heifit pseudo reguliir in (nahe) (z°,y°) € gphF, wenn es Umgebungen U (z°) und V (3°) sowie
eine Konstante L derart gibt, dass zu beliebigen x € U(2?), y,y’ € V(y°) im Falle y € F(z) ein
a’ existiert mit ¢’ € F(2") und dx(2',z) < Ldy (v, y).

Andere Bezeichnungen dafiir:
F heift metrisch reguliir, F~! heift pseudo-Lipschitz in/nahe (2°,9°) bzw. (y°,2°).
Die Eigenschaft pseudo regulér ist offenbar auch fiir alle (2,4') € gphF in einer kleinen Umge-
bung von (2°,y") erfiillt (mit demselben L), wenn sie es schon fiir (2%, ) ist.

Sind auferdem die Losungen x € U(z°) zu y € F(z) eindeutig fiir alle y € V(y°), so heifit F
streng regulér. Dann ist ! (lokal) eine Lipschitz-Funktion (auch wenn F' mehrdeutig war).

Typische einfache Beispiele:

e Fiir f:R™ — R stetig differenzierbar und D f(x) # 0 Vz ist f (iiberall) pseudo regulér.

e Fiir f:R™ — R™ stetig differenzierbar und det D f(z) # 0 Vz ist f (iiberall) streng regulér.

e Die komplexe Funktion f mit f(z) = 2 (z # 0) und f(0) = 0 ist pseudo regulér, aber

E]
nicht streng reguldr im Ursprung.

4.3.1 Konstruktion iiber modifizierte sukzessive Approximation

Wir betrachten jetzt Losungen & = z(g) der nichtlinear gestérten Gleichung g(z) = F(x) oder
Inklusion g(z) € F(x), wenn die Funktion x — g(x) — y° auf U = U(2°) eine kleine Lipschitz
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Funktion ist, d.h., es sollen a := sup ||g(z) — »°|| und eine Lipschitz Konstante 8 von g auf U
zeU

hinreichend klein sein.

Satz 4.14 (Satz iiber sukzessive Approximation). Sei F pseudo regulir in (z°,y°) mit Konstante
L und Umgebungen U(z°) und V (3°), die jeweils eine Kugel um x° bzw. y° vom Radius 6 > 0
enthalten. Sei (0.B.d.A.) L > 1, und weiter seien a und (3 so klein, dass © := LB < % und
2aL < 0.

Dann hat die Gleichung g(z) = F(x) (analog die Inklusion) eine Lésung x* mit d(x*,2°) < 2La.

Beweis. Um g(x) € F(x) zu l6sen, wiihle man zunichst ein z!, sodass z! € F~1(g(z°)) und
d(z,2°) < L]lg(z°) — y°| gilt.
Wegen Pseudo-Regularitiit existiert ein solches x!, wenn nur a < §z ist, und dann folgt

d(a,2) < Lllga") 3] < La < °F. (4.13)

Also bleibt ! in U(2?), und ||g(z!) — g(z°)|| < Bd(z!, 2°) liefert

or

1
lg(=") = °ll < lg(z") = g(a")ll + lg(2") = Il < BLa+ a < jLa+a < La <

Damit liegt auch g(z!) in V(y°).

Beginnend mit k¥ = 1 wihlen wir nun z**! € F~1(g(2%)) mit d(z*T1, 2%) < L|g(2%) — g(z*~1)]|.
Die Existenz folgt aus g(z*),g(z*~!) € V(3°), ¥ € U(2°) und z*¥ € F~1(g(2*71)). AuRerdem
erhilt man d(z**1, 2%) < L||g(2%) — g(z8~1)|| < LBd(2%, 2871) = ©d(z*, 2+~ 1).

Das liefert induktiv mit © < %,

d(zF 1 29 < d(zF Y 2R+ +d(2h, 20) < La [1+e'+...+ @k} < La(1-0)"!' <2La < ép
(4.14)
und

lg(@* ) =9Il < llg(@* 1) — g(a)I| + lg(wo) — °ll < 28La+a < La+a < dp.

Die entsprechenden Punkte bleiben daher in den jeweiligen Umgebungen, und die Folge der z*
bildet nach eine Fundamentalfolge in X. Die Vollstdndigkeit von X sichert Konvergenz
x* = lim ¥ und wegen Stetigkeit (Abgeschlossenheit) auch z* € F~1(g(z*)), also g(z*) = F(z*)
bzw. g(z*) € F(z*), und es gilt (da © < 3) auch d(z*,2") < 2Lav. O

Bemerkungen:

1) Man kann auch einfach mit o’ = ||g(2°) — y°|| statt a = sup ||g(x) — y°|| abschitzen, ohne
zeU

dass sich der Beweis dndert. Mit kleinerem ( kann man mittels (4.14) die Abschétzung zu
d(z*,2°) < La(l — ©)~! < 2La verbessern. Bei Definition von o und 8 kann man statt U
auch die é m-Kugeln verwenden.

2) Ist F eine lineare Abbildung (wie in den meisten Anwendungen), bedeutet die Iterations-
Vorschrift z¥+1 € F~1(g(x*)) gerade, die lineare Gleichung F(z) = g(z*) zu 16sen und bei
Mehrdeutigkeit d(x, z*) hinreichend klein zu machen.

3) Im Falle strenger Regularitiit ist (bei kleinem (3) die eindeutige Abbildung ¢(z) = F~1(g(z))
eine kontraktive Funktion und z*+! = ¢(2*) wird die ,normale* sukzessive Approximation
fiir Banachs Fixpunktsatz.

4.3.2 Sitze von (Lyusternik / Graves) und Polyak

Satz 4.15 (Satz von (Lyusternik / Graves)). Sei f : X — Y (Banach Réaume) stetig differen-
zierbar, f(z°) =0 und Df(2°)X =Y.
Dann ist f pseudo reguliir in (x°,0). (Ist Df(2°) sogar bijektiv, folgt strenge Regularitit).
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Beweis. Wir kénnen nutzen, dass f(z) = Df(2?)(x — 2°) + r(x) mit einer C'-Funktion r richtig
ist, die Dr(2°) = 0 erfiillt. Die Gleichung f(z) = y bedeutet so

y—r(z) = F(z) := Df(2°)(x — 2°). (4.15)

Wir miissen eine Losung von f(z') = y' finden, die nahe einem festen z, (nahe 2°) mit f(z,) =y
ist.

Also gilt y° :=y — r(zy) = F(z,), und zu l6sen ist g(z') :=y' — r(z’) = F(z).

Die affin lineare Funktion F ist (nach Banach’s Inversensatz iiberall) pseudo-regulér mit festem
L und Umgebungen vom Radius 1. Schriinkt man z auf eine Kugel K (z°,28) mit 26 < 1 ein,
folgt wegen r € C':

sup ||Dr(z)|| = O(6), und g(z) — y° hat Lipschitz Konstante 3 < O(8) auf K, (8 < O(9) folgt
zeK

iiber Mittelwert-Satz), die fiir kleine § also auch SL < % erfillt. Aulierdem ist

a = sup |lg(@) =y’ < Iy =yl + sup |[r(z) = r(zy)l| < Iy — yll + 450
zeK zeK

und o' = [lg(zy) — y°|l = |y — yl|-

Wir ersetzen dp aus dem obigen Satz durch 26.

Liegen nun y und ¢’ in einer Kugel vom Radius v mit 4yL < § und z, in K(2°,4), wonach
K(z,,0) C K(2°,26), so ist auch 2o/L < 4.

Der Satz iiber sukzessive Approximation ldsst sich also mit 2% = xy anwenden und liefert wie
verlangt die Existenz einer Losung x’ mit d(z’, ) < 2Ly’ — y||. O

Zur Information:

Satz 4.16 (Satz von A. Polyak (2000)). Sei f : X — Y (reelle Hilbert Riume) stetig differen-
zierbar, f(x°) =0 und Df(2°)X =Y. Dann ist fir kleine e > 0 das f- Bild der Kugel B(x°,¢)
konvez.

Bemerkung: Natiirlich braucht man die stetige Differenzierbarkeit in allen Féllen nur nahe x°.

5 Einige Elemente nichtglatter Analysis

5.1 Ekeland’s variational principle

Satz 5.1 (Ekeland’s variational principle). Let X be a complete metric space and ¢ : X —
R U{oo} be a l.s.c. functional with a finite infimum.
Let ¢ and o be positive, and let x satisfy p(x) < e+ il)q(fgo. Then, there is some z € X such that

da) <o, 9l2) S ple) and @)+ Zd(E2) 2 9(z) VEE X,
Beweis. Put h(z) = slg;f( (&) + =d(§, 2).
For arbitrary £, z and 2’ in X, we observe
P(6) + Zd(€,2) < pl€) + ~[d(€.2) +d(,2)].
Taking the infimum over all £ € X on both sides, we obtain
h(z) < h(z') + gd(z’, 2).

k

Therefore, h is a Lipschitz function. To construct a sequence z* we set 2° = «.

If h(2%) > p(2Y) then z = 20 satisfies the requirements of the theorem. Thus, beginning with
k =0, assume that h(z*) < ¢(z¥). Then one finds some z**! such that

P 4 S, ) < () (5.1)
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and, in addition,
@(zk+1)+—§fﬂzk*l,zk)<:h(zk)%—2*k. (5.2)

F 1)) and ¢(2°) < inf btain h k
rom (5.1) an (,0(2’)_1§ ¢ + ¢, we obtain for each k,

= d(= ) < Y (e(E) — e(=") = p(2%) — () < e

s<k s<k

This yields particularly
d(zF1 2% < Zd(zsﬂ,zs) <a. (5.3)
s<k

By (5.1) and (5.3), z = 2* is the point in question whenever ¢(z*) < h(z¥).
Otherwise (5.3) shows that the Cauchy sequence z* has a limit z* in the complete space X.
Clearly, d(z*,2°) < a.

Since ¢ is Ls.c., it follows by (5.1)), ¢(z*) < liminf p(2*) < o(2°).
Finally, recalling that h is continuous., we infer due to (5.2]),
©(2*) < liminf (gp(zkH) + Ed(zk“7 zk)) < limsup (h(zF) +27%) < h(z*).
a

O

5.2 Reformulierung einer Steuerungsaufgabe mittes Multifunktionen

Idee: 2’ = f(z,u,t) als 2’ € F(x,t) ={p | JueU: p= f(z,u,t)} schreiben.
Dann wird also die Zuléssigkeit abstrakt zu

2 € F(x,t)

mit einer mehrwertigen Abbildung F' (Differential-Inklusion).
Die Min.-Bedingung -wenn h in der Zielfunktion nicht von u abhingt- wird wegen

(A F(2(t), u(t), ) = min (A, f(a(t), w, 1)) = et (A1), p) = min (A(t), F(x(t), 1))
zu  (A(t),2'(t)) = min (A\(¢t), F(z(t),t)).
Das bedeutet:
—A(t) ist ein Normalenvektor an die Menge F'(z(t),t) im Punkte a'(t).

Hierbei héngt h nicht von u ab, wenn z.B. ein Wert H(2(T")) zu minimieren ist.
Das kann man schreiben als

ds

=
B2
=
I
=
8
=
+
O\H

@:Hmm+/mu@w@w
0

Um die Inklusion analytisch auszuwerten, braucht man Aussagen dariiber, wann es (Lipschitz-)
stetige oder (Lebesgue-) messbare Auswahl-Funktionen g = g(z,t) fiir F(z,t) gibt.
Man kann dann 2’ = g(x,t) fiir entsprechende g behandeln.

Dies motiviert u.a. die folgenden Fragestellungen.

5.3 E. Michael’s selection Theorem

Satz 5.2 ( (1956), vereinfachte R"-Version). Es sei F' : X — Y eine mehrwertige, unterhalb
stetige Abbildung mit nichtleeren, konvezen Bildern F(x) C Y, X C R™, Y = R™, X nichtleer
und kompakt. Dann existiert eine stetige Funktion f: X —Y mit f(z) € F(z) Ve € X.

Unterhalb stetig bedeutet fiir mehrwertige Abbildungen F', dass fiir jede offene Menge Q C'Y
die Urbildmenge F~1(Q) := {z | F(z) NQ # 0} ebenfalls (relativ) offen in X ist.

Aquivalent zu unterhalb stetig sind:
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(i) lim d(y, F(z')) =0 Y(x,y) mity € F(z) [diese Paare bilden gphF| bzw.
(i1) V(x,y) € gphF gibt es eine in x stetige Auswahlfunktion g, , fir F mit g, ,(x) =y.

Beweis. Teil 1:

Konstruktion von stetigem f, sodass f(z) € clF(z) ( Abschliebung von F(x) ) Vz € X.

Zu gegebenem ¢ > 0 sei Fr(z) = {y' | d(¥/, F(z)) < €}. Dann ist F(z) C F.(z), und die Bilder
der (,um ¢ aufgeblasenen) mehrdimensionalen Abbildund F; bleiben konvex. Wir zeigen zuerst
die Existenz einer stetigen Auswahl fiir F(x).

Ist y' € F.(x), so gibt es ein y € F(z) mit d(y',y) = § < . Weil die offene Kugel K (y,e—d) stets
Punkte aus F(x’) enthilt, sofern 2’ € X und d(2’, z) hinreichend klein ist (unterhalb stetig), folgt
fiir diese 2’ auch y € F.(2'). Damit sind die Urbildmengen F.!(y/) ={z € X |y € F.(z)} C X
alle offen.

Zu jedem z € X gibt es weiter ein y € F(z); also ist dann z € F~1(y) € F-1(y).

Die Mengen F'(y’) mit 3 € Y bilden daher eine offene Uberdeckung der kompakten Menge
X. Nach Heine-Borel gibt es somit endlich viele y;, mit denen schon X C |J F-1(y;) gilt. Nach
bekanntem Vorbild konstruiert man wieder eine Zerlegung der Einheit fiir diese Uberdeckung,
wir erhalten also stetige Funktionen \; mit den Eigenschaften:

Ai(x) >0, Z)\i(x)zl und \(z) >0 = x¢€F ' (y).

Damit definieren wir

flz) = Z i ()i

Dann ist f stetig und f(z) jeweils eine Konvex-Kombination von Punkten y; mit x € F_1(y;) bzw.
yi € F.(x). Wegen Konvexitit von F.(z) gilt also f(z) € F.(z); f ist eine stetige Auswahlfunktion
fiir F.(z). Wir nennen eine solche Funktion f nun f;.

Konstruktion einer stetigen Auswahlfunktion fiir c/F: Hat man f., kann man die Abbildung

Ge(x) = F(z) n{y | d(y, f=(z)) < e} C F(x)

definieren, die wegen d(f(z), F(x)) < & erneut nichtleere, konvexe Bilder besitzt und (wie man
leicht direkt zeigt) wieder unterhalb stetig ist.

Beginnend mit F; = F, ist dann mit ¢, = 4~* folgende Konstruktion méglich:

Zu F) wahle man fj als stetige ep-Auswahl und bilde

Fiepa(2) = Fi(e) N {y | d(y, fr(z)) <ex}-

Da Fj41(x) wieder nichtleer und konvex ist und Fj41 auch unterhalb stetig bleibt, ldsst sich die
Konstruktion tatséchlich wiederholen. Man erhélt so eine Folge von Abbildungen Fj 1 C F), und
Funktionen, die in allen Argumenten x erfiillen:

d(fx, Fx) < €k, also erst recht d(f, F) < ek, und

d(frs fetm) < d(fis frr1) + d(frv1s frr2) + o+ d(Frevm—1, frtm)-

Mit y € Fiy1(x), sodass d(fry1,y) < €k+1, folgt so per Definition

d(frs fos1) < d(froy) +d(y, for1) < e +epp <277

Die stetigen Funktionen f; bilden somit eine Fundamental (Cauchy-) Folge im vollstindigen
Raum C(X). Also existiert f = lim f; in C(X) und erfiillt wegen d(fx(x), F(z)) < e auch
f(z) € clF(z) V.

Der Satz gilt also zumindest dann, wenn die Bilder abgeschlossen sind.

Tesl 2:
Konstruktion von stetigem g, sodass g(x) € relintF(x) C F(z) Vx € X.
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Definiere relintM (relatives Innere) fiir konvexe Mengen M: Sei Uy der kleinste affine Teil-
raum, der M enthélt, also

Uy ={u|3N,3rp €R,Iyp € M: u= rpyp, » me=1,k=1,...,N}.

Fiir M C R™ ist Ups abgeschlossen, und es reicht N < m + 1 zu wéhlen; vergleiche mit convM
(Caratheodory).

Man definiert: y € relintM, falls B(y,e) N Uy C M fiir ein € > 0 gilt. In der Folge benutzen
wir
1.) falls y € relintM, y' € clM und A € (0,1), so ist z(A) = Ay + (1 — \)y’ € relintM
( man wihle fiir z(\) jeweils 0 < () < Ae)
2.) relintM = relint(clM).

Erfiille eine stetige Funktion f zunéchst f(z) € clF(z) V.

Mit G(z) = F(z) N B(f(x),1) (die offene Kugel um f(x)) ist G wieder unterhalb stetig, und
alle Bilder sind beschriankt. Sei Yy = {y1,y2, ...} abzdhlbar und dicht in Y = R™.
Wir bilden mit offenen Kugeln B(y,, k~1) (z.B. alle offenen Kugeln mit rationalem Radius und
rationalem Zentrum)

Xpp={z € X | cdG(x) N B(yp, k1) # 0}.

Da G unterhalb stetig ist (somit auch clG), sind dann alle X, ;, offen.
Damit kann jedes X, ;, auch als abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Mengen geschrieben wer-
den: X, =UApke (¢=1,2,3,...); z.B. so:

q
Man nimmt eine abzéhlbare dichte Teilmenge W von X, i, betrachtet alle abgeschlossenen Ku-
geln mit rationalem Radius um w € W, die ganz in X, ;, liegen, und vereinigt sie alle.

Nun definiert man
Gprqg(x) =cG(x), fallsz e X\ Aprq

und
Gp.k.q(z) = clG(x) N B(yp, k1) falls z € Ap kg

Weil alle Mengen A, j , abgeschlossen sind und G, 4 auf A, 1 4 eine unterhalb stetige Teilab-
bildung von clG ist, wird Gy, i 4 insgesamt unterhalb stetig auf X.

Damit gibt es (wie schon gezeigt) stetige fp kg mit
fokiq(®) € clGpq(z) Vo€ X.

Dichtheit der Bilder:
Wir zeigen: Die abzéhlbare Menge a(z) aller Bild-Punkte f, 1 () ist dicht in clG(z).

Sei y € clG(z) und € > 0.
Dann gibt es ein k mit k~! < ¢ und ein p mit y € B(y,, k~!). Da auch y € clG(z), folgt nach
Definition « € X, ;;, wonach auch z € A4,y 4 fiir ein ¢ gilt.
Mit diesem ¢ folgt weiter, dass auch

fp,k’q(x) € Cle,laq(x) = Cl<CZG(x) N B(?/pa k_l))

richtig ist. Also muss gelten

2
1 p.a(@) = yll < W fpoka(@) = ypll + llyp =yl < - < 2e.

Das bedeutet:
Die abzéhlbare Menge a(x) aller Punkte f, 1 4(») ist dicht in c/G(x).
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Schlieklich lassen sich alle f, x o(«) umnummerieren in g, (z),..., g.(z),...
Bildet man nun mit den beschrankten und stetigen Funktionen g,

g(z) =Y 27" g, (x),

so wird auch g stetig.

Weil (fiir jedes x wegen der gezeigten Dichtheit) wenigstens ein g, (x) aus relintG(x) ist,
besitzt auch g(z) diese Eigenschaft, denn es gilt

g(x) =27"g,(x) + Y 27" gu(z) =27 g, (x) + (1 —27") Y (1 —27")'27Fg,(x)
pFV HFEY
wobei die zweite Summe Y-, (1 —27")7127#g, () aus clG(x) ist.
Man erhélt so die gesuchte Funktion:
g(z) € relint clG(z) = relintG(x) C relintF(z).
O

Folgerung 5.3. Sei F' eine mehrwertige, unterhalb stetig Abbildung, definiert auf einer konve-
zen, kompakten Menge O # S C R™ mit O # F(z) konver und F(x) C S Va € S. Dann besitzt F
ewnen Fixpunkt.

Beweis. Man wende Brouwer’s Fixpunkt-Satz auf eine stetige selection von F an. O

5.4 Messbare Multifunktion F in endlich dimensionalen Raumen

Definition 5.4. Sei F : X — Y eine Multifunktion. Messbar bedeute: Fir offene U C Y ist
F~YU):={x | F(x)NU # 0} stets messbar.

Vergleich: F : X — 'Y ist unterhalb stetig: Fiir offene U C'Y ist F~Y(U) stets offen.

Satz 5.5. Sei F' messbar, beschrankt, alle F(x) konvex, abgeschlossen, nicht leer.
Dann ist f(x) = argmingc g, |yl eine messbare Auswahlfunktion fir F' (Euklidische Norm,).

Beweis. Sei g(x) der Minimalwert. Wenn g(z) < ¢, so schneidet die offene Kugel ¢B° die Menge
F(x) und umgekehrt. Die Menge F~!(cB) dieser x ist messbar nach Voraussetzung. Also ist g
messbar.

Damit ist auch die (Kugel-) Abbildung G.(z) = {y | |ly|| < g(z) + ¢} messbar.

Denn fiir offene U C Y ist

G7HU) := {x | ein y mit ||y| < g(x) + cist aus U} = {z | inf |U| < g(z) + ¢}

C

und g ist messbar.
Fiir offene U C Y sind deshalb F~}(U) und G, },(U) = {z | G4-1(z) NU # 0} stets messbar.

Ebenso der Durchschnitt Dy (U) = F~1(U) NG, L (U).

Weiter ist y € f(x) genau dann, wenn y € F(z) N Gi-1(x) fiir alle k € N gilt.
Und f~1(U) besteht aus allen z mit f(z) NU # 0, also [F(z) N G-1(z)] N U # 0 fiir alle k.
Betrachte nun offene Kugeln B(y,, m~!) mit einer abzihlbaren dichten Menge von y, in Y. (z.B.
alle offenen Kugeln mit rationalem Radius und rationalem Zentrum). Nun ist auch

f@) = |NUBG,m™) N F@) 0 (Blyy,m™') N Gii (2))

keN Lm v
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Die Menge aller =, sodass die rechten Mengen U schneiden, ist messbar.
Das bleibt nach den abzéhlbar vielen Operationen der Vereinigung und des Durchschnitts richtig.
Es folgt damit Messbarkeit von f.

Wir habe so gezeigt: Die Teilabbildung f(z) = argmin, ¢ g, [|y|| ist immer messbar. Unter der
Konvexitaets- und Kompaktheits-Voraussetzung ist f(z) einelementig, also ist f eine messbare
Selektion. O

5.5 Lipschitz stetige Selektionen

Wir bezeichnen hier den Parameter mit ¢, um x als Element der Bilder F'(¢) benutzen zu kénnen.
Sei F' = F(t) C R™ Lipschitz stetig mit Konstante L, was mit dem Hausdorff-Abstand bedeuten
soll:

da(F(t), F(t") :=inf{e >0 | F(t) CU.(F(t')) und F(¢') C U.(F(t))} < Ld(t,t").

U, bezeichnet eine e-Umgebung der Menge. Aufterdem seien die Mengen konvex, kompakt und
nicht leer fiir alle ¢ aus einem kompakten metrischen Raum 7.

Satz 5.6 (G. Dommisch, s. preprint Nr. 91 der Sekt. Math. der Humb. Univ.. 1984). Dann gibt
es eine Selektion f fir F , die mit Konstante nL auf T Lipschitz stetig ist.

Beweisidee. Der Beweis kann direkt auf differenzierbare bzw. messbare Abbildungen iibertragen
werden.
Man beschreibt F(t) fiir festes ¢ als Subdifferential einer sublinearen Funktion, p(-,t) : R — R,
namlich mittels

p(x,t) = max{(x,2") | 2’ € F(t)}.

Dann wird gerade das Subdifferential bzgl. = zu dp(0,t) = F(t) (eine Folgerung des Trennungs-
satzes).

Glaettung: Fiir festes ¢ ldsst sich die (Lipschitz stetige) Funktion p(.,t) von x € R™ glétten iiber
eine glatte Mittelwertfunktion H,.: Man erhélt dann (wir integrieren ueber IR™)

pe(w.t) = [ b~y H.(y)dy,
und mittels der Transformation z = x — y folgt
pe(x,t) = /p(—z,t)HE(x + 2)dz
sowie fiir den Gradienten bzgl.
Vpe(z,t) = /p(—z,t)VHE(m + 2)dz.
Die Funktion H, wihle man speziell als nur von der (Euklidischen) Norm abhéngig:

H.(y) = he(|lyl])

mit he(r) = a(e) {1 + cos (w;—z)} fiir |r| < e und he(r) = 0 sonst. Man integriert also nur ueber
kleine Kugeln. Dabei sei a(e) so fixiert, dass [ H.(z)dz = 1 wird.

Man berechnet leicht, dass fiir stetiges 5 : IR — IR"™ und die Einheitskugel B im R" gilt:

1
[ 8ty = [ ety
B 0

wenn vy, (r) das Volumen der n-dimensionalen Kugel vom Radius r bezeichnet. Das erleichtert
uns spatere Berechnungen.
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Man beweist nun schrittweise die folgenden Aussagen:

Vp:(0,t) ist Lipschitz stetig mit der Konstanten nL.
pe(z,t) — p(z, )] < O(e).

Zu jedem (z,t) existiert ein Paar (y',2') , y € dp(«’,t) mit Abstand ||(Vpe(z,t),z) — (¢, 2')|| <
20(e) (dazu wendet man das Ekeland-Prinzip an).
Anwendung auf x = 0 liefert dann

d(Vp:(0,1),9p(2’,1)) < /20(e). (5-4)
Weil p(-,t) sublinear ist, folgt auch dp(z’,t) C dp(0,t) und so
d(Vpe(0,t),0p(0,1)) = d(Vp:(0,1), F(t)) < v/20(e).

Schlieflich folgt aus (5.4) auch Beschranktheit der Lipischitz stetigen Funktionen Vp.(0,t), wo-
nach die Konvergenz einer Teilfolge gegen die gesuchte Auswahlfunktion iiber ¢ — 0 folgt. O

5.6 Stetigkeit des Lagrange Multiplikators
(Wurde bisher nicht gebraucht: Stetigkeit des Lagrange Multiplikators \)

Es gelte fiir alle u € X:

b b
0= Ly(z,\)u = DF(z)u+(\, u—DG(z)u) = DF(x)u+(\, u—v) = /B(t)u(t)dt+/(u(t)fv(t))d)\(t)

a

) (5.5)
v(t):/ A(s)u(s)ds.

Sei o € (a,b) eine fixierte Unstetigkeits-Stelle von A. Wir setzen voraus, dass A monoton ist. Mit
festen p und ¢ gilt dann
Mo—¢e)<p<g<Ao+e).

Die Monotonie ist eine Vereinfachung, die allerdings fiir die monotonen Teile von A = AT — A~
vorausgesetzt werden kann.

Auf dem e-Intervall I(¢) um o nehmen wir u als ,symmetrische Dreieck-Funktion“ mit Randwer-
ten 0 und dem Maximum h. Wir schétzen die Integrale einzeln ab und zeigen, dass einerseits

b

/ u(s)dA(s) > hig — p)

und dass die beiden anderen Integrale

b b

/ B(t)u(t)dt, / V(#)AA()

a a

im Betrag < heM sind. Mit kleinem ¢, (¢M < g — p) entsteht so ein Widerspruch zu (5.5).

1) Wegen Stetigkeit von B ist |B(t)| < Kp beschrinkt. Da auch u = 0 aufierhalb I(g) gilt,
folgt

b
/B(t)u(t)dt < 2ehKp.
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2)

Es ist weiter
b

/ = hmz tk tk+1 )\(tk)]

a

Wegen Monotonie sind die Summen nichtnegativ, und bei jeder hinreichend feinen Zerle-
gungen des Intervalls mit ¢, < o < tx11 (fiir ein festes k) folgt so

u(te) A (tean) ~ A(t)] > Shia ).
Also ist auch

h(q —p).

M\H

/b u(s)dA(s) >

Nun betrachten wir

b
/ _hmz (t0) M (B t) — Alt)].

Es ist v(0) = [ A(t)u(t)dt = f Au(t)dt und Jo(0)] = | [ AWu()de| < hFa, Ka =

sup |A(t)].
Sei d4(g) = sup{|A(c) — A(t)], t € I(¢)}. Wir haben nur t € I(¢) zu betrachten.
Alle Werte

(ty) = / Atu(t)dt = v(o) + / A(t)u(t)dt

schwanken um v(o) hochstens um

/ A(t)u(t)dt

esup (JA@)u(o)] + [A(t)u(t) — A(t)u(o)])
< e(|A(0)| + 6.4()h + e(|A(0)] + 6.4(2))[ule) — ul(ty)| < ehK 4.

o(ty) —v(o)| =

IN

Damit gilt (fiir eine positive Konstante C())):
/b
v(o

Fiir kleine e, h entsteht ein Widerpruch, also kann ¢ keine Unstetigkeitsstelle sein.

b

/ o(B)dA(D)

a

/b (t)dA(¢) —/bv(o)d)\(t)

a

)IC(A) + Iv() v(0)|C(A) < 2ehKAC(N).

IN

IN
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