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e Modelldiagnostik (QQ-Plot, Boxplot)
e Median, Mittelwert, Ausreifler

e Hypothesentest, Konfidenzintervall

1 Statistik im linearen Modell

1.1 Lineares Modell und kleinste Quadrate

1.1 Beispiel (lineare Regression). Wir beobachten Realisierungen von
Yi=ax;+b+¢;, i=1,...,n,

wobei a,b € R,o > 0 unbekannte Parameter, (z;) bekannte Werte
(Versuchsplan, Design) sowie (g;) zentrierte Zufallsvariablen (d.h. Elg;] = 0)
sind mit Var(g;) = o2 > 0, die Messfehler modellieren. Man denke z.B. an
Messungen der Leitfihigkeit Y; eines Stoffes in Abhéngigkeit der Temperatur

Zi.

Gesucht ist eine Regressionsgerade der Form y = axz+0b, die die Beobachtun-
gen moglichst gut erklért. Nach der Methode der kleinsten Quadrate erhalten
wir Schétzer @, b durch Minimierung der Summe der quadratischen Absténde:

n

(a,b) := argmin, pcp2 Z(YZ — az; — b))%
i=1

Differentiation ergibt, dass a, b Losungen der Normalengleichungen sind:

n

SV —azi ) =0und Y z;(Yi — az; — b) = 0.
i=1

i=1

E;(plizi‘i gilt @ = ¢,y/52, b = 171— d:s mit Z = %Zzzl z, Y = Ly Y,
-1 =T it (@ = Z)(Yi = Y).

7= piy i (% — 7, Gy =

1.2 Definition. Ein lineares Modell mit n reellwertigen Beobachtungen ¥ =
(Y1,...,Y,)" und p-dimensionalem Parameter 8 € RP, p < n, besteht aus einer
reellen Matrix X € R™ P von vollem Rang p, der Designmatrix, und einem
Zufallsvektor ¢ = (e1,...,&,)", den Fehler- oder StérgroBen, mit E[g;] = 0,
Cov(e;e;) = X4 zur Kovarianzmatrix ¥ > 0. Beobachtet wird eine Realisierung

von

Y=Xp+e¢.

Der (gewichtete) Kleinste-Quadrate-Schéitzer 3 von 8 minimiert den gewichte-
ten Euklidischen Abstand zwischen Beobachtungen und Modellvorhersage:

V(X3 -Y))? = inf |2TV2(Xb-Y))%
beRP
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Im gewohnlichen Fall ¥ = 02 E,, (E,, € R"*": Einheitsmatrix) mit Fehlerniveau
o > 0, erhalten wir den gewohnlichen Kleinste-Quadrate-Schétzer (OLS: ordi-
nary least squares), der unabhingig von der Kenntnis von o? ist:

X5 —Y|*= inf | Xb— Y%
beRP

1.3 Bemerkung. Wir schreiben 3 > 0, falls % eine symmetrische, strikt
positiv-definite Matrix ist. Dann ist ¥ diagonalisierbar mit ¥ = TDTT,
D = diag()\q, ..., \,) Diagonalmatrix und 7' orthogonale Matrix, und wir set-

zen 5~Y2 = TD=V2TT mit D=2 = diag(A\; /%, ..., \n/?). Wie erwartet, gilt
(2~1/2)2 = $~! und somit |2~120]2 = (v, v).

1.4 Beispiele.

(a) Einfaches Shift-Modell: Wir beobachten Y; = p +¢;, ¢ = 1,...,n, mit
© € R unbekannt, was auf ein lineares Modell mit p = 1, § = p und
X =(1,...,1)T fiihrt.

(b) Lineare Regression: p = 2, 8 = (b,a)’, X = (Xij) mit X5 1 =1, Xj 0 = ;.
Damit X Rang 2 hat, miissen mindestens zwei der (z;) verschieden sein.

(c) Polynomiale Regression: wir beobachten

2 -1 .
Yi:ag—i—alxi—l—agxi—I—'--—i—ap_larp +e, 1=1,...,n.

i

Damit ergibt sich als Parameter 3 = (ag, a1, ...,a,—1)' und eine Design-
matrix vom Vandermonde-Typ:

-1
1z 23 - af
-1
1 z9 23 - 2af
X =
-1
1z, 22 - b

Die Matrix X hat vollen Rang, sofern p der Designpunkte (z;) verschieden
sind.

(d) Mehrfache/multiple lineare Regression: bei d-dimensionalem Design mit
Punkten x; = (z;1,...,%;q) beobachtet man

Y =ao+ (a,z) + e, a=(a,...,aq) ,i=1,...,n.
Wir erhalten p = d + 1, 8 = (ag, a1, ...,aq) " sowie

I z1 - o4
X=1:
1 @p1 - ZTpa
Die Forderung, dass X vollen Rang besitzt, ist gleichbedeutend damit,
dass die Punkte < 1‘

)

Rd+ 1

), 1 =1,...,n,den gesamten Raum aufspannen.



1.5 Bemerkung. Es gibt wichtige Verallgemeinerungen linearer Modelle
(GLM: Generalized Linear Models), die auf exponentiellen Familien beru-
hen. Als Beispiel sei die logistische Regression genannt, wo Binomial-verteilte
Y; ~ Bin(n;i,p;) beobachtet werden mit der sogenannten logit-Linkfunktion

log(pi/(1 — pi))i=1,...n = X, so dass

1
1+ exp(—(Xp):)

Yz/nl =pite = + &4, E[Ez] =0.

1.2 Der Satz von GauB-Markov

1.6 Lemma. Setze Xy, := X V2X. Mit IIx,, werde die Orthogo-
nalprojektion wvon R"™ auf den Bildraum ran(Xs) bezeichnet. Dann gilt
IIx, = XE(X;XE)_ng und fir den Kleinste-Quadrate-Schitzer B =
(XTI X)"LX TS~y . Insbesondere existiert der Kleinste-Quadrate-Schitzer
und ist eindeutig.

1.7 Bemerkungen.

(a) Im gewdhnlichen linearen Modell gilt 5 = (X' X)™'X Y, da sich ¢ > 0
herauskiirzt.

(b) X5 := (X4 X5) 1 X{ heifit auch Moore-Penrose-Inverse von X, so dass
B = X&27Y2Y baw. B = XY im gewdhnlichen linearen Modell gilt.

Beweis. Zunéchst beachte, dass X; X5 = XYL X invertierbar ist wegen der
Invertierbarkeit von ¥ und der Rangbedingung an X:

X2 ' Xo=0=20"X"2'X0=0=[2"Y2Xv|=0= |Xv| =0 = v =0.

Setze Py, := Xg(Xng)*ng und w = Px,v fiir ein v € R". Dann folgt
w € ran(Xy) und im Fall v = Xyu durch Einsetzen w = Pxy, Xx,u = v, so dass
Py, eine Projektion auf ran(Xy) ist. Da Py, selbstadjungiert (symmetrisch)
ist, handelt es sich um die Orthogonalprojektion IIx;:

Vu € R" : (u — Pxyu,w) = (u,w) — (u, Px,w) = 0.

Aus der Eigenschaft 3 = argmin,|S~Y2(Y — Xb)|? folgt, dass 3 die be-
ste Approximation im R™ von £~Y2Y durch Xxb liefert. Diese ist durch die
Orthogonalprojektionseigenschaft I1 XEZ_I/ %Y = Xy, bestimmt. Es folgt

Xy, 2712y = (Xg X5)B = (X271 X) X Tu "y = 4.
O

1.8 Satz. Im gewdhnlichen linearen Modell mit Fehlerniveau o > O gelten die
folgenden Aussagen:

(a) Der Kleinste-Quadrate-Schitzer f = (X" X) ' XY ist erwartungstreuer

~

Schitzer von B (d.h. E[f] = B).



(b) Satz von Gauf-Markov: ist der reelle Parameter v = (3,v) fir einv € RP
zu schitzen, so ist 4 = (5,v) ein (in den Daten Y ) linearer erwartungs-

treuer Schitzer, der unter allen linearen erwartungstreuen Schdtzern mi-
nimale Varianz besitzt, nimlich Var(y) = 0| X (X T X)~1o|%.

(¢) Bezeichnet R :==Y — X den Vektor der Residuen, so ist die geeignet
normalisierte Stichprobenvarianz

o IRE Y- X3P
T on-—p n—op

ein erwartungstreuer Schitzer von o2,

Beweis.

(a) Aus der Linearitét des Erwartungswerts und E[e] = 0 folgt
EB] =E[(X"X) "X (XB+¢e)]=8+0=4.

(b) Aus (a) folgt, dass 4 linear und erwartungstreu ist. Sei nun 7 = (Y, w)
ein beliebiger linearer erwartungstreuer Schéitzer von . Dies impliziert
fir alle g € RP

E[(Y,w)] = v = (XB,w) = (B,v) = (X w—0v,8=0=X"w=n0.
Nach Pythagoras erhalten wir
Var(7) = E[(e, w)’] = o®w|* = o*([Ixw|? + [(B, — x)w[?)
und somit Var(¥) > o?|llxw|? = o2 X (X " X)"1v|? = Var(4).

(c) Einsetzen zeigt E[|Y — Xj)?] = E[|Y — IIxY|?] = E[|(E, — Ix)e|?]. Ist
nun eg,...,ey—p eine Orthonormalbasis vom (n — p)-dimensionalen Bild
ran(E, — IIx) C R", so folgt

n—p

E[|(En — x)el’] = Y El(e, e;)?] = 0*(n - p),
i=1

was die Behauptung impliziert.

1.9 Bemerkungen.

(a) Man sagt, dass der Schétzer 4 im Satz von Gauf-Markov bester linearer
erwartungstreuer Schétzer (BLUE: best linear unbiased estimator) ist.
Verzichtet man auf die Linearitét oder Erwartungstreue des Schétzers,
so gibt es im Allgemeinen bessere Schitzer beziiglich quadratischem Feh-
ler (MSE: mean squared error) E[(¥ — v)?], zumindest fiir ausgewiihlte
wahre Parameter 8 bzw. . Ein einfaches nicht-erwartungstreues Beispiel
ist # = 0. Dies ist ein linearer Schitzer mit MSE ~2, was fiir v in einer
Nullumgebung kleiner ist als beim Kleinste-Quadrate-Schétzer.




(b) Oft interessiert auch der Vorhersagefehler | X3 — X 3|2 (d.h. bei der Re-
gression die quadrierte Differenz der vorhergesagten und wahren Werte
an den Designpunkten), so priift man leicht nach:

E[|X3 - X8 = E[llxel’] = o%p.

Insbesondere wéchst dieser Fehler linear in der Dimension p des Parame-
terraums.

(c) Eine entsprechende Aussage des Satzes von Gauf-Markov gilt auch im
allgemeinen linearen Modell (Ubung!).

1.3 Inferenz unter Normalverteilungsannahme

1.10 Beispiel. Sind die Messfehler (g;) ~ N (0,02E,) gemeinsam normalver-
teilt, so gilt B ~ N(B,02(XTX)™H) und 4 ~ N(v,0%0 " (X T X) ). Ist weiter-
hin o > 0 bekannt, so ist ein Konfidenzintervall zum Niveau 95% fiir v gegeben
durch

10’95(’}/) = ["Ay -1, 960’\/UT(XTX)_1U, ’3/ + 1, 960’\/1)T(XTX)_1U}.

Dabei ist der Wert gog75 = 1,96 gerade das 0,975-Quantil bzw. 0, 025-Fraktil
der Standardnormalverteilung, d.h. ®(1,96) ~ 0,975. Analog wird der zweisei-
tige GauB3-Test der Hypothese Hy : v = 79 gegen Hj : v # v zum Niveau o €

(0,1) konstruiert: Hy wird akzeptiert, falls |4 — 0| < q1_q/20v/ 0T (XTX) 1o
gilt mit dem (1 — a/2)-Quantil ¢;_,/o von N(0,1), sonst verworfen.

Falls ¢ unbekannt ist, so ist eine Idee, einfach ¢ durch einen Schétzer & in
obigen Formeln zu ersetzen. Allerdings wird dann das vorgegebene Niveau nur
noch asymptotisch erreicht fiir einen konsistenten Schétzer (Slutsky-Lemmal).
Im vorliegenden Fall kénnen wir aber sogar die nicht-asymptotische Verteilung
exakt bestimmen.

1.11 Definition. Die t-Verteilung (oder Student-t-Verteilung) mit n € N Frei-
heitsgraden auf (R, Bg) ist gegeben durch die Lebesguedichte

~_ I((n+1)/2) 2?2\ —(n+1)/2
tn(®) = 2y mn (1+7)

Die F-Verteilung (oder Fisher-Verteilung) mit (m,n) € N? Freiheitsgraden auf
(R,BR) ist gegeben durch die Lebesguedichte

, x€R.
n

mm/an/Q xm/271

fm,n(l“) = B(m/2,n/2) (m$ + n)(ern)/Q 1R+($)7 zeR.

Dabei bezeichnet T'(p) = [ t*~ e "dt die Gamma-Funktion sowie B(p,q) =

1}(58}255) die Beta-Funktion.




1.12 Lemma. FEs seien X1,..., X, Y1,...,Y, unabhingige N(0,1)-verteilte
Zufallsvariablen. Dann ist

X1

Vi i Y

gemdyfs einer t-Verteilung mit n Freiheitsgraden sowie

1 m 2
r N Ezz‘:vxi
m,n T 7] n 2
7 2j=1Y

gemdaf einer F-Verteilung mit (m,n) Freiheitsgraden verteilt.

T, =

Beweis. Beachte zunichst, dass T2 = Fy ,, gilt, so dass mittels Dichtetransfor-
mation fr,(z) = fr, (22)2x, x > 0, gilt. Da T}, symmetrisch (wie —1),) verteilt
ist, folgt fr,(z) = fr,(2?)|z|, 2 € R, und Einsetzen zeigt die Behauptung fiir
T, sofern F , F(1,n)-verteilt ist.

Dafiir benutze, dass X := > 1", X2 x?(m)-verteilt und Y := Py Y7
x2(n)-verteilt sind. Wegen Unabhingigkeit von X und Y gilt fiir z > 0 (setze
w=1/y)

POYY <2) = [ [ 16y < ix(@)fy () dyds

- [1w< /mwynmw@d

so dass sich die Dichte wie folgt ergibt (setze w = (z + 1)y)

Ix/v () /fX zy) fy (y)y dy

27 (m+n)/2 /oo( )m/2_1 Sy
T Tm/2T(m2) o Y
9—(m+n)/2

B W Aw(xW/(x + 1))7"/2*1(11)/(3: + 1))n/267w/2($ I 1)71dw

L((m+n)/2) /01 —(m+n)/2

— m 1 m-rn
Tm/2Tm ¢
Dichtetransformation ergibt damit fir F,, = X(X/Y) die Dichte
%fX/Y(%x) = fm,n(x) O

1.13 Bemerkung. Fiir n = 1 ist die ¢(n)-Verteilung gerade die Cauchy-
Verteilung und fiir n — oo konvergiert sie schwach gegen die Standardnor-
malverteilung (Slutsky-Lemmal). Fiir jedes n € N besitzt ¢(n) endliche Mo-
mente nur bis zur Ordnung p < n (sie ist heavy-tailed). Ahnliches gilt fiir die
F-Verteilung, insbesondere konvergiert mF(m,n) fiir F(m,n)-verteilte Zufalls-
variablen F(m,n) und n — oo gegen die x?(m)-Verteilung.

x> 0.

1.14 Satz. Im gewdhnlichen linearen Modell unter Normalverteilungsannah-
me g; ~ N(0,02) gelten folgende Konfidenzaussagen fiir gegebenes a € (0,1)
(Notation wie in Satz 1.8):



(a) Konfidenzbereich fir [3: Ist qF(pn—p)il—a das (1 — @)-Quantil der F(p,n —
p)-Verteilung, so ist

C:= {/B € RP | |X(ﬁ - /3)|2 < pQF(p,nfp);lfaa]}
ein Konfidenzellipsoid zum Niveau 1 — « fiir 3.

(b) Konfidenzbereich fir v = (B,v): Ist qyn—p).1—a/2 das (1 — a/2)-Quantil
der t(n — p)-Verteilung, so ist

I:= |:’§/—5' \/ UT(XTX)ilvqt(n—p);l—a/%/3/_’_& \/ UT(XTX)ilvqt(n—p);l—a/J

ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir ~y.

1.15 Korollar. Im Shiftmodell Y; = p+¢;, i = 1,...,n, mit ¢; ~ N(0,0?)
t.0.d. und p € R, o > 0 unbekannt ist

I:= [ﬂ - &n_l/QQt(n—l);l—oa/% p+ a—r'7'_1/2(]t(n—1);1—01/2]

mit jp =230 Y;, 6% = L3 (Y; — ) ein Konfidenzintervall zum Irr-
tumsniveau o fir .

Beweis. Dies folgt direkt aus Teil (b) des vorigen Satzes mit dem linearen Mo-
del, wop=1, X =(1,...,1)T und v = B, v = 1 ist. O

Beweis des Satzes. Allgemein miissen wir jeweils fiir einen Konfidenzbereich B
fiir den vom wahren Parameter 3 abgeleiteten Parameter 15 zum Niveau 1 — o
nachweisen, dass gilt

VB eRP: Ps(vge B)>1—a.
Im folgenden werden wir sogar Gleichheit erhalten.

(a) X(B — B) = Ilxe ist N(0, 02 x 1T )-verteilt und somit ist o 21X (B —

2 .9 . . . . A9 |Y-II Y|2 _|e-1I0 E|2

B)] X (p)-verteilt. Weiterhin gilt ja 6° = n_); = n_);

X (B — B) und 6% unabhingig sind, weil IIxe und (E,, — I, )¢ unabhiingig
sind (da unkorreliert und gemeinsam normalverteilt). Aulerdem folgt,
dass "“526% x*(n — p)-verteilt ist. Wie in Lemma 1.12 schlieBen wir, dass
|X(B — B)?/(p6?) F(p,n — p)-verteilt ist. Damit ist C' per Konstruktion
ein entsprechender Konfidenzbereich.

, so dass

(b) Wie in (a) sind 4 und & unabhingig. Auflerdem gilt ¥ — v ~

2, T(xTx)-1 = iei _p)-
N(O,0%v' (X' X) v), so dass& o, e in Lemma 1.12 t(n—p)

verteilt ist und die Behauptung folgt.
O

1.16 Korollar. Im Beobachtungsmodell Y; = pu+¢€;, ¢ = 1,....n, mit g; ~
N(0,02) i.i.d. und p € R, 0 > 0 unbekannt kann die Hypothese Hg : 11 = o
gegen die Alternative p # o mit dem zweiseitigen t-Test zum Niveau o getestet
werden: Falls |t — po| > 6n_1/2qt(n_1);1_a/2 gilt, lehne die Hypothese Hy ab,
sonst akzeptiere sie.




Beweis. Dies folgt aus der Aussage fiir das Konfidenzintervall I, weil diese
insbesondere P, (1o ¢ I) < « impliziert und po ¢ I <= | — po| >
&nil/QQt(n—l);l—a/Z gilt. O

2 Entscheidungstheorie

2.1 Formalisierung eines statistischen Problems

2.1 Definition. Ein Messraum (X,.#) versehen mit einer Familie (Py)gco
von Wahrscheinlichkeitsmaflen, © # & beliebige Parametermenge, heifit
statistisches Experiment oder statistisches Modell. X heifit Stichprobenraum.

Jede (F,.%)-messbare Funktion Y : X — S heifit Beobachtung oder Statistik
mit Werten in (S,.#) und induziert das statistische Modell (S,.7, (P} )geco)-
Sind die Beobachtungen Y7,...,Y,, fiir jedes Py unabhéingig und identisch ver-

teilt, so nennt man Y7,...,Y, eine mathematische Stichprobe.

2.2 Definition. Es sei (X,.Z,(Py)yeco) ein statistisches Modell. Eine
Entscheidungsregel ist eine messbare Abbildung p : X — A, wobei der

Messraum (A, o) der sogenannte Aktionsraum ist. Jede Funktion [ : © x A —
[0,00) =: R, die messbar im zweiten Argument ist, heifit Verlustfunktion. Das
Risiko einer Entscheidungsregel p bei Vorliegen des Parameters ¢ € © ist

R(9.p) = Boll(9.p)] = [ 109 p(a)) Po(do).

2.3 Beispiele.

(a) Beim gewohnlichen linearen Modell wihle als Parameterraum © =
RP x Ry mit Parametern v = (8,0) € ©. Nun wihle einen Wahr-
scheinlichkeitsraum (Q,¥,P), auf dem der Zufallsvektor £ : Q@ — R"
mit Ele] = 0, E[e;e;] = d;; definiert ist. Versieht man den Stichpro-
benraum X = R"™ mit seiner Borel-o-Algebra % = %rr und setzt
Yy = Y3, = X3+ o€, so bilden die Verteilungen (Py)yco der Zufallsva-
riablen (Yy)geco die Familie von Wahrscheinlichkeitsmaflen auf dem Stich-
probenraum.

Um den Kleinste-Quadrate-Schitzer B als Entscheidungsregel zu in-
terpretieren und seine Giite messen, betrachtet man den Aktionsraum
A = RP und beispielsweise die quadratische Verlustfunktion [(¥,a) =
1((B,0),a) = |B — a|?>. Beim Verlust ist o irrelevant; da aber die Vertei-
lung Py von ¢ abhéngt, spricht man von einem Storparameter.

Beachte, dass bei obiger Modellierung eine feste Verteilung von e
(z.B. Normalverteilung) angenommen wird. Ist realistischerweise auch
die Art der Verteilung unbekannt, sollte man statt (Py) die Fami-
lie P = {P W-MaB auf .7 | Ep]Y] := [yP(dy) € ran(X), [(y —
Ep[Y])(y — Ep[Y])" P(dy) = 0%E,} betrachten. In dieser Betrachtungs-
weise bleibt von einem unendlich-dimensionalen Parameterraum maxi-
mal ein (p+ 1)-dimensionaler interessierender Parameter ¢ iibrig (beachte
8= X-L(Es[Y])).



(b) Fiir einen Test auf Wirksamkeit eines neuen Medikaments werden 100
Versuchspersonen mit diesem behandelt. Unter der (stark vereinfachen-
den) Annahme, dass alle Personen identisch und unabhingig auf das
Medikament reagieren, wird in Abhé#ngigkeit von der Anzahl N der
erfolgreichen Behandlungen entschieden, ob die Erfolgsquote hoher ist
als diejenige einer klassischen Behandlung. Als Stichprobenraum wiéhle

{0,1,...,100} mit der Potenzmenge als o-Algebra und P, =
Bin(100,p), p € © = [0, 1], als mogliche Verteilungen. Die Nullhypothese
ist Hy : p < pg fiir den unbekannten Parameter p. Als Aktionsraum dient
A = {0,1} (Hp annehmen bzw. verwerfen), und wir wéhlen den Verlust
l(p,a) = Lolip<py,a=1} + l11l{p>py,a—0y Mit Konstanten fo,¢; > 0. Dies
fithrt auf das Risiko einer Entscheidungsregel (eines Tests) p

Rip.p) = loPy(p >po), p<po
’ 6 Py(p < po)s p> po

und die Fehlerwahrscheinlichkeit erster Art wird mit £y, die zweiter Art
mit /1 gewichtet.

2.4 Definition. Die Entscheidungsregel p heifit besser als eine Entscheidungs-
regel p/, falls R(9,p) < R(¥,p’) fiir alle ¥ € © gilt und falls ein ¥y € © mit
R(99, p) < R(V, p') existiert. Eine Entscheidungsregel heifit zuliissig, wenn es
keine bessere Entscheidungsregel gibt.

2.5 Bemerkung. Héiufig wird fiir diese Definition die Menge der betrachteten
Entscheidungsregeln eingeschrinkt. So ist der Kleinste-Quadrate-Schéitzer im
linearen Modell nach dem Satz 1.8 von GauB-Markov zuléssig unter quadrati-
schem Verlust in der Klasse der erwartungstreuen und linearen Schétzern.

2.6 Beispiel. Essei Y7,. .., Y, eine N (¥, 1)-verteilte mathematische Stichprobe
mit ¢ € R. Betrachte 1§1 =Y 192 =Y +0.5, 193 = 6 unter quadratischem
Verlust I(J,a) = (9 — a)?. Wegen R(9, 0y) = 1/n R(9, J9) = 0.25 + 1/n ist
'ﬁl besser als 192, allerdings ist weder 291 besser als 193 noch umgekehrt. In der
Tat ist U3 zuldssig, weil R(T?,Q?g) = 0 fiir ¥ = 6 gilt und jeder Schétzer mit
dieser Eigenschaft Lebesgue-fast iiberall mit U3 iibereinstimmt. Spéter werden
wir sehen, dass auch 01 zuléssig ist.

2.2 Minimax- und Bayes-Ansatz

2.7 Definition. Eine Entscheidungsregel p heiffit minimax, falls

sup R(", p) = inf sup R(¥, p'),
Y€ o Yeo

wobei sich das Infimum iiber alle Entscheidungsregeln p’ erstreckt.

2.8 Definition. Der Parameterraum © trage die o-Algebra g, die Verlust-
funktion ! sei produktmessbar und ¢ — Py(B) sei messbar fiir alle B € .%. Die



a-priori-Verteilung 7 des Parameters 9 ist gegeben durch ein Wahrscheinlich-
keitsmaf auf (0, .Zg) . Das zu 7 assoziierte Bayesrisiko einer Entscheidungsregel
p ist

Re(p) i= E[R(9.p)] = /

(S}

RO, p) () = [ [ 100, pla) Potdn) ).
S
p heifit Bayesregel oder Bayes-optimal (beziiglich ), falls
Rx(p) = inf R (p)
p

gilt, wobei sich das Infimum {iiber alle Entscheidungsregeln p’ erstreckt.

2.9 Definition. Es sei X eine (S,.7)-wertige Zufallsvariable auf (2, .%#,P).
Eine Abbildung K : S x % — [0, 1] heifit reguliire bedingte Wahrscheinlichkeit
oder Markovkern beziiglich X, falls

(a) A— K(x,A) ist Wahrscheinlichkeitsmaf fiir alle z € S,
(b) x — K(z,A) ist messbar fiir alle A € .Z;
(c) K(X,A)=P(A|X) :=E[14]| X] P-fs. fiir alle A € Z.

2.10 Satz. Es sei (2,d) ein vollstindiger, separabler Raum mit Metrik d und
Borel-o-Algebra F (polnischer Raum). Fir jede Zufallsvariable X auf (Q,.%,P)
existiert eine requlire bedingte Wahrscheinlichkeit K beziiglich X . K ist P-f.s.
eindeutig bestimmt, d.h. fir eine zweite solche reguldre bedingte Wahrschein-

lichkeit K' gilt P(VA € F : K(X,A) = K'(X,A)) = 1.

Beweis. Siehe z.B. Génssler, Stute (1977): Wahrscheinlichkeitstheorie, Sprin-
ger. O

2.11 Bemerkung. Wihrend eine Minimaxregel den maximal zu erwartenden
Verlust minimiert, kann das Bayesrisiko als ein (mittels 7) gewichtetes Mittel
der zu erwartenden Verluste angesehen werden. Alternativ wird =« als die sub-
jektive Einschitzung der Verteilung des zugrundeliegenden Parameters inter-
pretiert. Daher wird das Bayesrisiko auch als insgesamt zu erwartender Verlust
in folgendem Sinne verstanden.

2.12 Definition. Definiere Q := X x © und P auf (Q,.F ® Fe) gemiB
P(dz,d¥) = Py(dz)m(d?) (gemeinsame Verteilung von Beobachtung und Pa-
rameter). Falls ¥ — Py(A) fiir alle A € .% messbar ist (Markovkern, s.0.), so
ist P wohldefiniert (betrachte P(A x B) := [ 5 Py(A) m(dd) und verwende Maf-
erweiterungssatz). Bezeichne mit X und © die Koordinatenprojektionen von 2
auf X bzw. ©. Dann gilt R.(p) = Ez[I(©, p(X))].

Die Verteilung von © unter der reguldren bedingten Wahrscheinlichkeit
]f”(. | X = z) von P heift a-posteriori-Verteilung des Parameters gegeben die
Beobachtung X = .

10



2.13 Satz. Es sei (X,.7,(Py)yco) ein statistisches Modell sowie w eine a-
priori- Verteilung auf (0, Fg), so dass Py < p fir alle 9 € O sowie m <
v gilt mit Maflen p und v und Dichten fxj@—y bzw. fo. Ist fx|@=e : X X
O — Rt (F ® Fo)-messbar, so besitzt die a-posteriori- Verteilung PO1X=7 des
Parameters eine v-Dichte, ndmlich

_ fxj@=ofe (V)
Jo [xj@=s fo (V)v(dY)

Beweis. Ubung! O

fo|x=z(0) (Bayesformel).

2.14  Beispiel. Fiir einen Bayestest (oder auch ein Bayes-
Klassifikationsproblem) setze ® = {0,1}, A = {0,1}, I(J,a) = |9V — q
(0-1-Verlust) und betrachte eine a-priori-Verteilung 7 mit #({0}) =: my,
m({1}) =: m. Die Wahrscheinlichkeitsmale Py,P; auf (X,.#) mogen die
Dichten pg,p1 beziiglich einem Maf} p besitzen (z.B. p = Py+P;). Nach der
Bayesformel (mit Zahlmaf$l v) erhalten wir die a-posteriori-Verteilung

m;pi ()
mopo(x) + mip1(x)

PO =i|X =1)= , i=0,1 (Pfit)

2.15 Satz. Fine Regel p ist Bayes-optimal, falls gilt

p(X) = argmin,c 4 Ez[1(©, a) | X] P-fs.,
d.h. Ez[l(©,p(x)) | X = 2] < E3[l(®,a) | X = x| fir alle a € A und ]fDX-fast
alle z € X.

Beweis. Fiir eine beliebige Entscheidungsregel p’ gilt
Rx(p') = E3[Ep[l(®, p'(X)) | X]] > Ep[Ep[I(®, p(X)) | X]] = Rx(p).
O]

2.16 Korollar. Fir © C R, A = R und quadratisches Risiko (d.h. [(¥,a) =
(a —0)2) ist die bedingte Erwartung 0, = Ez[® | X] Bayes-optimaler Schitzer
von ¥ beziiglich der a-priori- Verteilung . Fir den Absolutbetrag 1(9,a) = [9—al
hingegen ist jeder a-posteriori-Median O, d.h. P(® < ¥.|X) > 1/2 und
P(© > U:|X) > 1/2, Bayes-optimaler Schitzer (Annahme: a-posteriori-
Verteilung existiert).

Beweis. Dies folgt aus der L?-Projektionseigenschaft der bedingten Erwartung
bzw. der L'-Minimierung des Medians, vgl. Stochastik I, IT oder Ubung. O

2.17 Beispiel. (Fortsetzung) Nach Satz 2.15 finden wir einen Bayestest ¢(z)
als Minimalstelle von

mopo(T) a m1p1(x)

a— Ep[l(©,0) | X = 2] = Topo(z) + mp1 () mopo(x) + mip1(x)

(1—a).

11



Daher ist ein Bayestest (Bayesklassifizierer) gegeben durch

0, mopo(z) > mip1(x)
p(r) =<1, mip1(w) > mopo(w)
beliebig, mopo(x) = mip1(z)

und wir entscheiden uns fiir dasjenige ¥ € {0,1}, dessen a-posteriori-
Wahrscheinlichkeit am grofiten ist (“MAP-estimator: maximum a posteriori
estimator”). Fiir spéter sei bereits auf die Neyman-Pearson-Struktur von ¢
in Abhéngigkeit von p;(z)/po(x) hingewiesen.

2.18 Satz. Fs liege die Situation aus der vorangegangenen Definition vor.

(a) Fiir jede Entscheidungsregel p gilt

sup R(9, p) = sup Rx(p),
IS(C] T

wobei sich das zweite Supremum tber alle a-priori-Verteilungen m er-
streckt. Insbesondere ist das Risiko einer Bayesregel stets kleiner oder
gleich dem Minimazxrisiko.

(b) Fiir eine Minimazregel p gilt sup, Rr(p) = inf s sup; Rr(p').
Bewets.

(a) Natiirlich gilt Rr(p) = [g R(9,p)7(dV) < supyee R(V,p). Durch Be-
trachtung der a-priori-Verteilungen &y folgt daher die Behauptung.

(b) Nach (a) muss supyee R(V, p) = inf y supyce R(V, p') gezeigt werden, was
gerade die Minimaxeigenschaft ist.

O]

2.19 Bemerkung. Man kann diesen Satz insbesondere dazu verwenden, un-
tere Schranken fiir das Minimax-Risiko durch das Risiko von Bayesschiitzern
abzuschétzen.

2.20 Satz. Fiir jede Entscheidungsregel p gilt:

(a) Ist p minimax und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere Minimaz-Regel
die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuldssig.

(b) Ist p zulissig mit konstanter Risikofunktion, so ist p minimaz.

(c) Ist p eine Bayesregel (bzgl. ) und eindeutig in dem Sinn, dass jede andere
Bayesregel (bzgl. w) die gleiche Risikofunktion besitzt, so ist p zuldssig.

(d) Die Parametermenge © bilde einen metrischen Raum mit Borel-o-Algebra
Fo. Ist p eine Bayesregel (bzgl. 7), so ist p zulissig, falls (i) R(p) < 0o;
(i) fiir jede nichtleere offene Menge U in © gilt #(U) > 0; (iii) fiir jede
Regel p/ mit Rr(p') < Rx(p) ist ¥ — R(V,p’) stetig.

12



Beweis. Ubung! O

2.21 Satz. Es sei Xi,...,X, eine N(u,Ey)-verteilte d-dimensionale mathe-
matische Stichprobe mit p € R unbekannt. Beziiglich quadratischem Risiko ist
das arithmetische Mittel X = % Som X minimazx als Schétzer von pu.

Beweis. Betrachte die a-priori-Verteilung 7 = N (0, 02E,) fiir p. Dann gilt mit
My nn ~ N(0, Ey) ii.d., unabhéngig von p, die Darstellung X; = u + n;,
i = 1,...,n. Als lineare Abbildung von (u,n1,...,7,) ist (u, X1,...,Xn) ge-
meinsam normalverteilt und die bedingte Erwartung ist linear-affin (vgl. Sto-
chastik IT): Eg[p; | X1, ..., Xn] = >0 aiTin—i—Bj, j=1,...,d. Aus Symmetrie-
und Unabhéngigkeitsgriinden gilt «;; = ae; = (0,...,0,q, 0,...,0)" fiir ein
festes a € R, und E[y;] = 0 impliziert §; = 0. Damit liefert die Orthogona-
litdt E[X; ;(p; — adn; Xi5)] = 0 den Wert o = m Der Bayes-optimale
Schétzer ist daher fi,, = #Y (vektorwertige bedingte Erwartung), seine

nd+|pl?o—*
(n+o—2)2 -
Somit konnen wir das Minimax-Risiko von unten abschitzen:

Risikofunktion ist R(f, fig.n) =

inf sup R(u, p) = inf sup R (p)
P n P x

> inf sup RN(0102Ed) (p)

P >0
> supinf Ry (g 02, (p)
o>0 P
nd + 2o~
=supE; [ ]
w0 L (nto2)
nd + do—? d
su =—,
o0 (n+072)2 n
wie behauptet, da R(u, X) = %. O

2.22 Satz. Es sei Xi,...,X, eine N(u,l)-verteilte skalare mathematische
Stichprobe mit u € R unbekannt. Beziiglich quadratischem Risiko ist das arith-
metische Mittel X = %Z?:l X; zuldssig als Schétzer von p.

Beweis. Gébe es einen Schétzer i mit R(u, 1) < % und R(po, o) < =+ fiir
ein g € R, so wire wegen Stetigkeit der Risikofunktion p +— R(pu,[i) sogar
R(p, 1) < % — ¢ fiir alle |p — po| < 6 mit &,5 > 0 geeignet. Damit hétte /i ein
Bayesrisiko Ry (0,42 (1) < %_5 fﬁojaé $0,52- Also wire %—RN(070.2) grofler als ein
Vielfaches von o~ ! fiir 0 — 0o, wihrend fiir den Bayesschétzer % — Ry (flon) =

m (s.0.) von der Ordnung o2 ist. Dies widerspricht der Optimalitét des

Bayesschiitzers bei einer hinreichend groen Wahl von o. Also ist X zulissig. [

2.23 Bemerkung. Liegt eine andere Verteilung mit Erwartungswert p und
Varianz eins vor als die Normalverteilung, so ist X weder zulissig noch mi-
nimax (sofern n > 3), vergleiche Lehmann/Casella, Seite 153. Fiir d = 2 ist
X weiterhin zulissig unter Normalverteilungsannahme, allerdings gilt das fiir
d > 3 nicht mehr: Stein-Phinomen s.u.
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2.24 Definition. Eine Verteilung 7 auf (0,.%g) heift ungiinstigste
a-priori- Verteilung zu einer gegebenen Verlustfunktion, falls

inf R, (p) = supinf R/ (p).

p x P
2.25 Satz. FEs sei eine a-priori-Verteilung m mit zugehoriger Bayesregel py
gegeben. Dann ist die Eigenschaft R (pr) = supyce R(V, pr) dquivalent zu fol-
gender Sattelpunktseigenschaft

vr' \V/p/ : Rw’(pﬂ') < Rn(ﬂw) < Rﬂ(pl)'

Aus jeder dieser Eigenschaften folgt, dass pr minimaz und m unginstigste a-
priori- Verteilung ist.

Beweis. Wegen supy R(V, pr) = sup, Ry (pz) folgt aus der Sattelpunktseigen-
schaft Ry(pr) = supy R(Y, pr). Da aus dem gleichen Grund stets '<’ folgt, gilt
sogar R (pr) = supy R(Y, px).

Andererseits bedeutet die Eigenschaft von p,, Bayesschétzer zu sein, gerade
dass Rx(pr) < Rx(p/) fir alle p’ gilt. Mit Rr(pr) = supgeg R(V, pr) schlieBen
wir dann auch

Ry (pr) = /@ R(9, p) 7' (d9) < /@ Re(p) 7 (d0) = Re(pr).

Aus der Sattelpunktseigenschaft folgt direkt die Minimaxeigenschaft:

sup R(V, pr) = sup R (px) = 1n,f Rw(pl) < 1nlf sup R(4, pl)'
¥ el P P

Analog erhalten wir inf,y R (p’) = sup,s Rx/(px) = sup, inf, Ry (p), so dass 7
ungiinstigste a-priori-Verteilung ist.
O

2.26 Beispiel. Es werde X ~ Bin(n,p) mit n > 1 bekannt und p €
[0,1] unbekannt beobachtet. Gesucht wird ein Bayesschétzer p,, von p un-
ter quadratischem Risiko fiir die a-priori-Verteilung p ~ B(a,b), wobei B(a,b)
die Beta-Verteilung mit Parametern a,b > 0 auf [0,1] bezeichnet. Die a-
posteriori-Verteilung berechnet sich zu p ~ B(a + X,b + n — X) und der
Bayesschiitzer als p,; = -2t (Ubung!). Als Risiko ergibt sich E,[(pap—p)?] =

a+b+n
(a_ap(_alfl):xf(l_p). Im Fall a* = b* = \/n/2 erhilt man das Risiko (2v/n +2) 2
fir poxpr = %{%2 = % — % (unabhéngig von p!), woraus die Sattel-

punktseigenschaft folgt:
Va Vp: Ra(Pap+) < Rp(asp)(Par p+) < Rpa=p-) (D)
Damit ist B(a*,b*) ungiinstigste a-priori-Verteilung und pg - Minimax-

Schitzer von p. Insbesondere ist der natiirliche Schétzer p = X/n mit
E,[(p — p)?] = p(1 — p)/n nicht minimax (er ist jedoch zuléssig).
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2.27 Bemerkung. Erhalten wir bei Wahl einer Klasse von a-priori-
Verteilungen fiir ein statistisches Modell dieselbe Klasse (i.A. mit anderen Pa-
rametern) als a-posteriori-Verteilungen zuriick, so nennt man die entsprechen-
den Verteilungsklassen konjugiert. An den Beispielen sehen wir, dass die Beta-
Verteilungen zur Binomialverteilung konjugiert sind und die Normalverteilun-
gen zu den Normalverteilungen (genauer miisste man spezifizieren, dass fiir
unbekannten Mittelwert in der Normalverteilung a-priori-Normalverteilungen
konjugiert sind). Konjugierte Verteilungen sind die Ausnahme, nicht die Regel,
und fiir komplexere Modelle werden h&ufig computer-intensive Methoden wie
MCMC (Markov Chain Monte Carlo) verwendet, um die a-posteriori-Verteilung
zu berechnen (Problem: i.A. hochdimensionale Integration).

2.3 Das Stein-Phinomen

Wir betrachten folgendes grundlegendes Problem: Anhand einer mathemati-
schen Stichprobe Xi,...,X, ~ N(u, E;) im R? soll x € R? moglichst gut
beziiglich quadratischem Verlust I(u, 1) = |fi — p|* geschiitzt werden. Intui-
tiv wegen Unabhéngigkeit der Koordinaten ist das (koordinatenweise) arith-
metische Mittel X. Ein anderer, sogenannter empirischer Bayesansatz, beruht
auf der Familie der a-priori-Verteilungen p ~ N(0,02Ey). In den zugehorigen
Bayesschitzern setzen wir dann allerdings statt o2 die Schétzung

X2
&2:| | _ !

7 (erwartungstreu wegen X; ~ N(0, (6% + n~1)Ey) unter P)

ein und erhalten J
no S _
l = — 5 X = (1 — = )X.
62 n| X |2
Der Ansatz lisst vermuten, dass /i kleineres Risiko hat als X, wann immer |y

klein ist. Uberraschenderweise gilt fiir Dimension d > 3 sogar, dass /i besser ist
als X. Das folgende Steinsche Lemma ist der Schliissel fiir den Beweis.

2.28 Lemma (Stein). Es sei f : R? — R eine Funktion, die Lebesque-f.ii.
absolut stetig in jeder Koordinate ist. Dann gilt fir Y ~ N(u, 0?Ey) mit u € RY,
o >0,

El(n—Y)f(Y)] = -0’ E[Vf(Y)],
sofern E[|g—£(Y)H < oo firallei=1,...,d gilt.

Beweis. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit betrachte die Koordinate i = 1
sowie p = 0, o = 1; sonst setze f(y) = f(oy + u). Es geniigt dann,

EYV1f(Y)| Yo =ys,-., Ya=ya] = E[ZL(YV)[ Yo =pa,..., Ya = yd

zu zeigen fiir Lebesgue-fast alle yo,...,y4 € R, was wegen Unabhingig-
keit gerade fiir fy(u) = f(u,y2,...,yq4) die Identitat fufy(u)e_“2/2du =
/ fz’/ (u)e*“2/ 2du ist. Dies folgt durch partielle Integration, sofern die Randterme
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verschwinden; ein geschickter Einsatz des Satzes von Fubini zeigt dies jedoch
ohne weitere Voraussetzungen:

oo e8] o0 0 u
/ fé(u)e“gmdu:/ f?:(u)/ z622/2dzdu—/ fé(u)/ ze % 2 dzdu
—00 0 u —00 —0Q

:/0 (/OZ f{,)ze_ZQ/Zdz — /_(; (/ZO fgl,)ze_z2/2dz

_ / T e P2 (f,(2) — £,(0)) d

= / fy(Z)Z€722/2dZ.

Betrachten wir nun allgemeine Schitzer der Form i = g(X)X, so gilt
Eullis — 1) = By [IX = pul? + X = pf* = 2(X - 1, X = )]

= (- 9(X) X 2B,[(X — 1. (1 - g(X) )]

Kann man nun auf f(z) = (1 — g(z))z : R? — R? das Steinsche Lemma
koordinatenweise anwenden, so erhalten wir einen Ausdruck W (X) unabhéngig
von fui:

3fi(x).

d
Byl — ul?) = % +EJW(X)], W)= @) - %Z oz,

i=1
Fir f(z) = %, ¢ > 0 eine Konstante, ist das Steinsche Lemma anwendbar.
Wir erhalten

und
—~ x_) <0 falls ¢ € (0,2(d —2)n™ "), d > 3.

Der minimale Wert W (z) = —(d — 2)?/(n?|z|?) wird fiir ¢ = (d — 2)/n erreicht,
und wir haben folgendes bemerkenswertes Resultat bewiesen.

2.29 Satz. Esseid > 3 und X1,...,X, eine N(u, Eg)-verteilte mathematische
Stichprobe mit 1 € R® unbekannt. Dann gilt fir den James-Stein-Schitzer

d—2\ 5
iyjs = |1— —=3 )X
fis ( X2
mit X =13 X, dass

<

g [ < mm %

. d
Epullfss — N’Q] - n W n

Insbesondere ist X bei quadratischem Risiko kein zulissiger Schitzer von u im
Faoll d > 3!
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2.30 Bemerkungen.

(a) Die Abbildung p ~— E,[|X|™?] ist monoton fallend in |u| und erfiillt
Eo[|X|72] = n/(d — 2), Eo|fiys — p?] = 2/n. Daher ist fijs nur fiir
# nahe 0, groBe Dimensionen d und kleine Stichprobenumfinge n eine
bedeutende Verbesserung von X. Der James-Stein-Schitzer heifit auch
Shrinkage-Schitzer, weil er die Beobachtungen zur Null hinzieht (wobei
auch jeder andere Wert moglich wire). In aktuellen hochdimensionalen
Problemen findet diese Idee breite Anwendung.

(b) Die k-te Koordinate fijg) des James-Stein-Schitzers verwendet zur
Schétzung von py auch die anderen Koordinaten X, ;, [ # k, obwohl diese
unabhéngig von X, sind. Eine Erklarung fiir diese zunéchst paradoxe
Situation ist, dass zwar Zgzl Eul(Asske — pr)?) < ZZ:l E,[(Xk — k)]
gilt, jedoch im Allgemeinen eine Koordinate kg existieren wird mit
Eul(fyske — tko)?] > Eul(Xky — /'Lk022]' Man beachte auch, dass der sto-
chastische Fehler (die Varianz) von X linear mit der Dimension d wéchst,
so dass es sich auszahlt, diesen Fehler auf Kosten einer Verzerrung (Bias)
zu verringern, vgl. Ubung.

(c) Selbst der James-Stein-Schétzer (sogar mit positivem Gewicht, s.u.) ist
unzuldssig. Die Konstruktion eines zuléssigen Minimax-Schétzers ist sehr
schwierig (gelost fiir d > 6, vgl. Lehmann/Casella, S. 358).

2.31 Satz. Es sei d > 3 und X1,...,X, eine N(u, Eq)-verteilte mathemati-
sche Stichprobe mit j € R unbekannt. Dann ist der James-Stein-Schitzer mit
positivem Gewicht

. d—2 -
fysy = (1 - n]X_]Q)+X’ a4 = max(a,0),

bei quadratischem Risiko besser als der James-Stein-Schitzer fijg.

2.4 Erginzungen

2.32 Definition. Zu vorgegebener Verlustfunktion ! heifit eine Entscheidungs-
regel p unverzerrt, falls

0,9 € 0 Byll(d,p)] > Eyll(9, p)] = R(V, p).

2.33 Lemma. FEs seien g : © — A C R und (9, p) = (p — g(09))? der qua-
dratische Verlust. Dann ist eine Entscheidungsregel (ein Schditzer von g(v))
G : X — A mit Ey[¢?] < oo und Ey[g] € g(©) fiir alle 9 € © genau dann
unverzerrt, wenn sie erwartungstreu ist, d.h. Ey[g] = g(¢) fir alle ¥ € © gilt.

2.34 Lemma. Es sei © = 09U0;, A = [0,1]. Fir den Verlust [(¥,a) =
loale, (V) + l1(1 — a)le, (V) ist eine Entscheidungsregel p (ein randomisier-
ter Test von Hy : 9 € Oy gegen Hy : 9 € ©1) genau dann unverzerrt, wenn sie

zum Niveau o := A unverfilscht ist, d.h.
lo+l;, =—=J 2~~~ 4

Vi€ Op: Eylp] <a, VIe€O;: Eylp] > a.
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2.35 Definition. Ein Entscheidungskern oder randomisierte
Entscheidungsregel p : X x &/ — [0,1] ist ein Markovkern auf dem Akti-

onsraum (A, .«7) mit der Interpretation, dass bei Vorliegen der Beobachtung
x gemif p(z,e) eine Entscheidung zufillig ausgewihlt wird. Das zugehorige
Risiko ist

R(.p) =By | /A 1(9.0) plda)| = /x /A 109, a)p(, da) Py (dz).

2.36 Beispiel. Es sei © = 00U01, A = [0,1] und der Verlust I(d,a) =
loale, (V) +11(1—a)le, (V) vorgegeben. In diesem Rahmen kann eine Entschei-
dungsregel p als randomisierter Test (oder Entscheidungskern) p’ von Hp : ¥ €
©p gegen Hj : ¥ € O aufgefasst werden. Dazu setze A’ := {0,1}, Far := P(A),
benutze den gleichen Verlust [ (eingeschriinkt auf A’) und definiere die beding-
ten Wahrscheinlichkeiten p’(z,{1}) := p(z), p'(z,{0}) := 1 — p'(x, {1}). Dies
bedeutet also, dass p(z) die Wahrscheinlichkeit angibt, mit der bei der Beob-
achtung x die Hypothese abgelehnt wird.

2.37 Lemma. Es sei A C R? konvex sowie 1(9,a) eine im zweiten Argument
konvexe Verlustfunktion. Dann gibt es zu jeder randomisierten Entscheidungs-
regel eine deterministische Entscheidungsregel, deren Risiko nicht grofler ist.

3 Dominierte Modelle und Suffizienz

3.1 Dominierte Modelle

3.1 Definition. Ein statistisches Modell (X, .#, (Py)gco) heiit dominiert (von
), falls es ein o-endliches Maf} i auf .# gibt, so dass Py absolutstetig beziiglich
wist (Py < p) fiir alle ¥ € ©. Die durch ¥ parametrisierte Radon-Nikodym-

Dichte IP
LY, z) = —2
dp

heifit auch Likelihoodfunktion, wobei diese meist als durch z parametrisierte
Funktion in ¢ aufgefasst wird.

(), Y9e€0,zelX,

3.2 Beispiele.

(a) X =R, F = S, Py ist gegeben durch eine Lebesguedichte fy, beispiels-
weise P(,, ») = N(u,0?) oder Py = U([0,]).

(b) Jedes statistische Modell auf dem Stichprobenraum (N, P(N)) oder allge-
meiner auf einem abzéhlbaren Raum (X, P(X)) ist vom Z#hlmaf domi-
niert.

(c) Ist © = {¥1,79,...} abzéhlbar, soist p =), ¢; Py, mit ¢; >0, >, ¢; =1
ein dominierendes MaSf.

(d) X =R, F = HBg, Py = dy fiir 9 € © = R (dy ist PunktmaB in 9) ist
nicht dominiert. Ein dominierendes Maf p miisste ndmlich p({d}) > 0
fiir alle ¥ € © und damit u(A) = oo fiir jede iiberabzéhlbare Borelmenge
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A C R erfiillen (sonst folgte aus |[{z € A|u({z}) = 1/n}| < nu(A) < oo,
dass A =J,>{z € A|u({z}) = 1/n} abzéhlbar ist). Damit kann x nicht

o-endlich sein.

3.3 Satz. Es sei (X, .7, (Py)yeco) ein dominiertes Modell. Dann gibt es ein
Wahrscheinlichkeitsmafi Q der Form Q = Y72, ¢; Py, mit ¢; > 0, >, ¢; = 1,
¥; € O, so dass Py < Q fiir alle ¥ € © gilt.

3.4 Bemerkung. Ein solches Wahrscheinlichkeitsmafi @Q heiit auch
privilegiertes dominierendes Maf.

Beweis. Sei zunédchst das dominierende Maf p endlich sowie

Po = {Zcz Py, ’1% €0,¢ =0, Zci = 1} (konvexe Hiille von (Py)),
i i

dP
A= {Aey‘ape%; B(4) > 0 und - > 0 poki aqu}.

Waihle nun eine Folge (A4,) in A mit 1(Ay) — supyeq n(A) < 0o. Setze Ay 1=
U,, An und bezeichne P, ein Element in P mit P,(A,) > 0, % > 0 p-f.i. auf
A,,. Fiir beliebige ¢, > 0 mit ) ¢, =1 setze Q : =) ¢, P, € Py.

Aus der Wahl von P, folgt ‘fl—u > Cn% > 0 p-f.i. auf A, und somit % >0
p-f.ii. auf Ao und Q(As) > 0, so dass A ebenfalls in A liegt.

Zeige: P < Q fiir alle P € Py. Sonst gilt P(A) > 0 und Q(A) = 0 fiir ein P
und ein A € .#. Dies impliziert Q(ANAs) = 0= u(ANAy) =0 (da % > 0 auf
As) und weiter P(ANAy) =0 (da P < p). Fiir B := % > 0} gilt P(B) =1,
und wir erhalten P(ANAS NB) = P(A) > 0. Aus P < p folgt u(ANALNB) > 0
und somit p(AxU(AN A N B)) > p(As). Nun ist aber (P4 Q)/2 € Py sowie
dBLO) - 0 pfiii. auf AsU(A N AS N B), was AsU(AN AS N B) € A zeigt.

2dp
Dies widerspricht aber der Eigenschaft p(As) = sup gcq p(A4).

Ist 1 o-endlich, so zerlege X := |, 1 X mit p(Xsn) < 00, definiere das Maf}
Q,,, wie oben Q, wobei im Fall Py(X,,) = 0 fiir alle ¢ € © einfach Q,,, = Py fiir
ein beliebiges ¥ € © gesetzt wird. Dann leistet Zm>1 27™Q,, das Gewiinschte.

O

3.2 Exponentialfamilien

3.5 Definition. Es sei (X,.#, (Py)yco) ein von p dominiertes Modell. Dann
heit (Py)yco Exponentialfamilie (in 7(9) und T), wenn k € N, n : © — R,
C:0 — RT, T:X — R* messbar und h : X — RT messbar existieren, so dass

dPy
dp

T wird natiirliche suffiziente Statistik von (Py)yco genannt. Sind n1,..., 7
linear unabhéingige Funktionen und gilt fiir alle 4 € © die Implikation

(x) = C(W)h(x)exp((n(?), T(x))gr), =€ X, ¥e€O.

MFMTI+ -+ XMT,=0Py-fs. == A =--=X=0

(1,T1,...,T) sind Py-f.s. linear unabhéngig), so heifit die Exponentialfamilie
(strikt) k-parametrisch.
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3.6 Bemerkungen.
(a) C(¥) ist nur Normierungskonstante: C'(9) = ([ h(x @) p(da)) !

(b) Die Darstellung ist nicht eindeutig, mit einer invertierbaren Matrix A €
RF** erhilt man beispielsweise eine Exponentialfamilie in 7(9) = An(¥9)
und T'(z) = (AT)"'T(z). AuBerdem kann die Funktion % in das dominie-
rende Mafl absorbiert werden: ji(dz) := h(x)u(dx).

(c¢) Aus der Identifizierbarkeitsforderung Py # Py fiir alle 9 # o folgt die
Injektivitdt von 1. Andererseits impliziert die Injektivitdt von 5 bei einer
k-parametrischen Exponentialfamilie die Identifizierbarkeitsforderung.

3.7 Definition. Bildet (Py)yco eine Exponentialfamilie (mit obiger Notation),
so heifit

ueRk’/ @T@) p(z)p(dz) € (o,oo)}

ihr natiirlicher Parameterraum. Die entsprechend mit v € %2 parametrisierte
Familie wird natiirliche Exponentialfamilie in 7" genannt.

3.8 Beispiele.

(a) (N(1,0%))uero>0 ist zweiparametrische Exponentialfamilie in n(u, o) =
(n/c%,1/(20%))" und T(z) = (2, —22)" unter dem Lebesguemaf als do-
minierendem MaB. Jedes u der Form u = (u/0?,1/(20%))7 ist natiirli-
cher Parameter, und der natiirliche Parameterraum ist gegeben durch
Z =R x(0,00). Ist o > 0 bekannt, so liegt eine einparametrische Expo-
nentialfamilie in n(u) = p/o? und T'(z) = = vor.

(b) (Bin(n, p))pe(o,1) bildet eine Exponentialfamilie in 7(p) = log(p/(1 — p))
(auch logit-Funktion genannt) und 7'(z) = = beziiglich dem Zahlmaf p
auf {0,1,...,n}. Der natiirliche Parameterraum ist R. Beachte, dass fiir
den Parameterbereich p = [0, 1] keine Exponentialfamilie vorliegt.

3.9 Lemma. Bildet (Py)yco eine (k-parametrische) Exponentialfamilie in n(9)
und T(z), so bilden auch die Produktmafle (P5™)gco eine (k-parametrische)
Exponentialfamilie in n(9) und Y ;- T(x;) mit

&n n
@) = o ([T hle)) expl(r0), S Tw)ge), v €27, D0,

®Xn
Beweis. Dies folgt sofort aus der Produktformel %(x) =11, ddiﬁ (x;). O

3.10 Satz. Es sei (Py)yew eine Exponentialfamilie mit natiirlichem Parame-
terraum 2 C R¥ und Darstellung

dPy

an ——(2) = C(O)h(x) exp((¥, T(x))) = h(x) exp((V, T (x)) — A()),

wobei A(9) = log ( [ h(z)exp((d, T (x)))u(dx)). Ist 0 ein innerer Punkt von %,
s0 ist die erzeugende Funktion 15(s) = E3[6<T’5>] in einer Umgebung der Null
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wohldefiniert und beliebig oft differenzierbar. Es gilt 1 5(s) = exp(A(Y + s) —
A(D)) fiir alle s mit 9 +s € Z.
Firi,j=1,....k folgt B5|T;] = 44(9) und Covy(T;,Ty) = #j}%(ﬁ).

Beweis. Ubung. O

3.3 Suffizienz

3.11 Beispiel. Es sei Xi,..., X, eine geméfl der Lebesguedichte fy : R —
R verteilte mathematische Stichprobe. Dann liefern die Statistiken X oder
max(X1,...,X,) im Allgemeinen Information iiber Py und damit . Hingegen
sind 1({X3 < X7}) oder 1({X; = max(Xy,...,X,)}) Statistiken, deren Ver-
teilung nicht von Py abhéingt (sofern die i.i.d.-Annahme giiltig ist) und somit
keinerlei Informationen iiber 9 beinhalten (sogenannte ancillary statistics). In-
tuitiv ist alle Information bereits in der Ordnungsstatistik Xy, ..., X(,) enthal-
ten mit X(l) = min{Xl, R 7Xn}7 X(k:+1) = min{Xl, e 7Xn}\{X(1); e, X(k)}

Diese ist in folgendem Sinne suffizient.

3.12 Definition. Eine (5,.7)-wertige Statistik 7" auf (X,.#, (Py)yeco) heiit
suffizient (fiir (Py)yeco), falls fiir jedes ¥ € O die regulire bedingte Wahrschein-
lichkeit von Py gegeben T' (existiert und) nicht von ¢ abhéngt, d.h.

JkVd e, Be F: /{(T,B)ZP&(B|T) = E0[13|T] Py -f.s.
Statt k(t, B) schreiben wir Po(B |T =t) bzw. E¢[15|T = t].

3.13 Satz (Faktorisierungskriterium von Neyman). Es sei (X, %, (Py)geco) ein
von u dominiertes Modell mit Likelihoodfunktion L sowie T eine (S, .7 )-wertige
Statistik. Dann ist T genau dann suffizient, wenn eine messbare Funktion h :
X — R" emistiert, so dass fiir alle ) € © eine messbare Funktion gy : S — R
existiert mit

LY, z) = g9(T(x))h(z) fir p-fa. x € X.

3.14 Lemma. FEs seien P und p Wahrscheinlichkeitsmafie mit P < p und T
eine messbare Abbildung auf (X, F). Dann gilt fiir alle B € %

E.[1p95 | T)

Frle T T e
Kldu

P-f.s.

Beweis. Fiir jede beschrankte messbare Funktion ¢ erfiillt die rechte Seite

E. 159, | T] (T)} _ u[Eu[lB‘éfW]

el = g e
E.[154F | T
= H{WQO(T)EN[ﬁlT]}
= Eu[1p 5 0(T))
= Ep[15p(T)].

Zusammen mit der o (7)-Messbarkeit ist dies genau die Charakterisierung dafiir,
dass die rechte Seite eine Version der bedingten Erwartung Ep[lp |T] ist. [
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3.15 Bemerkung. Mit den iiblichen Approximationsargumenten lésst sich dies
2 Belf | T) = B, [f 47 | T)/ Bul) | T) fiir f € L' (P) verallgemeinern.

Beweis des Faktorisierungssatzes. Ohne Einschrankung sei p ein Wahrschein-
lichkeitsmafB, sonst betrachte das dquivalente Wahrscheinlichkeitsmaf$ fi(dz) =
z(z)p(dr) mit z =37 27" (X)) "1y, , wobei die Zerlegung X := Um>1xm
mit p(X,,) < oo wegen der o-Endlichkeit von p existiert.

Aus dem Lemma und der Form von L(¥, z) folgt daher

99(T) Eu[1ph|T) _ Eu[1ph|T]
919( JEL[R|T] — Euh|T]

Da die rechte Seite unabhéngig von 1 ist, ist T" suffizient.

Ist nun andererseits 7' suffizient, so setze k(T,B) := Py(B|T), ¥ € O.
Fiir das privilegierte dominierende Mafl Q gilt dann ebenfalls Q(B|T) =
Y. ¢iPy,(B|T) = k(T,B) Q-f.s. Nach dem Satz von Radon-Nikodym gilt auf
dem Teilraum (X, o(7"))

Py(B|T) = Py fs.

dPy |5(1)

V9 3fy : X - R o(T)-messbar : ———2

= f9-

Nach Stochastik IT gibt es eine messbare Funktion gy, so dass fy = gy o1, und
fiir beliebiges B € .# erhalten wir

Py(B) = Ey[Es[15 | T]] = Eg[Eq[1s | T]gs(T)] = Eq[1p9s(T)],

so dass gy o T auch die Radon-Nikodym-Dichte % auf ganz & ist. Mit % =

C(%? 4Q erhalten wir den Ausdruck von L(9,z), wobei h(z) = %(x). O

3.16 Beispiele.

(a) Die Identitdt T'(z) = x und allgemein jede bijektive, bi-messbare Trans-
formation 7' ist stets suffizient.

(b) Die natiirliche suffiziente Statistik 7" einer Exponentialfamilie ist in der
Tat suffizient. Im Normalverteilungsmodell (N (u,0?)®™),cr o>0 ist da-
mit 71 (z) = (0, @i, — >, )T suffizient, aber durch Transformation
auch Tg( ) = (&,22) oder T3(x) = (%,5%) mit der empirischen Varianz

Z" 1 (z; — T)%. Bei einer Bernoullikette (Bin(1,p)®™),e(0,1) ist

TL K2

T(x) =Y ", z; (die Anzahl der Erfolge) suffizient.

(c) Ist Xy,..., X, eine mathematische Stichprobe, wobei X; gemifl der Le-
besguedichte fy : R — RT verteilt ist, so ist die Ordnungsstatistik
(X@1), -+ X(n)) suffizient. Die Likelihoodfunktion lésst sich némlich in
der Form L(9,z) = [[;_; fo(w(;) schreiben.

(d) Es wird die Realisierung (NN, ¢t € [0,7) eines Poissonprozesses zum unbe-
kannten Parameter A > 0 kontinuierlich auf [0, 7] beobachtet (man denke
an Geigerzihleraufzeichnungen). Mit Sy = inf{t > 0| N; = k} werden die
Sprungzeiten bezeichnet. In der Wahrscheinlichkeitstheorie wird gezeigt,
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dass bedingt auf das Ereignis { Ny = n} die Sprungzeiten (Si,...,Sn)
dieselbe Verteilung haben wie die Ordnungsstatistik (X(iy,..., X(,)) mit
unabhingigen X; ~ U([0,7]). Da sich die Beobachtung (N, t € [0,71])
eindeutig aus den Sj rekonstruieren ldsst, ist die Verteilung dieser Be-
obachtung gegeben { Ny = n} unabhingig von A, und N7 ist somit eine
suffiziente Statistik (die Kenntnis der Gesamtzahl der gemessenen radio-
aktiven Zerfille liefert bereits die maximal mogliche Information iiber die
Intensitdt A).

3.17 Satz (Rao-Blackwell). Es seien (X, .7, (Py)yco) ein statistisches Modell,
der Aktionsraum A C R konver und die Verlustfunktion 1(9,a) im zweiten
Argument konvex. Ist T eine fir (Py)yco suffiziente Statistik, so gilt fiir jede
Entscheidungsregel p und fiir p := Eq[p|T] die Risikoabschitzung

Vi €O : R, p) < R(,p).
Beweis. Dies folgt aus der Jensenschen Ungleichung fiir bedingte Erwartungen:
O

3.18 Bemerkung. Ist [ sogar strikt konvex sowie Py(p = p) < 1, so gilt in der
Jensenschen Ungleichung sogar die strikte Ungleichung und p ist besser als p.

3.19 Satz. Es sei (X,.7,(Py)gco) ein statistisches Modell und T eine suffizien-
te Statistik. Dann gibt es zu jedem randomisierten Test ¢ einen randomisierten
Test @, der nur von T abhdngt und dieselben Fehlerwahrscheinlichkeiten erster
und zweiter Art besitzt, namlich = Eq[@ | T].

Beweis. Dies folgt jeweils aus Ey[@] = Ey|p]. O

3.20 Beispiel. Es sei X, ..., X, eine U([0,V])-verteilte mathematische Stich-
probe mit ¢ > 0 unbekannt. Dann ist X ein erwartungstreuer Schétzer des
Erwartungswerts g, so dass ¥ = 2X ein plausibler Schétzer von ¢ ist mit

quadratischem Risiko R(0,9) = 4 Varyg(X) = %. Nun ist jedoch (beziiglich
Lebesguemaf auf (R*)") die Likelihoodfunktion

n
H 19 1[019 x;) ) 9 1[0,9]( max xz)
=1
Demnach ist X (n) = MaXj=1 . n X; eine suffiziente Statistik, und wir bilden
0 = Ea[0| X ZE [Xi | Xn)
Aus Symmetriegriinden reicht es, Eo[X1 | X(;,)] zu bestimmen. Als bedingte Ver-

teilung von X; gegeben {X(,) = m} vermuten wir L5 + =LU([0, m]) wegen

(xA(m+h)(m+h)"1 - (@Am)m*!
(m+ h)™ —mn

1({m < a}) 4 L LTAm

Py(X1 < x| Xy € [m,m+ h]) =

h—0
—

S|

m
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In der Tat gilt fir « € [0, 9]

/Oﬁ(lgm + n; 1U([0,m]))([0,x]) IP’?“ (dm)

n

9

1 n—1lxAm ne1 a—n

:/ (ﬁl[oﬂ(m)vL . )nm L9~ dm
0

(o M)

Es folgt E[ X1 |~X(n)] = %X(n) + o= X;") = %X(n). Wir erhalten 9 = ”T‘HX(H).

Natiirlich ist ¥ auch qrwartur;gstreu und als quadratisches Risiko ergibt eine
kurze Rechnung R(¥,1) = n;gm. Wir sehen, dass 9 bedeutend besser als 4 ist,

fiir n — oo erhalten wir die Ordnung O(n~2) anstelle O(n~1). Es bleibt, die
Frage zu kldren, ob auch ¢ noch weiter verbessert werden kann (s.u.).

3.4 Vollstiandigkeit

3.21 Definition. Eine (5,.7)-wertige Statistik 7" auf (X,.#, (Py)yeco) heiit
vollsténdig, falls fiir alle messbaren Funktionen f : S — R gilt

Ve ©: Ey[f(T)|=0=V9e€O: f(T)=0 Py-fs.

3.22 Bemerkung. Wie oben erwihnt, heifit eine Statistik V' ancillary, wenn
ihre Verteilung nicht von ¢ abhingt. Sie heifit ancillary erster Ordnung, falls
Ey[V] unabhéngig von 9 ist. Falls jede Statistik der Form V = f(T), die ancil-
lary erster Ordnung ist, Py-f.s. konstant ist, so ist keine redundante Information
mehr in T enthalten, und T ist vollstéindig (verwende f(T) = f(T) —Eq[f(T)]).

3.23 Satz (Lehmann-Scheffé). Es seien (X,.7, (Py)yco) ein statistisches Mo-
dell und v(9) € R, ¥ € ©, der jeweils interessierende Parameter. Es existie-
re ein erwartungstreuer Schitzer 4 von v(9) mit endlicher Varianz. Ist T ei-
ne suffiziente und vollstindige Statistik, so ist ¥ = B[y |T] ein Schitzer von
gleichmdfsig kleinster Varianz in der Klasse aller erwartungstreuen Schditzer
(UMVU: uniformly minimum variance unbiased).

Beweis. Zunichst ist klar, dass ¥ wiederum erwartungstreu ist. Auflerdem ist ¥
der f.s. einzige erwartungstreue Schéitzer, der o(7T)-messbar ist, weil jeder andere
solche Schétzer 7 wegen Vollstandigkeit E[y — ] = 0 = 4 = 4 Py-f.s. erfillt.
Nach dem Satz von Rao-Blackwell besitzt ¥ damit kleineres quadratisches Risiko
als jeder andere erwartungstreue Schétzer. Nach der Bias-Varianz-Zerlegung ist
das quadratische Risiko bei erwartungstreuen Schitzern gleich der Varianz. [

3.24 Bemerkung. Beachte, dass die Aussage des Satzes von Lehmann-Scheffé
sogar fiir das Risiko bei beliebigen im zweiten Argument konvexen Verlustfunk-
tionen gilt, wie sofort aus dem Satz von Rao-Blackwell folgt.
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3.25 Satz. Es sei (X,.7,(Py)yeco) eine k-parametrische Exponentialfamilie in
T mit natirlichem Parameter 9 € © C R*. Besitzt © ein nichtleeres Inneres,
so ist T suffizient und vollstindig.

Beweis. Es bleibt, die Vollstandigkeit zu beweisen. Ohne Einschrinkung sei
[~a,a]® C © fiir ein @ > 0 (sonst verschiebe entsprechend) sowie h(z) = 1
(sonst betrachte fi(dx) = h(x)u(dz)). Es gelte Ey[f(T)] = 0 fiir alle ¢ € © und
ein f:RF = R. Mit f+ = max(f,0), f~ = max(—f,0) sowie mit dem Bildmaf
u” des dominierenden MafBes ;o unter 1" folgt

Vi€ o s [ el )t OuT ) = [ es((0.0)5 (Wn" (@)

Insbesondere gilt [ f*(t)u” ff T(dt) = M, und PT(dt) :=
M=)t (dt), P~ (dt) := M 1f (t)p (dt) deﬁmeren Wahrscheinlichkeits-
mafle auf (Rk,‘BRk). Die obige Identitdt bedeutet gerade, dass die Laplace-
Transformierten x=(9) 1= [pr exp((9,t)) P=(dt) fiir ¥ € [—a,a] iibereinstim-
men. T und = sind dariiberhinaus auf dem k-dimensionalen komplexen
Streifen {¥ € C* ||Re(¥;)| < a} wohldefiniert und analytisch. Der Eindeu-
tigkeitssatz fiir analytische Funktionen impliziert daher x*(iu) = x~ (iu) fiir
alle u € R*. Also besitzen P und P~ dieselben charakteristischen Funktionen,
so dass PT = P~ folgt (Eindeutigkeitssatz fiir char. Funktionen). Dies liefert
[T = f pT-fii. und somit f(T) = 0 Py-f.s. fiir alle ¥ € ©. O

3.26 Beispiele.

(a) Das lineare Modell ¥ = Xpj + oc mit Gaufischen Fehlern ¢ ~
N(0, E,,) bildet eine (p+1)-parametrische Exponentialfamilie in n(53,0) =
o7 %(8,-1/2)T € RP xR~ und T(Y) = (XY, |V]?)T € R? xR*. Der
natiirliche Parameterbereich 2 = RP x R™ besitzt nichtleeres Inneres in
RPHL so dass T suffizient und vollstéindig ist. Durch bijektive Transforma-
tion ergibt sich, dass dies auch fiir (X T X)7'X Y, |Y|?) = (5, [ILxY|? +
(n — p)62) mit dem Kleinste-Quadrate-Schiitzer 3 und 62 = %

gilt. Wegen IIxY = X 3 ist also a fortiori auch (3,62) suffizient und

vollstdndig. Damit besitzen beide Schétzer jeweils minimale Varianz in

der Klasse aller (!) erwartungstreuen Schitzer (von 3 bzw. ?).

Beachte: hierfiir ist die Normalverteilungsannahme essentiell.

(b) Es sei Xy,...,X, ~ U([0,9]) eine mathematische Stichprobe mit 9 > 0
unbekannt. Aus der Form L(z,9) = 07"1¢, <y fir € (RT)™ der Li-
kelihoodfunktion folgt, dass das Maximum X, der Beobachtungen suf-
fizient ist (s.o.). Gilt fiir alle ¥ > 0

Eg[f(X(n))] / ftynyt" " tdt =0,
so muss f = 0 Lebesgue-fast iiberall gelten, woraus die Vollsténdigkeit

von X, folgt. Andererseits gilt Ey[X(,)] = 50. Also ist 9 = "+1X(n)
erwartungstreuer Schitzer von ¥ mit gleichméfig kleinster Varianz.
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3.5 Cramér-Rao-Schranke

3.27 Lemma (Chapman-Robbins-Ungleichung). Es seien (X, %, (Py)yco) ein
statistisches Modell, § ein erwartungstreuer Schitzer von g(¢) € R und ¥y € ©.
Dann gilt fir jedes ¥ € © mit Py # Py, Py < Py,, f52- € L*(Py,)

0

. 2 o (9(9) — g(¥))*
Eﬁo[(g 9(190)) ] > Val‘go(%) :

dPg
dPy,

g(¥) — g(Po) = Ey[g — g(J0)] — Eg,[g — g(J0)]
= Ea, [ 900) (552 1))

)"

Beweis. Dies folgt wegen Ey, [

] =1 aus

< Eg,[(§ — 9(00))2] "/ By, [(

wobei zuletzt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung angewendet wurde. O

3.28 Beispiel. Wir beobachten X ~ Exp(¢) mit ¢ > 0 unbekannt. Dann ist
die Likelihoodfunktion gegeben durch fﬁ;’ (z) = (9/9g)e"("=%0)% 2 > 0. Diese
0

ist in L?(Py,) nur im Fall ¥ > /2 und besitzt dann die Varianz Varlgo(c‘lig;z ) =
(9—30)?

Fo(29—00)°

Im Fall erwartungstreuer Schitzer g fiir g(9) = ¢ ergibt die Chapman-
Robbins-Gleichung Ey, [(§ — g(90))?] > SUPys.y, /2 Yo (20 — o) = oo. Sofern wir
also beliebig grofle Werte 1 zulassen, existiert kein erwartungstreuer Schéitzer
von ¢ mit endlicher Varianz.

Im Fall g(v) = 9~! hingegen liefert die Chapman-Robbins-Ungleichung
Eg,[(§ — 9(0))?] = SUPy>,/2 % =9;% , und die Identitit § = X erreicht
auch diese Schranke.

3.29 Definition. Es sei (X,.Z, (Py)yeco) mit © C R¥ ein von p dominiertes
Modell mit Likelihoodfunktion L. Das Modell heifit Hellinger-differenzierbar bei
Yo € int(O), wenn es einen Zufallsvektor £(dg) € R¥ gibt mit

i VIO, 2) — /Lo, z) — 1€, z),9 — 90)/L (Y0, x)
P ( ¥ — o

>2du(1:) =0.

Die Fisher-Informationsmatrix bei ¢y € int(0©) ist gegeben durch

I(99) = Eag,[£(90)¢(0) "]

Mit £(9, x) := log(L(¥,x)) (log0 := —oo) wird die Loglikelihood-Funktion be-

zeichnet. Man nennt ¢ — £(9) auch Score-Funktion.

3.30 Bemerkungen.
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(a) Sofern alle folgenden Ausdriicke klassisch differenzierbar sind, gilt

Vo/L(0) = ZjL LVIO)Vslog(L(9)) = $/I0)i)

Insbesondere ist die Score-Funktion ¢ die Ableitung der Loglikelihood-
Funktion /.

(b) Die Differenzierbarkeit im quadratischen L?(u)-Mittel ist sehr viel all-
gemeiner und recht natiirlich. Wegen /L() € L?(u), was sofort aus
JL(W)du =1 < oo folgt, kann man 9 — +/L(J) als L?(pu)-wertige Ab-
bildung auffassen, so dass die Verteilungen (Py) im geometrischen Sinne
eine Untermannigfaltigkeit des Hilbertraums L?(x) bilden. Insbesonde-
re gilt notwendigerweise (¢(dg, ), 9 — ¥o)\/L(Y0,z) € L?(1) und damit
((P0,x) € L*(Pyg,, R*), und I(0) ist stets wohldefiniert.

(c) Nach Definition ist die Fisher-Informationsmatrix symmetrisch. Wegen
(I(9o)v,v) = By, [(£(0),v)?] > 0 fiir beliehige v € RF ist die Fisher-
Informationsmatrix auch stets positiv-semidefinit.

(d) Die Score-Funktion und die Fisher-Information sind unabhéngig vom do-
minierenden Maf}; denn mit einem privilegierten dominierenden Maf3 Q

gilt L(¥) = %%, so dass in der Definition von ¢ der Faktor % aus

dem Integranden ausgeklammert werden kann und somit ¢ ebenso die
Definition beziiglich dem dominierenden Maf3 Q erfiillt.

Py, sowie die L*(Py,)-Differenzierbarkeit der Likelihoodfunktion Ly, (9, x) :
jﬁf (z) bei Vo, d.h. mit dem Gradienten (einem Zufallsvektor in R¥) Ly (9o
0

gilt

3.31 Lemma. Fiir alle 9 € © C R¥ in einer Umgebung von 9y € © gelte Py <
)

=0.

[(Lﬁo (¥) — Ly, (79?9)_—1;5190 (o), ¥ — 190>>2}

Dann ist (Pg) Hellinger-differenzierbar bei 99 mit £(9) = Lg, (J0).

Beweis. Aus obiger Bemerkung folgt, dass es geniigt, Py, als dominieren-
des Mafl zu betrachten. Wir erhalten mit Ly, (9¥9) = 1 und der Minkowski-
Ungleichung in L?(Py, ):

H\/Lﬂo (L, (o), 9 — Vo)

L2(Py,)
L190 (19) —1- <L790 (190)7 U — 190> ; 1 1
< [y 0). 9 = ) (e 2
B e e e »rm

| — o
2

\/ Lﬁo ‘
V L19 + 1 L2(P

Nach Vorausetzung besitzt der erste Summand die Ordnung o(|¢ — ¥). Au-
Berdem gilt insbesondere Ly, (¥) — 1 in L%(Py,) und damit auch in Py,-

Wahrscheinlichkeit. Weil nun G(z) = y‘ﬁ fir x > 0 im Betrag durch 1

< HLﬁo(ﬁ)—l—<L190(190)’29_190>‘ n

) [1Lay (0)1*
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beschréinkt ist und lim, ,; G(x) = 0 gilt, folgt mit dominierter Konvergenz
(unter stochastischer Konvergenz), dass die zweite L?(Py,)-Norm gegen Null
konvergiert. Damit ist der gesamte Ausdruck von der Ordnung o(|9 — ¥g|). O

3.32 Beispiel. Es sei Xi,..., X, eine mathematische Stichprobe gemifl der
Lebesguedichte fy(z) = %e“x_ﬁ‘/‘ﬁ x € R, 0 > 0 bekannt und ¢ € R unbe-
kannt. Fiir beliebige 99,9 € R gilt
n
Loy (#) = exp (= - (1X; = 9] = |X: = o)) /o)
i=1
und Ly, ist L?(Py,)-differenzierbar (Nachweis!) mit
n
Ly (90) = £(do) =Y _(1(X; — g > 0) — 1(X; — g < 0))/0.
i=1

Die Fisher-Information ist
n
I(90) = Varg,(1(X; — 9o > 0) = 1(X; — ¥ < 0))o > = no .
i=1

Beachte, dass der seltene Fall vorliegt, dass die Fisher-Information nicht vom
unbekannten Parameter abhéngt.

3.33 Satz (Cramér-Rao-Schranke). Es seien (X,.Z,(Pg)gee) mit © C RF
ein statistisches Modell, g : © — R differenzierbar bei 99 € int(0) und ¢
ein erwartungstreuer Schitzer von g(¢). Fir alle 9 in einer Umgebung von
Jo gelte Py < Py, sowie die Lz(quo)—Diﬁerenzierbarkeit der Likelihoodfunk-
tion Ly, (0) = jng bei V. Falls die Fisher-Informationsmatriz I(Yg) strikt
positiv-definit ist, giolt die Cramér-Rao-Ungleichung als untere Schranke fiir das
quadratische Risiko

Eg,[(§ — 9(90))?] = Varg,(9) = (I(90) " §(90), §(V0))-

Beweis. Zunéchst beachte die Hellinger-Differenzierbarkeit des Modells by v
und betrachte ¥, = 9y + he mit h | 0 und e € R* einem beliebigen Ein-
heitsvektor (Richtung). Dann folgt aus der Chapman-Robbins-Ungleichung,
Ly (Do) = 1 =Ky [Ly, (9)] und £(do) = Ly, (o)
X : ((9(9n) — 9(v0))/D)* ((9(D0), €))?
Ey — g(9))?| > limsup = .
o [0 00" ] 2t g G Lo GNP~ (o))
Nehmen wir nun das Supremum der rechten Seite iiber alle e € R¥, so folgt die
Behauptung. O

3.34 Bemerkung. Ist g kein erwartungstreuer Schitzer von g(##), so doch von
v(9) := Ey[g] (so existent). Mit der Bias-Varianz-Zerlegung liefert die Cramér-
Rao-Ungleichung fiir diesen Fall

Eo,[(9 — 9(90))%] = (9(90) = 7(90))* + (1(¥0)~"4(Do), ¥(¥o))-

Beachte dazu auch, dass erwartungstreue Schétzer von g¢(J) nicht existieren
miissen bzw. oftmals keine weiteren erstrebenswerten Eigenschaften besitzen.
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3.35 Lemma. Bildet (Py) eine Exponentialfamilie in T mit natirlichem Para-
meterbereich ©, so ist (Py) im Innern von © L2- und Hellinger-differenzierbar
mit Fisher-Information I(0) = A(9) (Notation aus Satz 3.10).

Sofern 1(Vg) strikt positiv-definit ist, erreicht T;, i = 1,...,k, als erwar-
tungstreuer Schditzer von g;(¥) = Ey[T;] die Cramér-Rao-Schranke (ist Cramer-
Rao-effizient) bei 9g € int(O).

Beweis. Nach Satz 3.10 gilt g(9) = Ey[T] = A(9) und Covy(T) = A(Y) (Kova-
rianzmatrix). Andererseits ist die Loglikelihoodfunktion £y, (9) = (¥ — o)1 —
(A(9) — A(V)), so dass die Scorefunktion fy,(9) = T — A(¢¥) im klassischen

Sinn existiert und
1(9) = Ey[(i(9))(I(9)) "] = Vary(T) = A(9)

gelten sollte. Da Ly, (9) = exp((¥ — Yo, T) — A(¥) + A(V)) klassisch differen-
zierbar ist, folgt die L?(Py,)-Differenzierbarkeit bei 9y sofern Integration und
Grenzwert vertauscht werden diirfen, was wie in Satz 3.10 nachgewiesen wird
und die Korrektheit der obigen Rechnungen bestétigt.

Wegen §;(90) = (Aij(90)); =: Aje(tp) ist die Cramér-Rao-Schranke gerade

(A(00) " Ase(D0), Aie(D0)) = (ei, Ase(P0)) = Aii(D0),
was gleich der Varianz von T; unter Py, ist. O

3.36 Beispiel. Es sei X1,..., X, eine N(u,o?)-verteilte mathematische Stich-
probe mit 4 € R unbekannt und o > 0 bekannt. Zur erwartungstreuen
Schitzung von pu betrachte fi = X. Dann gilt Var,(i) = o2/n sowie fiir

die Fisher-Information I(y) = n/o? (beachte A(u) = %‘j, Alp) = njo?).
Also ist fi effizient im Sinne der Cramér-Rao-Ungleichung. Um nun p? zu
schitzen, betrachte den erwartungstreuen (!) Schétzer ,L/ﬁ = (X)? - 0?%/n. Es
gilt Varu(//ﬁ) = 4”721%'2 + 27%4, wihrend die Cramér-Rao-Ungleichung die untere
Schranke # liefert. Damit ist //ﬁ nicht Cramér-Rao-effizient. Allerdings ist
X eine suffiziente /u\nd vollstdndige Statistik, so dass der Satz von Lehmann-
Scheffé zeigt, dass 2 minimale Varianz unter allen erwartungstreuen Schéitzern

besitzt. Demnach ist die Cramér-Rao-Schranke hier nicht scharf.

3.37 Bemerkung. In der Tat wird die Cramér-Rao-Schranke nur erreicht,
wenn (Py) eine Exponentialfamilie in 7" bildet und g(9) = Ey[T] oder eine
lineare Funktion davon zu schitzen ist. Wegen der Vollstéindigkeit der Statistik
T konnte man in diesen Féllen alternativ auch mit dem Satz von Lehmann-
Scheffé argumentieren. Spéater werden wir sehen, dass in allgemeineren Modellen
immerhin asymptotisch die Cramér-Rao-Schranke erreichbar ist.

3.38 Lemma. Fs sei (X,.7,(Py)yco) mit © C R¥ ein bei 9y € © Hellinger-
differenzierbares statistisches Modell. Dann ist die Likelihood-Funktion L' (p)-
differenzierbar mit Ableitung £(9)L(V), und es gilt Eg,[¢(Yo)] = 0.
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Beweis. Betrachte das Kriterium fiir L'(u)-Differenzierbarkeit mit L(d) =

0(99)L(Y9):

| £ = Lwo) = (é(90), 9 = 90) L90)|

L(p)

<||(VE@) ~ VEWo) ~ 11i0), 9 — 90)V/E@0) ) (VIWD) + VIW0) )|
+ %H (E(00),9 — 90} (VI(9) — VL(00)) ‘

Lt ()

L(p)

Im ersten Ausdruck konvergiert der erste Faktor nach Voraussetzung in L?(u)
mit der Ordnung o(¥ — ¥g) gegen Null und der zweite Faktor in L?(u) gegen
24/ L(¥g). Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt also, dass dieser Ausdruck
von der Ordnung o(9 — ) ist. Im zweiten Ausdruck besitzt der erste Faktor
eine L?(u)-Norm der Ordnung O(¢ — ¥), withrend der zweite Faktor in L?(u)
gegen Null konvergiert. Damit ist der gesamte Term von der Ordnung o(9 — d)
und L somit L'(u)-differenzierbar bei 9.

Aus L'-Konvergenz folgt Konvergenz der entsprechenden Integrale. Wegen
J(L(Y,z) — L(¥o,z))du(z) = 1 —1 = 0 schlieBen wir durch Einsetzen von

¥ = Yo + he; (h — 0, e; i-ter Einheitsvektor) 0 = [(£(dy), ;) L(0o) du(z) =

Ey, [¢i(¥0)] fiir allei =1, ..., k. O
3.39 Lemma. FEs seien Xi,...,X, Beobachtungen aus unabhdingigen
Hellinger-differenzierbaren Modellen €1, ..., &, mit derselben Parametermenge

© C R*. Bezeichnet I; die entsprechende Fisher-Information, erzeugt von der
Beobachtung X, so ist das Produktmodell, erzeugt von Xi,...,X,, Hellinger-
differenzierbar mit Fisher-Information

V9 eO: I(W) = f:fjw).
j=1

Beweis. Nach Annahme sind die entsprechenden Likelihoodfunktionen
Ly,...,L, Dbeziglich der dominierenden Mafle py,...,u, Hellinger-
differenzierbar mit Score-Funktionen #1,...,#¢,. Also ist auch die gemeinsame
Likelihoodfunktion L(d,z) = [[_; L;(¥,z;) beziiglich p = 1 ® -+ @ pp
Hellinger-differenzierbar mit Score-Funktion /(J,z) = > ", (9, x;), wie fiir
n = 2 mit dem Satz von Fubini folgt:

H\/Ll(ﬂ)LZ(ﬁ) — /L1 (90)La(9) — %(él(ﬁ) + ég(ﬂ),ﬁ — o) L1(190)L2(290)‘ L2
< VL1 W0) | z2gun) | V2 (9) = v/ Ia(9) — %@2(19)’19 =90 VLa(d0) L2(42)
IV 13 [VEATD) = V0] = (40,9 = 00V,

+ IV L2(9) = /La(90)|l £2 i) 1V L1 () = /L1 (90) || 1211
= o([9 — Jol) + o(|9 — do|) + O(|9 — Do[*).

Fiir allgemeine n > 2 verwende vollstdndige Induktion.
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Wegen Unabhéngigkeit der X1,..., X, sowie Ey[¢;(, X;)] = 0 gilt daher

By (60, (X1, X0, (X, ., Xa)T |

=Ey Kzn:éj(ﬁvXj)) (Zn:éjw’Xj)T)}

j=1
= 3 By |60, X)bn (9, Xn) 7| = 3By [0, X,)65(9,X,)7 .
Jm=1 j=1

4 Allgemeine Schitztheorie

4.1 Momentenschitzer

4.1 Definition. Es seien (X", Z®" (P§")gco) ein statistisches
(Produkt-)Modell mit X € R, # C Br und ¢g(¢¥¥) mit ¢ : © — RP ein
abgeleiteter Parameter. Ferner sei ¢ = (¢1,...,1,) : X — R? derart, dass

o(9) = Balu] = ([ 44(a) Polao))

Jj=1,...q

existiert. Gibt es nun eine Borel-messbare Funktion G : ¢(©) — ¢(©) mit
Goyp = g und liegt 137  (z;) in ¢(©) fiir alle 21,...,2, € X, so heifit
G(L 3" b(x;)) (verallgemeinerter) Momentenschitzer fiir g(1) mit Momen-
tenfunktionen 1, ..., ,.

4.2 Beispiele.

(a) Es sei Xi,...,X, ~ Exp(\) eine mathematische Stichprobe mit A > 0
unbekannt. Betrachte die klassische Momentenfunktion 1 (z) = z* fiir ein
kEeN.

Mit g(A\) = A und p(\) = Ey[XF] = A7FK! ergibt sich G(z) = (k!/x)V/*
und als Momentenschétzer fiir A

5 k! 1/k
o= (5 w)

(b) Betrachte einen autoregressiven Prozess der Ordnung 1 (AR(1)-Prozess):

Xn=aXp1+en, n=1,

mit (g,) i.i.d., E[e,] = 0, Var(e,) = 02 < oo und Xy = 79 € R. Um
a zu schitzen, betrachte folgende Identitét fiir das bedingte gemeinsame
Moment:

E[Xn 1Xn|€1,. en1] =aX>_;.
Dies fithrt auf eine modifizierte Momentenmethode als Schétzidee
(Yule-Walker-Schitzer):

1 n n
P 7 kel X1 Xy - > ket Xk—1Ek
T 1 n 2 - n 2 .
n Zk:l Xk—l Zk:l Xk—l
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Im Fall |a| < 1 kann man mit Hilfe des Ergodensatzes auf die Konsi-
stenz von a, fiir n — oo schliefen. Allgemeiner zeigt man leicht, dass
M, = % ,_, Xx_1€ ein Martingal beziiglich .%,, = o(e1,...,ep) ist
mit quadratischer Variation (M), := > p_; X2 |. Das starke Gesetz der
groBen Zahlen fiir L?-Martingale liefert daher die Konsistenz

oy, ¢

anp, = a +

4.3 Lemma. Ezistiert fiir hinreichend grofies n der Momentenschdtzer g, =
G(E Y1 b(x:)) und ist G stetig, so ist g, (stark) konsistent, d.h. limy, o Gn =
g(9) PGN-fs.

Beweis. Nach dem starken Gesetz der grofien Zahlen gilt wegen der Stetigkeit
von G IP’? N_fast sicher:

i 0($000) =0 137 0050) = e = a0

4.4 Satz (A-Methode). Es seien (X,,) eine Folge von Zufallsvektoren im RF,
on >0, 0 = 0, 99 € RF sowie = € R¥¥F positiv semi-definit und es gelte

o (X, — Vo) S N(0, ).
Ist f :R¥ = R in einer Umgebung von 9y stetig differenzierbar, so folgt

_ d . .
n (F(Xa) = f(90)) = N(0,(Zf(0). f (%)),
wobei N(0,0) gegebenenfalls als Punktmajf$ 6y in der Null zu verstehen ist.

g

Beweis. Nach dem Lemma von Slutsky (Vgl Stochastik IT) gilt X,, — ¥g =

On X” % % 0 und somit (Stochastik I) X, £ 9y fiir n — oco. Eine Taylorent-
w1ck1ung ergibt

F(Xn) = f(90) + {f(¥0), Xn — Do) + Rn

mit R, /| X, — Y| — 0 fir X,, — ¢ beziiglich fast sicherer und damit auch
stochastischer Konvergenz. Wiederum mittels Slutsky-Lemma folgt
Rn |Xn - 290| Rn d

— = — 0
On on | Xn — o]

und also auch beziiglich stochastischer Konvergenz. Eine dritte Anwendung des
Slutsky-Lemmas gibt daher

0 (F(Xn) = F(W0)) = (f(90), 0 (X = 00)) + 07 Ry 5 N(0, f(90) " 2f (90));

denn es gilt (f(9o), 05 (X — 90)) = (f(00), BY2Z) ~ N(0,(Sf (W), f(¥0)))
mit Z ~ N(0, Ey). 0
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4.5 Beispiel. Aus einer mathematischen Stichprobe Xi,..., X, ~ Poiss(})

bestimmt man den UMVU-Schitzer )\, = %Z?:l X;. Nach dem zentra-

len Grenzwertsatz gilt /n(\, — A) 4 N(0,\) unter P?N. Um asympto-

tisch ein Konfidenzintervall herzuleiten, stort es, dass die asymptotische Va-
rianz vom Parameter selbst abhingt. Betrachtet man nun f(z) = 2z'/2 mit
f(z) = 27Y2 in der A-Methode, so folgt \/71(25\71/2 —2\1/2) 4 N(0,1), so
dass [25\}/2 — n_l/qu_a/2,25\}/2 + n_1/2q1_a/2] mit den (1 — «/2)-Quantilen
von N(0,1) ein asymptotisches (1 — a)-Konfidenzintervall fiir 2X'/2 bildet.
Riicktransformation ergibt dann fiir A selbst das asymptotische (1 — «)-
Konfidenzintervall [(S\%L/Q—(Zln)_l/qu a/2)3 s (At Y2y +(4 )_1/2q1_a/2)2]. Die Idee,
mittels A-Transformation eine asymptotische Varianz unabhéngig vom unbe-
kannten zu erhalten, ist in vielen Situationen sehr fruchtbar und nennt sich
Varianz-stabilisierende Transformation.

Alternativ kann man die asymptotische Varianz durch A konsistent

schétzen und mittels Slutsky-Lemma auf (n/ A )1/ 2(An—2N) 4N (0, 1) schlieflen.
Daraus ergibt sich [)\ — (A /n) 2, _ a/g,)\n + (An/n)Y2q_ /2] als asymptoti-
sches (1 — a)-Konfidenzintervall.

4.6 Satz. Es seien 99 € O, g : © — R und fiir hinreichend groffes n existiere
der Momentenschitzer g, = G(% Y1, (x;)) mit Momentenfunktionen 1; €
L*(Py,), j = 1,...,q. Betrachte Covy, (1)) := (Covy, (i, ;)i j=1,..q- Sofern
G in einer Umgebung von ¢(¥g) stetig differenzierbar ist, ist g, unter ]P’%’ON

asymptotisch normalverteilt mit Rate n1/2
und Varianz (Covy, (¥)G(p(Y0)), G(p(Y0))):

, asymptotischem Mittelwert Null

Vi(Gn — 9(90)) % N(0, (Cov, ()G (90)), Gle(00)))) (unter PEY).

4.7 Bemerkung. Die Begrift asymptotischer Mittelwert und asymptoti-
sche Varianz sind leicht irrefithrend: es gilt nicht notwendigerweise, dass
die Momente von +/n(g, — g(9%y)) gegen die entsprechenden Momente von
N(0, (Vary, (¥)G(¢(¥0)), G(¢(9)))) konvergieren (dafiir wird gleichgradige In-
tegrierbarkeit benotigt).

Beweis. Nach dem multivariaten zentralen Grenzwertsatz gilt unter IP?ON

Vi (= 37 0(X5) — plo) ) 4 N(0, Cova, (¥))
=1

Die Behauptung folgt daher unmittelbar mit der A-Methode. O

4.8 Beispiel. Im Exponentialverteilungsmodell aus Beispiel 4.2 gilt G'(z) =
—(k!/2)YE(kx)~! und (o) = Vary, (XF) = ((2k)! — (k1)?)/A\3F. Alle Momen-
tenschétzer 5\;”Z sind asymptotisch normalverteilt mit Rate n~/? und Varianz
o = Nk—2((2k)!/(k!)2—1). Da A1y die gleichmiBig kleinste asymptotische Va-
rianz besitzt und auf der suffizienten Statistik X basiert, wird dieser Schitzer
im Allgemeinen vorgezogen.
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4.9 Bemerkung. Die Momentenmethode kann unter folgendem allgemeinen
Gesichtspunkt verstanden werden: Ist Xi,..., X, eine mathematische Stich-
probe mit Werten in R, so ist die empirische Verteilungsfunktion F,(x) :=
LS 1 1(X; < z) eine suffiziente Statistik und nach dem Satz von Glivenko-
Cantelli gilt Py-f.s. Fy,(z) — Fy(x) = Py(X; < x) gleichméBig in z € R. Ist nun
g(9¥) als Funktional G(Fy(x),x € R) darstellbar, so verwende die empirische
Version G(Fy,(z), z € R) als Schitzer von g(1}). Falls das Funktional G stetig
beziiglich der Supremumsnorm ist, so folgt die Konsistenz.

Der Satz von Donsker fiir empirische Prozesse zeigt /n(F, — Fy) 4 Ty
gleichméflig auf R mit einem zentrierten Gauflprozess I'y von der Kovarianz-
struktur Cov(I'y(z),Ty(y)) = Fy(x A y) — Fy(x)Fy(y). Ist G ein Hadamard-

differenzierbares Funktional, so folgt /n(G(Fy,(z), x € R) — g(¥)) 4 G(Fy)Ty
unter Py, also insbesondere asymptotische Normalverteilung mit Rate n~1/2
und explizit bestimmbarer asymptotischer Varianz, siehe z.B. das Buch von
van der Vaart fiir mehr Details.

Als einfaches (lineares) Beispiel sei g(19) Ey [1/1(X )] zu schiitzen und X; > 0
Py-f.s. Dann folgt informell G(Fy) = [ () dFy(z) = [° ¢ (x)(1—Fy(x)) da.
Aus der Linearitiit erhalten wir G(Fy)T'y = fo Y (x ( Fy(x)) dx. Dies ist nor-
malverteilt mit Erwartungswert Null und Varianz

/ / (@) () (Fol A y) — Fo() Fo(y)) dee dy
- / / (@) (4) ey (Fo(z A y) — Fol)Fa(y)) da dy

- [ v@an@ - ([ v@an)"

was natiirlich gerade der Varianz von G(F,) = ﬁ o, ¥(X;) entspricht.

4.2 Maximum-Likelihood- und Minimum-Kontrast-Schitzer

4.10 Beispiele.

(a) Auf dem diskreten Stichprobenraum X seien Verteilungen (Py)gco gege-
ben. Bezeichnet py die zugehorige Zahldichte und ist die Verlustfunktion
[(9, p) homogen in ¥ € O, so ist es fiir die Schitzung von ¥ plausibel,
bei Vorliegen des Versuchsausgangs x fiir einen Schétzer 19(35) denjenigen
Parameter ¥ € © zu wéhlen, fiir den die Wahrscheinlichkeit py(x) des
Eintretens von z maximal ist: (z) := argmaxycg pg(x). Dieser Schiitzer
heifit Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE). Bereits im vorliegenden Fall
ist weder Existenz noch Eindeutigkeit ohne Weiteres garantiert. Bei Nicht-
Eindeutigkeit wihlt man einen maximierenden Parameter ¥ nach Belieben
aus. Im Fall einer mathematischen Stichprobe X1, ..., X, ~ Poiss(\) mit
A > 0 unbekannt, ergibt sich beispielsweise

. G _
A\ = argmaxy. H (e” X-') =X
i=1 v
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imFall X >0.Ist X =0,d.h. X; =--- = X,, =0, so wird das Supremum
nur asymptotisch fiir A — 0 erreicht. Hier kénnte man sich behelfen, indem
man Poiss(0) als Punktmaf$ in der Null stetig ergénzt.

(b) Besitzen die Verteilungen Py Lebesguedichten fy, so fithrt der Maximum-
Likelihood-Ansatz analog auf d(z) = argmaxyce fo(z). Betrachte die
Stichprobe Y der Form Y = eX mit X ~ N(u,1) mit 4 € R unbekannt.
Dann ist Y log-normalverteilt, und es gilt

e—(log(Y)—p)?/2
neR \V21Y

Man sieht, dass der MLE invariant unter Parametertransformation ist:
bei Beobachtung von X ~ N(u,1) erhilt man den MLE i(X) = X und
Einsetzen von X = log(Y") fithrt auf dasselbe Ergebnis. Interessanterweise
fihrt die Momentenmethode unter Benutzung von E,[Y] = et t1/2 auf
den Schétzer f(Y) = log(Y) — 1/2, wéhrend E,[X] = p auf o(X) = X
fithrt; Momentenschéitzer beruhend auf demselben Moment sind also im
Allgemeinen nicht transformationsinvariant.

a(Y) = argmax = log(Y).

4.11 Definition. Es sei (X, 7, (Py)yeo) ein von p dominiertes Modell mit Li-
kelihoodfunktion L(¥),z). Eine Statistik ¥ : X — © (O trage eine o-Algebra

Fo) heifit Maximum-Likelihood-Schétzer (MLE) von ¢, falls L(d(x),z) =
Supgee L(V, z) fiir p-fast alle z € X gilt.

4.12 Bemerkung. Der MLE braucht weder zu existieren noch eindeutig zu
sein, falls er existiert. Er héngt von der gewéhlten Version der Radon-Nikodym-
Dichte ab; es gibt jedoch h&ufig eine kanonische Wahl, wie beispielsweise bei
stetigen Lebesguedichten. Auflerdem ist eine Abdnderung auf einer Nullmenge
beziiglich aller Py irrelevant, weil der Schitzer vor Realisierung des Experiments
festgelegt wird und diese Realisierung damit fast sicher zum selben Schétzwert
fiihren wird.

4.13 Lemma. Fir eine natiirliche Ezponentialfamilie (Py)yee in T(x) ist der
MLE 9 implizit gegeben durch die Momentengleichung Ey[T| = T(x), voraus-
gesetzt der MLE existiert und liegt im Innern int(©) von ©.

4.14 Bemerkung. Bei einer eineindeutigen Parametrisierung ¢ +— k(%) ist
dann natiirlich h := h(¥) der MLE fiir h(¥).

Beweis. Schreiben wir die Loglikelihoodfunktion in der Form #(9,z) =
log(h(z)) + (U, T(z)) — A(9), so folgt (vgl. Satz 3.10) wegen der Differenzier-
barkeit im Innern £(J) = T'(z) — A(¥) = 0 und somit E4[T] = T'(x). O

4.15 Beispiele.
(a) Es sei X1,...,Xn ~ N(p,0%) eine mathematische Stichprobe. Dann
ist der MLE fiir ¥ = (u/0?,1/(202))" gegeben durch Ej[(X,X?2)] =
(X, X7, also o = X, i2+02 = ){2. Durch Reparametrisierung
(1, 42 + 02) = (1, 0?) erhalten wir 62 = X2 — (X)2 = 15" (X, — X)2

n
Beachte, dass der MLE 62 nicht erwartungstreu ist.
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(b) Bei Beobachtung einer Markovkette (Xo, X1, ..., X)) auf dem Zustands-
raum S = {1,..., M} mit parameterunabhéngigem Anfangswert Xo = xg
und unbekannten Ubergangswahrscheinlichkeiten P(Xy, 1 = j| X = 1) =
pi; ergibt sich die Likelihoodfunktion (bzgl. Z&éhlmafl) durch

n M
Ny (X
L((pk1), X) = HpXiflaXi = H pkzkl( )v
i=1 k=1

wobei N(X) =|{i =1,...,n| X;—1 = k, X; = l}| die Anzahl der beob-
achteten Uberginge von Zustand k nach Zustand [ angibt. Als MLE ergibt
sich nach kurzer Rechnung die relative Haufigkeit p;; = Nii/(3-,,c5 Nim)
der Ubergénge.

(c) Beim allgemeinen parametrischen Regressionsmodell mit Beobachtungen
Y = go(x;) + e, i=1,...,n,

ergibt sich unter der Normalverteilungsannahme &; ~ N (0,0?) iid. als
MLE der Kleinste-Quadrate-Schétzer ¥ = argmingeg > v (Y; — go ()%

4.16 Definition. Fiir zwei Wahrscheinlichkeitsmafle P und Q auf demselben
Messraum (X, .#) heifit die Funktion

Jilog (§5(2)) P(dx), falls P < Q,

+o0, sonst

KL(P | Q)—{

Kullback-Leibler-Divergenz (oder auch Kullback-Leibler-Abstand, relative

Entropie) von P beziiglich Q.
4.17 Lemma. Fir die Kullback-Leibler-Divergenz gilt:

(a) KL(P | Q) > 0 und KL(P | Q) = 0 <= P = Q, aber KL st nicht
symmetrisch;

(b) fiir Produktmafe ist KL additiv:
KL(P; @ Py | Q1 ® Qy) = KL(Py | Q1) + KL(P2 | Qp);

(c) bildet (Py)yco eine natiirliche Exponentialfamilie und ist ¥y innerer Punkt
von ©, so gilt

KL(Py, | Py) = A(W) — A(do) + (A(Vo), Vo — V).

Beweis. Ubung! O

4.18 Bemerkung. Wegen A(dy) = Covyg,(T) in (c) erhalten wir fiir 9,9y €
int(©) mit einer Taylorentwicklung KL(Py, | Py) = £(Covy(T)(9 — o), 9 — o)
mit einer Zwischenstelle 9 zwischen ¥ und ¥y. Beachte, dass Covg(T') gera-
de die Fisher-Information bei ¥ angibt. Im Fall der mehrdimensionalen Nor-
malverteilung N(u,Y) mit strikt positiv-definiter Kovarianzmatrix folgt aus
Alp) = (27 ', p)/2, dass A(p) = X~' unabhingig von g ist und somit
KL(N (99, %) | N(9,%)) = 2(S71(9 — 0), 9 — o) gilt.
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4.19 Definition. Es sei (X, %, (Pj)yco)n>1 eine Folge statistischer Modelle
sowie g(v) mit g : © — I' der interessierende Parameter. Eine Funktion K :
© x I' - RU{+o0o} heifit Kontrastfunktion, falls v — K (9, ) ein eindeutiges
Minimum bei g(¢y) besitzt fiir alle ¥y € ©. Eine Folge K, : I'x X,, - RU{+00}
heifit zugehoriger Kontrastprozess (oder blof§ Kontrast), falls folgende Bedin-
gungen gelten:

(a) Kp(y,e) ist F,-messbar fiir alle v € I';
(b) Vy e, 99 € ©: Ky(y) = K(Yo,7) Py, -stochastisch fiir n — oo.

Ein zugehoriger Minimum-Kontrast-Schitzer von g(¢) ist gegeben durch
An(Tn) = argmin,cp Ky (7, 7n) (sofern existent; nicht notwendigerweise ein-
deutig).

4.20 Beispiele.

(a) Es sei () = 9, I' = ©. Beim Produktexperiment (X",.7#%", (P?n)ﬂe@)
mit Py ~ Py fiir alle 9,9 € © ist

n

1
Ko(9,2) = ==Y L9, ;)
"o
mit der Loglikelihood-Funktion ¢ beziiglich einem dominierenden Wahr-
scheinlichkeitsmafl ¢ ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion

K(99,9) = KL(do | ¥) — KL(do | 1)

(schreibe kurz KL(Jg|9¥) := KL(Py, | Py) etc.). Der zugehorige
Minimum-Kontrast-Schéitzer ist der MLE.

(b) Es sei g(¢) = 9, I' = ©. Betrachte das Regressionsmodell aus Beispiel
4.15 mit fy : [0,1] — R stetig, dquidistantem Design z; = i/n und
beliebig verteilten Storvariablen (g;). Sind die (g;) i.i.d. mit E[g;] = 0
und E[e}] < oo, so folgt leicht aus Tschebyschew-Ungleichung und Rie-
mannscher Summen-Approximation, dass K,(9) = 1 3" (Y; — fo(;))?
einen Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K(vdg,d) = fol( foo(x) —
fo(z))?*dz + E[e?] bildet. Dabei muss natiirlich die Identifizierbarkeits-
bedingung fy # fg fiir alle ¥ # 9" gelten. Also ist der Kleinste-Quadrate-

Schatzer hier ebenfalls Minimum-Kontrast-Schétzer.

(c) Im Regressionsmodell aus (b) liege nun eine Modellmisspezifikation vor
in dem Sinne, dass die Beobachtungen gem#fl Y; = f°(i/n) + ¢; gene-
riert werden, wobei f© : [0,1] — R nicht notwendigerweise gleich einem
fo ist. Nimmt man an, dass die Funktion selbst der Parameter ¢ im
Kleinste-Quadrate-Ansatz ist, d.h. J,, = argming.e LS (Y —9(i/n))?
mit © C L?([0,1]), so erhalten wir nach obiger Herleitung im Grenzwert
die 'Kontrast-Typ-Funktion’ K(f°,19) = fol(fo(:v) —9(z))*dx +E[e?]. Fiir
f° ¢ © wird das Minimum nun natiirlich nicht in f angenommen, so
dass in der Kontrasttheorie die Funktion g wesentlich wird.
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Dazu nehmen wir an, dass die parametrische Funktionenmenge I" (vor-
mals ©) Riemann-integrierbare Funktionen enthilt sowie abgeschlossen
in L%([0,1]) und konvex ist, so dass fiir jede Funktion ¢ € L?([0,1])
eine eindeutige L?-Orthogonalfunktion g(¥) auf I' existiert. Beispiels-
weise kann I' die Menge aller Polynome vom Grad < d sein. Bezeich-
net © die Menge der quadratisch Riemann-integrierbaren Funktionen in
L2([0,1]), so ist K,(y) = 23" (Vi —4(i/n))?, v € T', Kontrastprozess
zur Kontrastfunktion K (do,v) = |99 — 7|72 + E[eZ], welche genau bei
v = g(¥) ihr Minimum in I" annimmt. Es ist zu erwarten (vgl. Ubun-
gen), dass unter geeigneten Bedingungen der Kleinste-Quadrate-Schétzer
Yn = argmin,cp LS (Y = ~(i/n))? unter Py, gegen g(vo) konvergiert.
Im derart misspezifizierten Modell wird also die beste L?-Approximation
an die wahre Funktion ¥ geschétzt, z.B. das best approximierende Poly-
nom vom Grad < d.

4.3 Asymptotik

4.21 Satz. Es sei (K, )n>1 ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion K. Dann
ist der zugehdrige Minimum-Kontrast-Schitzer 4y, konsistent fiir g(dy), 9o € ©,
unter folgenden Bedingungen:

(A1) T ist ein kompakter Raum;
(A2) v+ K(Yo,7) ist stetig und v — Kn(y) ist Py -f.s. stetig fir allen > 1;
(A3) sup,cp|Kn(y) — K(9o,7)| — 0 Py, -stochastisch.

4.22 Bemerkung. Beachte, dass 4, als Minimum einer fast sicher stetigen
Funktion auf einem Kompaktum stets fast sicher existiert. Es kann auflerdem
messbar gewihlt werden (vgl. Witting, 2. Band, Satz 6.7).

Beweis. Zeige, dass die entsprechende Funktion argmin : C(I') — I' stetig
beziiglich Maximumsnorm auf C(T") ist an den Stellen f, wo m; := argmin,, f(7)
eindeutig ist. Betrachte f,, € C'(T') mit || f, — f|lcoc — 0. Dann konvergieren auch
die Minima f,,(my,) = f(my) wegen

fn(mfn) - f(mf) > f(mfn) - f(mf) —Ifn = flloo = =llfo = fllo = 0,
< falmy,) = fa(myg) + 1 fa = Fflloo < Ifn = flloo — 0.

Ist nun m € I' (I' kompakt) ein Haufungspunkt von (my,), so folgt mit
gleichméBiger Konvergenz f(m) = lim,o0 fu(my,) = f(my). Eindeutigkeit
des Minimums liefert m = my, und daher besitzt (my, ) als einzigen Haufungs-
punkt notwendigerweise den Grenzwert ms.

Das Continuous-Mapping- Theorem fiir stochastische Konvergenz liefert mit
(A3) die Behauptung, weil argmin stetig ist auf dem deterministischen Grenz-
wert K (Yo, e). O
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4.23 Satz. IstT' C R kompakt, (X,.(7), v € T')ns1 eine Folge stetiger Prozesse
mit X () 5 X (v) fiir alle v € I' und stetigem Grenzprozess (X (), v € T'), so
gilt maxyer| X, (v) — X(7)] 50 genau dann, wenn

Ve > 0: limlimsup P ( sup | Xn(11) — Xn(r2)| = 6) =0.
MO nooo Myi—ml<s

Beweis. Siehe Stochastik II bzw. Ubung. O

4.24 Definition. Fiir Zufallsvariablen (X,,) und positive Zahlen (a,,) schreiben
wir X, = Op(ay), falls limg_, sup,, P(|X,,| > Ka,) = 0 (X, /a, ist stocha-
stisch beschrénkt oder straff), sowie X,, = op(ay), falls X,,/a, o

4.25 Satz. Der Minimum-Kontrastschitzer 4, sei konsistent fir vy := g(¥o),
z.B. unter Annahmen (A1)-(A3), mit T C R und vy € int(T). Der Kon-
trastprozess K, sei zweimal stetig differenzierbar in einer Umgebung von o
(P§,-f-5.), so dass mit

Un(V) = Kn(’)/) (Score), Vn(V) = Kn(’}/)
folgende Konvergenzen unter Py = gelten:

(B1) /nU,(y0) 4 N(0,U(v0)) mit U(vyo) € R¥*F positiv semi-definit, deter-
manistisch.

Pn Ip)n
(B2) Gilt ~, SELN o fiir Zufallsvariablen ~,, so folgt Vi(vn) o, V(yo) mit
V(v0) € R¥** regulir, deterministisch.

Dann gilt fiir den Minimum-Kontrast-Schatzer Ay,
V(i —0) = =V (70) " VaUn(0) + opy (1).

Insbesondere ist 4y, unter Py~ asymptotisch normalverteilt:

~ d _ _
V(in = 0) = N0,V (70) ' U(0)V (70) ).
Beweis. Aus der Konsistenz von 4, folgt mit vo € int(I") fiir QL = {[Yn, 0] €
int(T")} (setze [a,b] := {ah+b(1—h)|h € [0,1]}) lim, 00 P (25;) = 1. Auf Q
gilt somit K, (5,) = 0 und nach Mittelwertsatz

Kn(:)’n) - Kn(’)’o) = Kn(’_)/n)(’AYn - 'YO)a Yn € ['YOfAYn]-

Wir erhalten
—Un(VO) = Vn(:Yn)(’AYn - ’YO)-

Wegen (B2), und da V() regulir und die Inversenbildung stetig ist, haben wir
5, (Q2) = 1 fiir Q2 := {V,,(3,) ! existiert}. Benutze nun Vn(ﬁn)_llgmﬂi —
V(v)~! in P} -Wahrscheinlichkeit, so dass

V(in —70) = =V (30) ™ VnUn(v0) + opy (1) 4N,V () U(0)V(30) ™)

aus Slutskys Lemma folgt. O
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4.26 Beispiel. Im Beobachtungsmodell Y; = v +¢;, ¢ =1,...,n, mit vy € R,
(g;) i.i.d. betrachte den M-Schitzer

n
fn = argmin, cp > p(Y; —7)

=1

mit einer Funktion p : R — [0,00), so dass  — E[p(z + &;)] minimal (nur)
bei z = 0 ist. Mit dem Kontrast K, (y) = £ 3%, p(¥; — 7) erhalten wir dann
die Kontrastfunktion K (Jo,7v) = E[p(e; + 70 — 7)], wobei ¥y = (70, P*) all-
gemeiner Parameter ist. Im Fall I' = R und symmetrisch verteilter (e;), d.h.

ei £ —¢; fiihrt p(z) = 3x% auf das Stichprobenmittel 4, und p(z) = |z| auf

den Stichprobenmedian 4,. Ein Kompromiss zwischen beiden Schétzern ist der
Huber-Schétzer fiir £ > 0

n
Yn = argminyeﬂ{ ZP(Y; —7), plx)=

{%mz, falls |z| < &,
i=1

Klz| — %2, falls |z| > k.

Setzt man die Regularitdtsannahmen im obigen Satz voraus, so erhélt man fiir
den M-Schétzer
E[p'(¢i)?] )

Elp”(ei)]?

Im Fall des Stichprobenmittels ist die asymptotische Varianz also gerade E[szz] =
Var(g;). Einsetzen im Fall einer Dichte f. von ¢; liefert heuristisch fiir den Stich-
probenmedian die asymptotische Varianz E[sgn(e;)?]/ E[200(g;)]? = (4f-(0))~1
sowie fiir den Huber-Schitzer E[e? A 2]/ P(|¢;| < #)?, vergleiche Ubungen fiir
rigorose Herleitungen.

Vi = 0) 4 N (0,

4.27 Satz. Es sei (X", 79" (P5")gco)n=1 mit © C R¥ eine Folge dominier-

ter Produktexperimente mit eindimensionaler Loglikelihoodfunktion €(9,x) =

log(% (x)). Es gelte:

(a) © CRF ist kompakt und Vg liegt im Innern int(©) von ©.
(b) Es gilt Py # Py, fir alle 9 # 9o (Identifizierbarkeitsbedingung).

(c) ¥ — L(V,x) ist stetig auf © und zweimal stetig differenzierbar in einer
Umgebung U von g fiir alle x € X.

(d) Es gibt Ho, Hy € L'(Py,) und Hy € L*(Py,) mit supyeell(V, )| < Ho(x)
und supycy |€(9, )| < Hi(x), supyey|l(V, z)| < Ha(x), z € X.

(e) Die Fisher-Informationsmatriz (zu einer Beobachtung) I(Jo) =
By, [(£(90))(€(90)) ] ist positiv definit.

Dann erfillt der MLE O

V(O —9p) = —= Z 1(90) " (90) + op, (1).

B
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Insbesondere ist O, unter IP’%O" asymptotisch normalverteilt mit Rate n=/2 und
asymptotischer Kovarianzmatriz I(9y) ™!

Vi(0n —90) % N(0,1(9)71).

Ferner gilt die Formel I(Yg) = —Ey,[¢(J0)].

Beweis. Setze g(v) = 9, T' = 0, K,,(¢,x) := —% T (9, x), x € X, sowie
K (¥9,9) :== —Ey,[£(¥)]. Dann ist K, ein Kontrastprozess zur Kontrastfunktion
K, und wir weisen die Bedingungen (A1)-(A3), (B1)-(B2) mit U () = V(¢o) =

I(Y¥9) nach.

(A1) Dies folgt aus © kompakt.

€ C(©) ist K, stetig und dominierte Konvergenz mit

(A2) Wegen {(e,x)
| < 2Hj liefert

[£(9) — £(')

[ (90,9) — K (90, )| < Eg, [|6(9) — €(0")]] 2= 0.

(A3) Mit dem starken Gesetz der grofien Zahlen folgt Py,-f.s.:

limsup sup |K,(9,z)— K,(¥, )|
n—oo  |9—i/|<8

n

<lim 23 sup |0, w5) — 60, 30)

neo N ST [9—0|<6

—Ey, | sup [0(9) — ()],
[9—9| <6

Mit dominierter Konvergenz und gleichméfliger Stetigkeit von ¢ auf dem
Kompaktum © erhalten wir, dass der letzte Erwartungswert fiir 6 — 0 ge-
gen Null konvergiert. Dies zeigt die Straffheit von K, (mit f.s.-Konvergenz
in Satz 4.23). Insbesondere ist wegen (A1)-(A3) 9, konsistent.

(B1) Der zentrale Grenzwertsatz liefert wegen |¢(9)] < H; € L? unter Py,
. d .
VK, (90) = N(0, Varg, (£(99))) = N(0,1(d0)).

(B2) Mittels dominierter Konvergenz erhalten wir wie in Lemma 3.38

Ey,[¢(00)] = 0. Wir verwenden nun die Identitéit

i) = ﬁgz; —i@)iW)T,

und erhalten mit dominierter Konvergenz

By {(00)] + I(00) = B [L(00)/L00)] = [ E(d0)du =i =0,
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Wir haben Py -f.s. mit dem starken Gesetz der groen Zahlen

Valio, ) = —— S 60, 20) "5 —Eli(90)] = I(0o).
1=1

Weiterhin gilt auf 5, := {|0, — Jo| < §} (U, aus (B2)):

Eg IVa () = Va(90) 1,,] < By | sup [E(9) ~ E(wo)]-
[9—30|<é
Der Ausdruck im rechten Erwartungswert ist unabhéngig von n, konver-
giert fiir 6 — 0 gegen null (Stetigkeit von ¢) und ist durch 2H, dominiert,
so dass
im lim sup Ey, [|V,(9) — Vi (90)[10,,] =0

|

=0 p—oo
folgt. Mit lims_,q limy,— 00 Py (Q2s,,) = 1 und der Konvergenz von V,,(d)
erhalten wir daher in P%?-Wahrscheinlichkeit

Va(dn) = Va(90) + 0pen (1) === I(Jo).

4.28 Bemerkungen.

(a)

(b)

Die Fisher-Information I(y) gibt gerade sowohl die asymptotische Vari-
anz der Score-Funktion als auch die lokale Kriimmung der Kontrastfunk-
tion KL(9 |e) beim Minimum ¥y an.

Es ist bemerkenswert, dass unter Regularitdtsannahmen in der asympto-
tischen Verteilung des MLE sowohl Unverzerrtheit als auch Cramér-Rao-
Effizienz gilt. Beachte jedoch, dass es weder klar noch im Allgemeinen
korrekt ist, dass die Momente ebenfalls konvergieren und dass die Cramér-
Rao-Schranke auch asymptotisch gilt.

Oft ist © nicht kompakt, aber man kann durch separate Untersuchung
die Konsistenz von 9,, nachweisen. Dann gelten die Konvergenzresultate
natiirlich weiterhin.

Die Regularitatsbedingungen lassen sich in natiirlicher Weise ab-
schwichen. Es reicht aus, dass (Py) bei ¥y Hellinger-differenzierbar ist
sowie die Loglikelihoodfunktion ¢ in einer Umgebung von ¢ Lipschitzste-
tig in ¥ ist mit Lipschitzkonstante in L?(Py,). Dies wird in Satz 5.39 bei
van der Vaart unter Verwendung von empirischer Prozesstheorie bewiesen.

Im Fall einer Modellmisspezifikation, wo die wahre Verteilung Py nicht in
(Py)yeo enthalten ist (nicht aber die i.i.d.-Annahme verletzt ist), konver-
giert der MLE 9,, gegen ¥* := argmaxycg [y £(9, ) Po(dx), sofern 9* exi-
stiert und eindeutig ist. Es gilt entsprechend ¥* = argming g KL(Pg | Py),
sofern Py <« Py«, und ¢* heifit Kullback-Leiber-Projektion von Py auf
(Py)yeo. Satz 4.25 liefert unter Regularitdtsbedingungen, dass asympto-
tische Normalitit /n(J, — 9*) — N(0,V-UV~1) vorliegt mit U =

Eo[f(9*)0(9*)T], V = Eo[f(9*)]. Im allgemeinen wird dabei U # V gelten.
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4.29 Beispiel. Bei einer Exponentialfamilie mit natiirlichem Parameterraum
und natiirlicher suffizienter Statistik 7" erfiillt der MLE (so er existiert und
in int(©) liegt) Ej ) [T] = T(z) und die Fisher-Information I(¢) = Vary(T)
(Kovarianzmatrix von T). Es folgt also mit Regularititsannahmen \/n(d, —
Y9) — N(0,Covy,(T)~!) unter Py,. Bei einer Bernoullikette X, ..., X,, mit
X; ~ Bin(1,p) ist 9 = log(p/(1 — p)) der natiirliche Parameter sowie T'(x) = x.
Aus /1 (0, — o) = N(0, p(9) "1 (1—p(do))~?) folgt mittels A-Methode fiir die
p-Parametrisierung /n(p, — po) — N(0,p0(1 — pg)). Wegen p, = X ist dieses
Resultat natiirlich konkret einfach zu iiberpriifen.

4.30 Definition. Im Rahmen des vorigen Satzes heifit die zufillige Matrix
1 e s
In(z) == - > l(On(x), ;)
i=1

beobachtete Fisher-Informationsmatrix.

4.31 Korollar. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt unter Py,
VI (0,) 2 (0 — 00) % N(0, Ey),  /nIY2(D, — 99) S N(0, Ey).

Insbesondere sind fir k = 1 und das (1 — a/2)-Quantil q_o /o der Standard-
normalverteilung [0, — n*1/2I(19n)*1/2q1_a/2, O + nfl/zf(ﬁn)*lﬁql_a/z] und
[19,1 — n_l/Qjﬁl/qu_a/Q, O + n_1/2351/2q1_a/2] Konfidenzintervalle fiir ¥g zum
asymptotischen Vertrauensniveau 1 — c.

Beweis. Da 1, konsistent ist und I stetig von ¥ abhingt (benutze Stetigkeit
und Dominiertheit von /), folgt I() — I(0) in Pg,-Wahrscheinlichkeit. Ebenso
liefert das Argument im obigen Nachweis der Eigenschaft (B2) J,, — I(Jg) Py, -
f.s. Nach dem Lemma von Slutsky folgt damit die Konvergenzaussage gegen
I(00)Y2N(0,1(99)~") = N(0, Ex). Die Konvergenz in Verteilung impliziert,
dass die entsprechenden Konfidenzintervalle asymptotisch das Niveau 1 — «
besitzen (wie im Limesmodell). O

4.32 Beispiel.

(a) Bei natiirlichen Exponentialfamilien ist die beobachtete Fisher-
Information gerade A(9,,) = I(¥,,), also fithren beide Ansétze, die Fisher-
Informationen zu schitzen, auf dasselbe Verfahren.

(b) Cox (1958) gibt folgendes Beispiel, um die Frage bedingter Inferenz zu
klaren: es gibt zwei Maschinen, die Messwerte einer interessierenden Grofle
¥ € R mit einem N(0,02)-verteilten Fehler, a = 0,1 und oy # o1, pro-
duzieren. In n Versuchen wird zunéchst rein zufillig eine Maschine aus-
gewdhlt und dann ihr Messwert beobachtet. Wir beobachten also eine ma-
thematische Stichprobe (Yj, a;)i=1,.., mit P(a; = 0) = P(a; = 1) = 1/2
und Y; ~ N(0,02) bedingt auf a;. Wir erhalten die Loglikelihood-

Funktion

0(9;y,a) = const. — Z (1/120219).

=1
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Der MLE ist also 9, = (301, Yi/o2)/(> i1 0,%) und die Fisher-
Information I(9) = % + é —: I (unabhiingig von ¥). ¥, ist (nach
Theorie oder mit direkten Argumenten) asymptotisch normalverteilt mit
asymptotischer Varianz N (0, I~!), was auf asymptotische Konfidenzinter-

valle der Form @nj:ﬁl V2, /2 fiihrt. Natiirlich gilt 1 (29n) = I, wihrend

die beobachtete Fisher-Information J,, = Z?:lzai + Z?:l(g_ai) erfiillt. Da-

no‘o noy

mit ist I, ! gerade gleich der bedingten Varianz Varg(n'/2d, |a). Da wir
ja a beobachten, ist die bedingte Varianz sicherlich ein sinnvolleres Maf}
fiir die Giite des Schétzers ,,, im konkreten Beispiel der bedingten Nor-
malverteilung koénnen damit sogar einfach nicht-asymptotische bedingte
Konfidenzintervalle angegeben werden. Efron und Hinkley (1978) bevor-
zugen aus diesem Grund auch fiir allgemeinere Modelle, in denen (ap-
proximativ) ancillary-Statistiken vorkommen, die Normalisierung mit der

~

beobachteten Fisher-Information gegeniiber der plug-in-Schitzung I(19;,).

4.4 Allgemeine Schranken (nicht behandelt)

Wir wollen nun Wahrscheinlichkeiten der Form Py (|0, — 9| > ) gleichméBig in
¥ € © und fiir festes n abschétzen, um auch nicht-asymptotische Konfidenzaus-
sagen zu erhalten. Gerade in Anwendungen wird hiufig fiir grofiere Stichprobe-
numfinge n auch ein komplexeres Modell gewéhlt (z.B. mit dim(©,,) — c0), um
bei gleicher statistischer Giite des Verfahrens den Modellfehler zu verringern (je-
des statistische Modell ist falsch). Aus mathematischer Sicht ist es fiir Minimum-
Kontrast-Schiitzer zunéchst natiirlich, den Fehler durch K (9o, ;) — K (90, o)
zu messen (bei MLE: fitted log-likelihood). Beim MLE fiir Exponentialfamilien

entspricht dies gerade einem gewichteten quadratischen Verlust (s.o.).

4.33 Lemma. Fir einen Minimum-Kontrast-Schitzer 9, beztiglich einem
Kontrastprozess K, und einer Funktion K(9y,s), die ihr Minimum bei 9y € O
annimmt (z.B. K Kontrastfunktion), gilt

0 < K(99,9n) — K (99,90) < (Kn(90) — Kn(Un)) — (K (90, 90) — K (90, 9»))

< sup ((Kn(190) — Kn(0)) = (K(90,70) — K(%ﬁ)))-

Beweis. Aus den Definitionen erhalten wir, dass K (¢, ¥,) — K(99,9) und

A~

K, (%) — K, (¥,) nicht-negativ sind, so dass
0< K<7907 7971) - K<7907 Q90) < (Kn(ﬁO) - Kn(ﬁn)) - (K(ﬁm 790) - K(1907 én))

Das zufillige Argument U, liefert stets einen kleineren Wert als das Maximum.
O

4.34 Beispiele. In Fortfithrung von Beispiel 4.20 erhalten wir:
(a) Beim MLE aus einer mathematischen Stichprobe X7, ..., X,, gilt

KL (Yo | 9,) < sup (1 3 (609, X;) — 600, X3) + KL(o | 19))).

¥ee N\ T
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Unter Py, hat der Term in Klammern Erwartungswert Null und eine
Varianz von der Ordnung 1/n. Das Supremum lésst sich allerdings nicht
unmittelbar behandeln.

Tm GauBschen Shiftmodell X; ~ N(9,02) gilt KL(Jg|d,) = {2002,
Wir schétzen hier also einfach den quadratischen Verlust ab.

(b) Beim Kleinste-Quadrate-Schitzer im nichtlinearen Regressionsmodell gilt
unter Py,

n

1
S (99,—90)* i) +lga—90132).

2 n
95, ~gaull72 < sup (5 30 cilaao—g0) (@)~
UISS) i=1 =1

Die letzten beiden Terme bilden einen deterministischen Approximati-
onsfehler, der fiir glatte gy im Allgemeinen klein ist. Da auf den nicht-
asymptotischen Fall Wert gelegt werden soll, ist es verniinftig, statt der
L2([0,1])-Norm die empirische L*-Norm ||f||2 := 13" | f(z;)* zu be-
trachten, wo dieselben Argumente nur den stochastischen Term liefern:

n

2
2

” — < — . — . .
Hgﬂn 990l zlelg (n ;:1 £i(99, 9&)(%))

Der innere Term allein ist zentriert und besitzt die Varianz %QHg% -
g9l (setze o = Var(ey)), ist also von der Ordnung n~'/2. Allerdings
ist a priori tiberhaupt nicht klar, ob dasselbe fiir das Supremum gilt.
Wenn beispielsweise {((g9, — 99)(xi))i=1,...n |V € O} einen Wiirfel {z €
R"™ | max;|z;| < r} mit r > 0 enthélt, so ist das Supremum gréfler als
> imqledl, was im Erwartungswert rE[|e;|] ergibt und nicht gegen Null
konvergiert.

Im folgenden werden wir insbesondere auch den Fall der Modell-
Misspezifikation mitbehandeln, das heifit, dass die wahre Verteilung P nicht
notwendigerweise zur parametrischen Familie (Py) gehort. Es ist dann interes-
sant zu sehen, in welchen Fillen der Modellfehler von kleinerer Ordnung als der
statistische Fehler ist, so dass ein vereinfachtes Modell weiterhin verniinftige
Aussagen erlaubt. Wir benotigen zunéchst das Werkzeug der Konzentrations-
ungleichungen.

4.35 Definition. Eine (reellwertige) Zufallsvariable X erfiillt eine
Exponentialungleichung mit Parametern C,D > 0, R € [0,+o0], falls fiir
alle r € [0, R] gilt

P(|X|>r) < Ce™™/P.

4.36 Beispiel. Aus E[elXI/P] < C < oo folgt mittels verallgemeinerter Markov-
ungleichung die Exponentialungleichung mit C, D > 0 fiir alle » > 0 (R = o).

4.37 Satz (Bernstein-Ungleichung, 1923). Es seien Xi,...,X, unabhdngige
Zufallsvariablen mit E[X;] = 0 und S, := > | X;. Falls fir eine determini-
stische Konstante K > 0 und alle i = 1,...,n fast sicher |X;| < K gilt, so

folgt
12

(Var(S,) + /-@K))’ k> 0.

P(1Sn] > #) < 2exp (-
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Beweis. Siehe z.B. van der Vaart oder Shiryaev. O
4.38 Beispiele.

(a) Im Fall der Binomialverteilung erhalten wir fiir 75, = > | (Y; — E[Y;])
und eine Bernoullikette (Y;);>; mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0,1):

‘Y; - E[Y;” < max(p, 1 _p)7 Var(Tn) - ’I’Lp(l _p)

Also impliziert die Bernsteinungleichung P(|7,] > k) <
2 exp(—k2/(4(np(1—p)+rmax(p, 1 —p)))). Fiir S, = > | ¥; ~ Bin(n, p)
folgt durch Skalierung

2

P (|Su—np| > ny/np(1—p)) < 2exp (— . ).

4+ 4max(p, 1 — p)r(np(1 — p))~1/2

Dies bedeutet, dass fiir grofie n (bei festem p) die tails (Flanken) der
standardisierten Binomialverteilung fast wie e=r/4 abfallen, also Gauf-
sche tails vorliegen. Im Fall np, — A > 0 fir n — oo ergibt sich nur
eine Exponentialungleichung der Ordnung e=RVN 4. sogenannte Poisson-
sche tails (vgl. Poissonscher Grenzwertsatz).

(b) Wenn die (X;) eine Exponentialungleichung mit denselben Parametern
C,D,R > 0 erfiillen, so folgt fiir beliebiges r € [0, R] durch Fallunter-
scheidung

2

‘ K
P(ISnl = k) SPEi=1,...,n: | X >r)+2€Xp(_4(Var(S )—l-m"))'

Der erste Term ist kleiner als nCe~"/P und wir wihlen r = D(log(n) +
x%/(4Var(S,))) (sofern kleiner R), so dass wir insgesamt die Abschitzung

2

P(Sel 2 ) < (400 (- s B Togtn) BTV 5

erhalten. Im i.i.d.-Fall gilt Var(S,,) = n Var(X;) und Abweichungen von S,
der Grofle x4/n sind im wesentlichen durch Gaufische tails e—@"/(4Var(X))
beschriinkt, sofern = = o(n!/%) gilt:

P(|Sn| = zv/n) < (2+C) exp (— o s )

4 Var(X;) + 222 (log(n) + 22 /(4 Var(X;)))

Um das Supremum in Lemma 4.33 abzuschitzen, werden wir Ay =
V(K (9) — K (¥, 9)) im folgenden Satz betrachten.

4.39 Satz. Es sei (Ag, 9 € ©) mit © C R* beschrinkt ein stetiger Prozess
(d.h. 9 — Ay ist f.s. sicher) und es mdogen die Exponentialungleichung

Vo, € ©: P(|Ay — Agr| = |9 —'|) < Ce™™P, rel0,R],
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bzw.
V9,0 € ©: P(|Ag — Ag| = 1|9 —¥|) < Ce " /P*, re[0,R),

mit Konstanten C,D > 0, R € (0,+0o0] gelten. Dann gibt es fir beliebige ¥y €
O, § > 0 eine Konstante Cs, so dass mit p := supyce |V — Yo

”
. _ > < -
P(ztelglflﬁ Aﬁol/rp)\Ca,keXp( (2+5)D), r € [0, R],
bzw.

2

”
IP A *A 2 < T e T o\ 7o /o ] )
(Slelg| 9 9ol rp) C57kexp( ((2+5)D)2> r € [0, R]

gilt. Cs . wéchst dabei mit der Dimension k und mit oL

Beweis. Setze ©g = {9} und wéhle endliche Teilmengen ©;_; C ©; C O fiir
J 2 1 mit supycg infy,co,|V — ;| < p279 (0, ist p277-Netz). Man kann stets
|9, < C127% mit einer Konstanten C; = Cy(k) > 0 erreichen (Ubung!).

Fiir jedes ¥ € © konvergiert 7;(0) := argminy cg_ [0 — U] fiir j — 0o gegen
. Wegen der Stetigkeit von A gilt Ay — Ay, = 322 (Ar;9) — Ary_ (9))- Wir
verwenden nun ein Chaining-Argument, indem wir 7; > 0 mit Zj>1 n; =1
wéhlen:

P (Sup|z419 — Ayg,| > Tﬂ) <P <3j >1: sup [Ay, — Ayl = 7"0773')
Y€ 9;€0;

< Z!@j! sup  P(|Ay — Ag| = rpn;)

B i
<Y Cexp(~ (2 /D))
j>1

mit B € {1,2} (je nach Voraussetzung). Wihle nun n; = ((1 + ejk)27771)/Cy
mit C =~ (1+ ejk)279+ = 2 + 4ek. Dann ist die letzte Zeile kleiner als

CC e/ (DC2)? Z 9k o—(rejk/(DC2))"

j=z1

Fiir € := 2D/(r — 4k) und r > 4k ist die Summe maximal 2¥/(eF — 2¥). Da fiir
kleines r eine Exponentialungleichung stets durch Vergrofierung des Vorfaktors
C erreicht werden kann, kénnen wir fiir jedes 6 > 0 eine Konstante Csj >
CC12%/(ek — 2F) wihlen, so dass die Behauptung gilt. O

4.5 Anwendung auf Regression und Maximum-Likelihood
(n.b.)

Um konkrete Resultate fiir Minimum-Konstrast-Schétzer zu erhalten, wenden
wir die Techniken auf den Kleinste-Quadrate-Schitzer in der Regression und
spéater auf den MLE an.
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Im parametrischen Regressionsmodell betrachten wir
Yi=go(xi) +e, i=1,...,n,

mit z; € D C R und ¢y € C(D), ¥ € © C R*, withrend wir unter dem
zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsmafy P in Wirklichkeit

Yi=g(x;)+e;, i=1,...,n,

mit einer beliebigen Funktion g € C(D) beobachten, wobei (g;) i.i.d. mit
Ele;] = 0, Var(e;) = 02 > 0 einer Exponentialungleichung mit Parametern
C.;,D. > 0 und R = oo geniige. Der (parametrische) Kleinste-Quadrate-
Schétzer 1§n minimiert den Kontrastprozess
1 2 2
Ko(9) = =Y (Yi— go(:)* = |V = gsll7

n-
i=1
(in Anlehnung an Notation von oben). Wir nehmen an, dass {gy | € O} eine
beziiglich ||s||,, abgeschlossene und konvexe Menge ist. Dann existiert g, 1= g;_

und ist sogar eindeutig. Mit K (9g,9) := ||gg — g||2 und o := argmingeg||gs —
gll2 (gg, ist Projektion von g auf {gy |9 € ©}) liefert Lemma 4.33

152 =915 =190, =917 < Y =gao =Y =gull7 = (lg—90, |17 ~ll9=3n 1) = 2, Gn—9s,)-

Fiir spéter notieren wir, dass aus Konvexitétsgriinden g, — 9”721 > | 9n — 90, ||i_,_
g9, — gl|? gilt und somit

Hg'fl - gﬂngL < 2<57gn - 9190> = HQTL - gﬂoHn < 2H€H’ﬂ

Betrachte nun den stochastischen Prozess Ay := ﬁ o €ig(i/n). Es gilt
E[Aﬂ — Aﬁ/] = O, Var(Aﬁ — Aﬁ/) = O'2Hg19 — gw”% und betrachte LQ = ||g19 -
g9 |ln/10 = V'), Lo = |lg9 — 9o |loc/|9 — ¥'|. Wie im Beispiel 4.38(b) liefert die
Bernstein-Ungleichung fiir Ay — Ay eine Konzentrationsungleichung:

P(|Ay — Ag| = r[9 —9'])
2

,
<(2+C -
(2 + Ce) exp ( 402 L3 + 42k (log(n) + 7’2/(4<72L3)))>

7n2

(44 6)o2L3

=: CaGXP(— ) §>0,7€[0,R,], Rn=o(n').

Damit erhalten wir nach Satz 4.39 eine gleichméBige Abschéitzung fiir {9} C
©p € © mit p(Og) = supyeg, |V — Yo| < 00

’1“2

P ( sup |Ay—Ay| > 7’/?(90)) < Csrexp <_(8-|—(5WL2
2

), r € [0,Ry], R, = 0(n1/6),
JYEBO

mit einer Konstante Csj; > 0 abhéngig von 4 > 0 und der Dimension k. Wir
nehmen dabei an, dass die Lipschitzkonstante Lo, := supy g co % endlich

ist (und damit auch das entsprechende Lj).
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Um sowohl mit (eventuell) nicht-kompaktem © als auch mit der doppelten
Zufallsabhéngigkeit in (e, g, — gg,) umzugehen, verwenden wir nun die soge-
nannte Peeling-Methode in der Form

P(2(e,Gn — g9y) > £/n) =P (3] > 0: 2(e,Gu — g00) € 275/, 22U+ Vic/n)).

Aus 2(e, §n — gg,) < 220D g /n folgt aber (s.0.) [|gn — g9, |12 < 220Dk /n. Wir

definieren A
6; = {9 €0 |llgs = g,lln < 27/}

und erhalten so fiir M,, > 0 beliebig

P(lgn — gll7 = llg9, — 9ll5 = #/n, 2llelln < My)

P (Elj =0,...,Jn: sup 2(e, g9 — gy )n = 22j/-£/n>,
196@;‘
wobei nur 2771, /k/n > M, gelten muss wegen ||, — g, |ln < 2/|€]|n (s-0.). Set-

zen wir weiterhin infy % > Iy > 0 voraus, so gilt p(0;) < l2_12j+1\/"5/7”
und

P(llgn = g7 ~llgo, — 9llz = #/n, lelln < M)
Jn

Z}P’ ( sup (Ag — Ag,) > zzzj*%/gp(@j)).
ISSH
Wir schétzen also mittels gleichméiﬁiger Schranke fiir j =0,...,J, weiter ab:
P(l1gn — gll7 = 9o, — 9lln = K/n, 2]len]l < My)
J,
R (kl3227=4) A R2
<) C - .
Z:j seep (= g0z )
~ K R2
< Csrexp| — +Jpexp| — ———2——).
saexp (128 + 5)02L§l2_2) 4l 8+ 5)U2L§z;2)
AuBlerdem gilt
P(2|le]ln > M,) <P(Fi=1,....n: |&] > M,/2) < nCoe™Mn/(2D2),

Wihle nun R,, = nP mit p = 1/8 < 1/6 und M,, = 2D.(log(n) + R2). Dann ist
Jn = O(log(n)) und wir erhalten insgesamt mit einer Konstanten ¢ > 0.

P(lgn = gll7 = llgs, — 9ll7 = #/n)

< é&,k(exp ( ~mg (;;UzL%lQ_Q) + e—cn1/4).

Wir haben also folgenden Satz bewiesen.

4.40 Satz. Es sei gy € C(D), D CRY, fiir 9 € © CR* mit {gg |0V € O} abge-
schlossen beztiglich |[e||,, und konvex gegeben. Betrachte den Kleinste-Quadrate-
Schitzer 0, := argmingeg 27, (Vi — go(x:))? und gy, := 95, im (falsch spezifi-
zierten) Modell

Yi=g(x)+ei, i=1,...,nmitz; € D, g € C(D),
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wobei (g;) i.i.d. mit E[g;] = 0, Var(e;) = 02 > 0 eine Exponentialungleichung
mit Ce, De > 0 und R = oo erfiillen mége. Dann gilt

A
. 2 . 2
1gn = glln = jnfllgy —glln +
mit einer Zufallsvariablen Z, die die Fxponentialungleichung

K _nl/4
P(Z >k gc(ex (—7)+em )
(2> k) < Ci| exp 12902 L3152

mit Konstanten ¢, Cy, > 0 erfiillt, sofern % < Lo, % > 1y > 0 fiir

alle 9,9" € © gilt und supy % endlich ist.

4.41 Bemerkung. Im linearen und Gaufischen Regressionsmodell mit gy(z) =

Z?:l Vjp;(x), ¥ € RF und (p;) orthonormal beziiglich |le||,, ergibt eine direkte

Rechnung g, = Z§:1<Yv ®j)ntp; und

k
[ = gll7 = infllgo — gll7 + Z;@, i)

=
Nun sind ({€, ¢j)n) =1, unabhingige N (0,02 /n)-verteilte Zufallsvariablen, so
dass U 1= 75 Zle(s, 02 x*(k)-verteilt ist. Aus dem exponentiellen Moment
E[e®V] = (1 — 2a)7*/2 fiir 0 < o = 1/2 — § < 1/2 ergibt sich fiir Z = 02U die
Ungleichung P(Z > k) < (25)*’“/26(%_5)“/‘72, 0 € (0,1/2]. Wir sehen also, dass
dies der Struktur unser allgemeinen Ungleichung entspricht, wir aber durch die

Chaining- und Peeling-Techniken insbesondere den Faktor 128 4+ § im Nenner
statt blof§ 2 + § erhalten haben.

Es ergeben sich direkt zwei Korollare.

4.42 Korollar. Das Ezzess-Risiko erfillt unter den Voraussetzungen des Satzes
fiir jedes p > 0 mit einer Konstanten C, > 0

P]1/p < Cp/n.

E ‘ 5 ol — inf 2
[[19n = gllz = infllgs — gl
Im Fall des korrekt spezifizierten Modells ergibt sich die bekannte n~'-
Asymptotik, wdhrend im falsch spezifizierten Modell die Projektion gy, :=
argming [|gy — gll» mit dieser Rate geschitzt wird.

4.43 Korollar. Im korrekt spezifizierten Fall g = gy, ist unter den Vorausset-
zungen des Satzes
{0 € O1lgn — 9ol < 21-a/n}

mit Ck(exp(—m;ﬁ) + 6_0”1/4) < a ein nicht-asymptotischer Konfidenzbe-
272

reich zum Niveau 1 — o.

4.44 Bemerkungen.
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(a) Um den Konfidenzbereich konkret auszurechnen, muss man die Konstan-
ten ¢, C' exakt nachvollziehen. Auflerdem wird es ein sehr konservativer
Konfidenzbereich sein, weil einige Abschidtzungen eher grob waren wie
der Vergleich mit dem linearen Gaufimodell zeigt. Trotzdem kann dies
niitzlich sein, insbesondere auch weil wir geringere Voraussetzungen (kei-
ne Differenzierbarkeit, keine Kompaktheit!) gestellt haben und nicht auf
eine hinreichend gute Ndherung durch die Asymptotik vertrauen miissen.

(b) Der Konfidenzbereich ist im Allgemeinen kein Intervall bzw. nicht-
zusammenhéngend. Er reflektiert die Tatsache, dass die Parametrisie-
rung prinzipiell unerheblich ist, weil nur die Familie (gy)gco fiir das
Modell von Belang ist. Beachte in diesem Zusammenhang auch, dass
eine Formulierung des Satzes mit einer konvexen, abgeschlossenen Fa-
milie 4 C C([0,1]) natiirlicher wére. Identifiziert man (C([0, 1]), ||e]/»)
mit dem R", so kann man die Identitidt als Parametrisierung wahlen,
so dass Ly = Iy = 1 gilt. Allerdings flieBt dann die Uberdeckungszahl
von Teilmengen ©; C ¢ C R" in die Vorfaktoren bei den gleichméBigen
Abschétzungen mit ein und diese sollte unabhéngig von n sein (z.B. ¢ ist
k-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit).

Wir betrachten nun die Beobachtung einer mathematischen Stichprobe
Xq,...,X,, die gemifl einem parametrischen Modell X; ~ Py, 9 € 0O,
geniigt, wihrend in Wirklichkeit X; ~ P ii.d. gilt. Der Einfachheit halber
nehmen wir an, dass P und Py fiir alle ¢ € © dquivalent sind. Der parame-
trische Maximum-Likelihood-Schétzer 1§n ist Minimum-Kontrast-Schéitzer zum
Kontrast K,(9) = —1 3"  ¢(d,X;), wobei wir als dominierendes Maf P
wihlen konnen, d.h. (¢, x) := log(%(x)). AuBerdem setzen wir K (g, 1) :=
E[—£(9)] = KL(P | Py) mit ¥y € © so, dass KL(P | Py,) = infyco KL(P | Py)
gilt (falls solch ein ¥ nicht existiert, ersetze einfach in allen folgenden Aus-
driicken KL(P | Py,) durch infyce KL(P | Py)).

Wir nehmen an, dass die Loglikelihoodfunktion fiir alle 9,1’ € © mit Er-
wartungswert unter P die Lipschitz-Bedingung

69, 2) — L', z) — E[L(9) — £()]] < L(@)]9 — V|
erfiillt, wobei die Zufallsvariable L folgender Exponentialungleichung geniigt:
P(|L| > 7) < Cre™/PL. v >0.

Mit Ay = /n(K,(0¥) — K(90,9)) gilt dann E[Ay] = 0, Var(Ay — Ay) <
E[L?]]¥ — ¢'|?, und die Bernstein-Ungleichung zusammen mit Satz 4.39 liefert
fir {9} € ©9 C © mit p(Op) = supyee, |V — Yo| < 0

7”2

P ( sup |Ayg—Ay| > 7’/?(90)) < Cspexp <_W

), r€[0,Ry,], R, = o(n1/6).
JYEBO

Setze nun

0 = {19 co ‘ KL(P | Pg) — KL(P | By,) < 220‘“)&/71}.
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Peeling liefert dann fir M,, > 0 beliebig
P(KL(P | P; ) — KL(P | Py,) € [15/n, M)

P (Elj =0,...,Jn: sup n_l/Z(Aﬁ —Ay) > 22jf<a/n>
19691'

. . . .. KL(P | Py)—KL(P | P
mit 2J”+1\//§/n > M,,. Setzen wir weiterhin infy ®| ‘1;)_790'2( [ Foo) >012>0

voraus, so gilt p(©;) < 712771\ /k/n, und wir schéitzen mittels gleichméBiger
Schranke fiir j =0,...,J, weiter ab:

P(KL(P | P; ) — KL(P | Py,) € [8/n, M)

I i
< Zcé exp ( B (K12227=4) A R%)

8+ 0)E[L2]
~ K R?
S Gsexp ( T (128 +9) JE[L?]H)  Jn exp ( T8+ 5)IE[L2]>'

AuBerdem gilt wegen der Lipschitztyp-Bedingungen an ¢ und KL:

KL(P | Py ) — KL(P | Py,) < ZL D9, — o

ZL )N KL(P | Bj,) — KL(P | Py,)|"/2,

so dass KL(P [ Py ) —KL(P | Py,) < (LS | L(X;))%172 gilt. Wir erhalten also

n

P (KL(]P’ | P; )—KL(P | Py,) > Mg) <P (% gL(Xi)ll - Mﬂ) < nClpeMaliDL.

Wihle R,, = n'/® und M,, = I"'Dp(log(n) + R2). Dann ist J = O(log(n)) und
wir haben folgenden Satz bewiesen.

4.45 Satz. Es sei X1,..., X, ecine gemdfl P verteilte mathematische Stichprobe.
Betrachte den Mazximum-Likelihood-Schdtzer ﬁn unter dem Modell X; ~ Py
id.d. mit 9 € © C RE, wobei Py ~ P fiir alle 9 € © gelte. Weiterhin sei die
Lipschitzbedingung

1009, z) — 69, z) — E[((9) — £(9")]| < L(x)|9 — |, 9,9 €O,

erfillt, wobei die Zufallsvariable L der Exponentialungleichung P(|L| > r) <

Cre "/PL r > 0, geniigt, und es mdége infy KL(MP@);E;(P'P%) > 12 >0

gelten. Dann erhalten wir
VA
KL(P | P; )= inf KL(P | P —
(B[ Py,) = inf KL(P | Py) + —
mit einer Zufallsvariablen Z, die die Fxponentialungleichung

P22 1) < G (- gpms) T )

mit Konstanten c, C > 0 erfillt.
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4.46 Bemerkungen.

(a) Im Fall eines korrekt spezifizierten Modells gilt bei differenzierba-
rer Loglikelikelihood-Funktion die Lipschitzbedingung mit L(z) :=

supgee((9, 2) — Eg, [£(0)].

(b) Wir haben gesehen, dass unter Regularitéitsbedingllngen im korrekt spe-
zifizierten Modell P = Py, der Fehler \/nI(9)/?(¥,, — ) asymptotisch

N (0, Ey)-verteilt ist. Ein wichtiger Schritt dabei war ja die Approxima-

o ~ P
tion KL(Py, | Py ) — (I(90) (0 — Do), 9y — Yo) —> 0. Demnach ist in

diesem Fall Z = nKL(Py, | P; ) asymptotisch x2(k)-verteilt, vergleiche
den Fall des Kleinste-Quadrate-Schétzers. In unserer jetzigen Exponentia-
lungleichung und im skalaren Fall & = 1 gilt niherungsweise L = |[¢(J0)|
und somit By, [L?] ~ I(g). Zusammen mit [2 ~ I(Jy) aus der Kullback-
Leibler-Approximation erhalten wir also néherungsweise eine Exponen-
tialungleichung mit Exponenten —x /(128 + ¢), die wiederum bis auf den
Faktor 128 (statt 2) die richtige Struktur besitzt.

(c) Auch diesmal ist der Faktor E[L?]I~2 nicht ganz natiirlich. Definiert man
némlich die Metrik d(0,9') := |KL(Py | P) — KL(Py | P)|*/? und wach-
sen die Kardinalitdten von e-Netzen von ©; beziiglich dieser Metrik nur
polynomiell in e~! (Konzept allgemeiner Entropien!), so folgt eine ent-
sprechende Ungleichung, allerdings mit [ = 1 und mit Lipschitzkonstante
L beziiglich d anstatt ¢ — ¢'|.

4.47 Beispiel. Es sei (Py) eine natiirliche Exponentialfamilie mit ¢(9,z) =
(0, T(x)) — A(0). Existiert dann ¥y := argmingeg KL(P | Py) und liegt im In-
nern von 0, so gilt Vg KL(P | Py,) = E[T]—A(Jo) = 0, also Eg,[T] = E[T] nach
Satz 3.10. Die Kullback-Leibler-Projektion von P auf die Exponentialfamilie ist
also gerade diejenige Verteilung, unter der die Erwartungswerte der Statistiken
T1,...,T; mit denen unter P iibereinstimmen. Weiterhin kénnen wir

L(x) := ggg!é(ﬂ, z) — E[{(9)]| = |T(z) — E[T]|

wihlen. Wir bendtigen also unter P eine Exponentialungleichung fiir 7' — E[T].
Beachte, dass diese fiir P = Py, mit 9y € int(©) aus

Eg,[e!¥T] = Eg,[L(a)et ] = A < 00, a e RF, |a| < dist(dg, IO)

folgt.
Weiterhin haben wir mit einer Zwischenstelle 9 von ¥, ¢

E[((9) — €(00)] = (9 = Yo, E[T]) — (A(9),9 — 9) = (9 — Vo, A(0) — A(D)).

Wir koénnen also mit dem Mittelwertsatz auf | > infy Apin(A(W))
(Amin =minimaler Eigenwert) schlieffen. Im Gaufischen Shift-Modell beispiels-
weise ist [ = A\pin(2).

Eine interessante Perspektive ergibt sich, wenn wir andersherum eine allge-
meine Lebesguedichte f : [0,1] — R mit f > 0 fast iiberall aus Xy,..., X, ~ f
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schétzen wollen. Wir wihlen beschréinkte Funktionen (¢;);j>1, die eine Ortho-
normalbasis in L2([0,1]) bilden, wie orthogonale (trigonometrische) Polynome,
Splines, Wavelets. Dann gilt natiirlich

f(z) =exp (ij@j(l‘)) mit f; = (log f, ¢;) 12([0,1))-

j=z1

Machen wir nun den parametrischen Ansatz mit einer natiirlichen Exponenti-
alfamilie (Py)gcpe in @1,. .., ¢k beziiglich Lebesguemaf, so schitzt der MLE
wegen f; = E[p;] = Ey,[¢;] gerade das Modell Py, mit Dichte

Jr(o,2) = exp (ifj%‘(x) - Ak>7
j=1

indem wir die empirischen Momente bilden:

k

fi(0n) = exp (Z (% i%(&'))%(ﬁf) - Ak)y

Jj=1

wobei Ay, A, € R Normierungskonstanten sind. Als Kullback-Leibler-Divergenz
ergibt sich gerade

KL(P | Py,) = Ellog(f) — (W00l =E | D fiey| + Ax = A+ Y_ £7.

>k >k

Wegen [ f = 1 gilt Ay = log( [ exp(— > j>k fivj)), und der Bias gemessen
in Kullback-Leibler-Divergenz ist klein, falls die Koeffizienten f; fiir j > k
klein sind (z.B. fiir f glatt). Dieser Ansatz fiihrt auf eine Maximum-Likelihood-
Theorie der sogenannten nichtparametrischen Dichteschéitzung, wobei die Di-
mension k des parametrischen Ansatzraums so gewéahlt wird, dass Approxi-
mationsfehler (Bias) und stochastischer Fehler (gemessen in Varianz oder Er-

wartungswert der KL-Divergenz) gleichgewichtet sind, vgl. Barron and Sheu
(1991).

5 Testtheorie

5.1 Neyman-Pearson-Theorie

5.1 Definition. Es sei (X,.#, (Py)yco) ein statistisches Modell mit Zerlegung
O = OyUB;. Jede messbare Funktion ¢ : X — [0, 1] heifit (randomisierter) Test.
¢ besitzt Niveau a € [0, 1], falls Ey[¢] < « fiir alle ¥ € ©g gilt. Die Abbildung
¥ — Ey[ep] heiit Giitefunktion von ¢. Ein Test ¢ der Hypothese Hy : ¢ € O
gegen die Alternative Hy : ¥ € Oy ist ein gleichméfig bester Test zum Niveau
a, falls ¢ Niveau «a besitzt sowie fiir alle anderen Tests ¢’ vom Niveau « die
Macht kleiner (genauer: nicht gréfier) als die von ¢ ist:

Vi € O : Eﬂ[go] > Eg[goq.
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Ein Test ¢ ist unverfilscht zum Niveau «, falls ¢ Niveau « besitzt sowie auf der
Alternative Ey[p] > a, ¥ € ©1, gilt. ¢ heifit gleichmifBig bester unverfilschter
Test zum Niveau «, falls ¢ unverfilscht zum Niveau « ist sowie alle anderen

unverfilschten Tests ¢’ zum Niveau « kleinere Macht besitzen.

5.2 Beispiel. Es sei X1,...,X,, eine N(u,o3)-verteilte mathematische Stich-
probe mit x4 € R unbekannt sowie gy > 0 bekannt. Es soll die einseitige Hy-
pothese Hy : < po gegen Hy @ pu > po fiir ein vorgegebenes g € R getestet
werden. Dies ldsst sich durch X = R™ mit Borel-o-Algebra % und Verteilungen
P, = N(ul,03E,) modellieren, wobei © = R und 6y = (—o0, f10], ©1 = (0, 00)
gesetzt wird. Der einseitige GauB-Test beruht auf der unter N (g, 03) stan-
dardnormalverteilten Teststatistik T'(X71,...,X,) = v/n(X — uo)/oo. Zu vor-
gegebenem o € (0,1) sei K, das a-Fraktil der Standardnormalverteilung,
d.h. 1 — ®(K,) = a. Dann besitzt der einseitige GauB-Test ¢(X1,...,X,) =
Lr(xy,.., Xn)2Ka} das Niveau a; es gilt ndmlich nach Konstruktion P, (¢ = 1) =
a fiir u = po sowie aus Monotoniegriinden P, (¢ = 1) < a fiir u < po.

5.3 Definition. Es sei (X,.%, (Py)gyeco) ein (binéres) statistisches Modell mit
© = {0, 1}. Bezeichnet p;, i = 0, 1, die Dichte von P; beziiglich Py + 1, so heifit
ein Test der Form
1, falls p1(x) > kpo(z)
o(x) =<0, falls pi(z) < kpo(z)
~v(x), falls pi(x) = kpo(x)

mit kritischem Wert k¥ € R* und ~(z) € [0, 1] Neyman-Pearson-Test.

5.4 Satz (Neyman-Pearson-Lemma).

(a) Jeder Neyman-Pearson-Test ¢ ist ein (gleichmiflig) bester Test fiir Hy :
¥ =0 gegen Hy : ¥ =1 zum Niveau Eo[ep].

(b) Fliir jedes vorgegebene o € (0,1) gibt es einen Neyman-Pearson-Test zum
Niveau o mit y(x) = € [0, 1] konstant.

5.5 Bemerkung. Es gilt auch umgekehrt, dass jeder gleichméfig beste Test
fiir eine einfache Hypothese gegen eine einfache Alternative fast sicher die Form
eines Neyman-Pearson-Tests besitzt (Ubung!).

Beweis.

(a) Betrachte einen beliebigen Test ¢’ vom Niveau Eg[p]. Es gilt pi(z) >
kpo(z) fiir x € A := {p > ¢'} wegen ¢(z) > 0 sowie pi(z) < kpo(z)
fir z € B := {p < ¢} wegen ¢(x) < 1. Mit der disjunkten Zerlegung
X =AU BU{p = ¢} erhalten wir

E1le] — Ei[¢] = /AUB(sO - )m = /A(so — @' )kpo + /B(w — &' )kpo

= k(Eo[] — Eo[¢']) > 0.
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(b) Wir zeigen im Anschluss, dass es ein k& > 0 gibt mit Po(p1 > kpo) > «

und Po(p1 > kpo) < a (k ist (1 — a)-Quantil von p;/py unter Pp). Dann
besitzt mit v := (o —Po(p1 > kpo))/ Po(p1 = kpo) bzw. v € [0, 1] beliebig,
falls Po(p1 = kpo) = 0, der entsprechende Neyman-Pearson-Test ¢ Niveau
a Eo[go] = 10P0(p1 > kpo) —|—’7- Po(pl = k‘po) = Q.
Es bleibt nachzuweisen, dass k := inf{r > 0|p(r) < a} mit p(r) =
Po(p1 > rpo) das gewiinschte Quantil ist. Wegen Py(pg = 0) = 0 und
o-Stetigkeit von Py gilt lim, o p(r) = 0, und k ist endlich. Weiterhin
ist p(r) =1 — Po(p1/po < r) monoton fallend und rechtsstetig, was aus
Eigenschaften der Verteilungsfunktion von p;/pg folgt. Daher gilt p(k) <
aund p(r) > «a fir r < k, so dass

a < lim p(r) = im Py(p1 > rpo) = Po(p1 = kpo)
r1k r1k

aus der o-Stetigkeit folgt.
O

5.6 Definition. Es seien (X,.7, (Py)yco) ein dominiertes Modell mit © C R
und Likelihoodfunktion L(¥,x) sowie T" eine reellwertige Statistik. Dann be-
sitzt die Familie (Py)yce monotonen Likelihoodquotienten (oder wachsenden
Dichtequotienten) in 7', falls

(a) 0 # V" =Py # Pys;

(b) Fiir alle ¥ < ¢’ gibt es eine monoton wachsende Funktion h(e, J,9') : R —
R* U{+00} mit (Konvention a/0 := +oo fiir a > 0)

L(¥,x)

L9, z)

= h(T(x),9,9") fiir (Py+Py)-fa. xeX.

5.7 Satz. Ist (Py)yco mit © C R eine einparametrische Exponentialfamilie in
() und T, so besitzt sie einen monotonen Dichtequotienten, sofern n streng
monoton wdchst.

Beweis. Wir kénnen den Likelihood-Quotienten schreiben als

L(¥,x)
LY, z)

= W(T(x),9,9') mit h(t,9,9') = C(0")CW) "  exp((n(@) — 5(0))t).

Offensichtlich ist h streng monoton wachsend in ¢ fiir 9" > 9 wegen n(9') > n(9).
Die strenge Monotonie impliziert auch, dass Py #£ Py gilt. O

5.8 Beispiel. Beim Binomialmodell X ~ Bin(n,p) mit p € (0,1) liegt eine
Exponentialfamilie in n(p) = log(p/(1 — p)) und T'(z) = x vor. n wichst streng
monoton, so dass dieses Modell einen monotonen Dichtequotienten in X besitzt.
Direkt folgt dies aus der Monotonie beziiglich x des Dichtequotienten:

=0,...,n, p>r

()r*(L—p)" " (p(l — r))w<1 - p)"’ .

(et —rye — \rl—p)/ \1—r
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5.9 Satz. Die Familie (Py)yco, © C R, besitze monotonen Dichtequotienten

mnT.

(a)

(b)

Fiir a € (0,1) und 99 € © gilt dann:

Unter allen Tests ¢ fiir das einseitige Testproblem Hy : 9 < Yo gegen
Hy : 9 > Yy mit der Eigenschaft Ey,[¢] = o gibt es einen Test ©*, der die
Fehlerwahrscheinlichkeiten erster und zweiter Art gleichmdjf$ig minimiert,
namlich

1, falls T(x) >k
e (x) =10, falls T(z) <k,
v, falls T(x) =k

wobei k € R, v € [0,1] gemdfs Ey,[¢*] = o bestimmt werden.

Dieser Test * ist gleichmdfig bester Test zum Niveau o fiir Hg : 9 < Yy
gegen Hy : 9 > Uy.

5.10 Beispiel. Der einseitige Gau3-Test aus Beispiel 5.2 ist gleichméflig bester

Test,

da N(ul,02E,) monotonen Dichtequotienten in T'(z) = Z besitzt.

Beweis.

(a)

5.11

Die Existenz von k,~ folgt wie im Neyman-Pearson-Lemma. Wahle 9 >
1 beliebig. Wegen des monotonen Likelihoodquotienten gilt

*( ) 1, falls L(’l92,$) > h(’l91,’l92,/€)L(’l91,:L’),
xr) =
4 0, falls L(02,2) < h(D1, 92, k)L(J1, ).

Damit ist ¢* gleichmiiflig bester Test von Hg : ¥ = 91 gegen Hy : ¥ = 99
zum vorgegebenen Niveau. Insbesondere ist die Fehlerwahrscheinlichkeit
zweiter Art 1 — Ey, [¢*] minimal fiir ¥9 > g zu vorgegebenen Niveau bei
91 = Y. Fiir jeden Test ¢ mit kleinerer Fehlerwahrscheinlichkeit erster

Art bei ¥ < 9, d.h. Ey, [¢] < Ey,[¢*], gilt Ey,[¢] < Ey,l¢*]; denn

sonst wire @ = Ky + (1 — k) mit kK = % ein besserer Test als ¢*
1
zum Niveau Ey, [¢*]. Demnach gilt Ey, [¢] > Ey, [¢*] fiir jeden Test ¢ mit

Ey, [90] =

Da jeder Test ¢ auf Hy : ¥ = Y9 zum Niveau o durch ¢ = k¢ + (1 — k) mit
K= T[] zu einem besseren Test mit Ey, [¢] = a gemacht werden kann,
bleibt nur noch zu zeigen, dass ¢* das Niveau « fiir Hy : ¥ < g einhélt.
In (a) haben wir gesehen, dass ¢* auch bester Test fiir Hp : ¢ = ¢¥; mit
¥1 < g gegen Hy : 9 = 9y ist, so dass im Vergleich zum konstanten Test
¢ = Ky, [p*] folgt Ey, [p*] > Ey, [p] = Ey, [¢*]. Wir schliefien Ey, ] <a
fiir alle 41 < vy.

O
Bemerkungen.

Die Giitefunktion G,

«(9) = Ey[p?] ist sogar streng monoton wachsend
fir alle ¥ mit G- (9 ) €

C))
(0,1), wie ein dhnlicher Beweis ergibt.
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(b) Im Beweis wurde eine Konvexkombination ¢ von Tests betrachtet.
Dieses Argument ldsst sich gut geometrisch darstellen. Allgemein be-
trachte bei einem bindren Modell mit (Py,P;) die Menge C =
{(Eo[e], E1[¢]) | ¢ Test} C [0,1]%. Diese ist konvex (Menge der Tests ist
konvex), abgeschlossen (folgt aus dem Satz von Banach-Alaoglu) und
enthélt die Diagonale (betrachte konstante Tests). Neyman-Pearson-Tests
entsprechen dann gerade der oberen Begrenzungskurve von C'.

5.12 Satz (Verallgemeinertes NP-Lemma). Es seien (X, %, (Py)yeco) mit © =
{0,1} ein (bindres) statistisches Modell, po,p1 die entsprechenden Dichten und
T € LY(Py) eine reellwertige Statistik. Ein Test der Form

1, falls pr(z) > kpo(z) + 1T (x)po(z)
p(x) =40, falls pi(z) < kpo(z) + 1T (x)po(x)
v, falls p1(x) = kpo(x) + 1T (x)po(x)

mit k,1 € RT und v € [0,1], der fiir o € [0,1] die Nebenbedingungen
Eolpl =a und Eo[T¢| = aEy[T]

erfillt, mazimiert die Giite E1[p] in der Menge aller Tests, die diese Nebenbe-
dingungen erfiillen.

5.13 Definition. Es sei © C ©. Dann heifit ein Test ¢ a-ihnlich auf ©', wenn
Eylp] = o fiir alle ¥ € ©' gilt.

5.14 Lemma. Betrachte das Testproblem Hy : ¥ € ©g gegen Hy : ¥ € ©1. Die
Parametermenge © = ©0U0 bilde einen metrischen Raum, 00 bezeichne den
topologischen Rand zwischen Hypothese und Alternative. und jeder Test besitze
eine stetige Giitefunktion bei allen ¥ € 00q. Ist dann ¢ a-dhnlicher Test auf
00y, der besser ist als alle unverfilschten, a-dhnlichen Tests auf 00q, so ist @
gleichmdf$ig bester unverfilschter Test zum Niveau .

Beweis. Aus Stetigkeitsgriinden erfiillt jeder unverfélschte Test ¢’ G/ (¥) = a
fiir ¥ € 00y, ist also a-dhnlich auf 00g. Daher ist ¢ gleichméfig bester Test
gegeniiber allen unverfilschten Tests. ¢ ist selbst unverfilscht, da ¢ gleichméfig
besser als der konstante Test ¢ = « ist. O

5.15 Satz. (Py)yco sei eine einparametrische Exponentialfamilie in n(9¥) und
T. © C R sei offen, 99 € © und n sei streng monoton (wachsend oder fallend)
und stetig differenzierbar um 99 mit n'(9g) # 0. Fir a € (0,1), k1 < ko und
1,72 € [0,1] erfiille der Test
1, falls T(z) < k1 oder T'(z) > ks
QO*(w) =140, falls T(x) S (kl, kg)
Yi, falls T(x) =k, i =1,2

die Nebenbedingungen
Byl ] =a und By [Te"] = aBy[T].

Dann ist ©* gleichmdfig bester unverfdlschter Test zum Niveau « fiir das
zweiseitige Testproblem Hg : ¥ = ¥¢ gegen Hy : 9 # .
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Beweis. Wir zeigen, dass ¢* fiir Py = Py, # Py = Py, die Form aus dem
verallgemeinerten Neyman-Pearson-Lemma besitzt. Mit a = n(J1) —n(d9) # 0,
b =log(C(v1)/C(d)) gilt

L(Y¥1,2) > kL(9g,2) + 1T (z)L(Vg, ) < exp(aTl(z)+b) > IT(x)+ k.

Wihle nun k,l € R so, dass die Gerade t — [t + k die streng konvexe Funktion
t — exp(at + b) genau bei t € {ki, ka2} schneidet. Dann gilt

L(Y1,z) > kL(Yg,z) + T (x)L(Yo,z) < T(x) ¢ [k1,k2] = ¢"(z) = 1.

Analoge Aquivalenzen zeigen, dass ¢* die gewiinschte Form besitzt, und fiir je-
den Test ¢, der die Nebenbedingungen erfiillt, gilt Ey, [¢*] = Ey, [¢] fiir 91 # Jo.
Nach dem vorigen Lemma reicht es nachzuweisen, dass ¢* gleichméflig bester
Test unter allen a-#hnlichen Tests auf 00y = {Jy} ist; denn wegen dominier-
ter Konvergenz (vergleiche Satz 3.10) ist die Giitefunktion G, jedes Tests ¢
in Yy sogar differenzierbar. Fiir unverfélschte Tests ¢ besitzt G, bei ¥q eine
Minimalstelle, so dass

G (0) = 0= / (@) (CW) (90)T () + C'(60)) exp(n(d0)T () ju(dz) = 0.

Wir erhalten also 7/(0g) Ey,[¢T] + aC'(¥9)/C(J99) = 0. Fiir den konstanten
unverfilschten Test pq () := « impliziert dies 1/ (9o) Ey, [T]+C"(%0)/C(Yo) = 0,
so dass jeder unverfélschte Test ¢ die angegebenen Nebenbedingungen erfiillt
und ¢* gleichméfig bester unverfilschter Test nach obigem Lemma ist. O

5.16 Beispiel. Es sei X1,...,X,, ~ N(9,0%) eine mathematische Stichpro-
be mit ¥ € R unbekannt und ¢ > 0 bekannt. Es liegt eine einparametrische
Exponentialfamilie in T'(z) = Y. ; 2; und n(9) = ¥/0? vor. Fiir ¥y € R gilt
n'(¥) = 072 > 0, und wir bestimmen einen gleichmiilig besten unverfilschten
Test von Hy : ¢ = ¥y gegen Hy : ¥ # ¥y gemif obigem Satz. Aus Symme-
triegriinden wahle k; = ndy — k, ko = ndg + k und verzichte wegen stetiger
Verteilung auf Randomisierung, so dass ¢* = 1(|T(z) — ndg| > k) gilt. Wir
erhalten mit Z = > | (X; — ) ~ N(0,nc?) unter Py,:

Eg,[¢™T] = E[(ndo + 2)1(|12] > k)] = E[ndo1(|Z] > k)] = Eg, [T] Eg, [¢].

Wihlt man also k = 0v/nq;_q /2 mit dem (1 —«a/2)-Quantil ¢;_, /2 von N(0,1),
so gilt Ey,[¢*] = «a, und der beidseitige Gaufitest ¢* ist — wie erwartet —
gleichméfig bester unverfélschter Test.

5.2 Bedingte Tests

5.17 Beispiel. In vielen Fillen sind bestimmte Parameter der Verteilung fiir
einen Test nicht von Interesse, aber sie beeinflussen die Giite eines Tests (soge-
nannte Stdorparameter oder nuisance-Parameter). Als wichtiges Beispiel haben
wir bereits den t-Test kennengelernt, wo eine Hypothese iiber den Mittelwert
 bei unbekannter Varianz im Normalverteilungsmodell X1, ..., X, ~ N (9, 0?)
getestet wird. Eine weitere wichtige Klasse bilden sogenannte Mehrstichpro-
bentests, wo nur das Verhéltnis von Kennwerten (wie Mittelwert) zwischen den
Stichproben getestet wird.
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5.18 Lemma. Ist T eine beziiglich ©' vollstindige und suffiziente Statistik und
ist ¢ ein auf ©" a-dhnlicher Test, so gilt Ee[p |T) = o Py-f.s. fiir alle ¥ € ©'.

Beweis. Aus Suffizienz und Vollstdndigkeit folgern wir jeweils fiir alle 9 € ©’

Eyle —a] =0=Ey[Eelp —a|T]| =0=E¢[¢p —a|T] =0 Py-fs.

5.19 Satz. Gegeben sei die natiirliche Exponentialfamilie

d Pﬁﬂ'
dp

(z) = C(, ) exp (VU (@) +(r, T(2)), @ €X, (9,7) = (W,71,...,74) € O,

sowie a € (0,1) und Yo € R mit (9o, 7) € int(©) fiir ein 7 € R¥. Dann ist

1, falls U(x) > K(T(x))
e (z) =<0, falls U(x) < K(T(x))
V(T (x)), falls U(z) = K(T'(z))

mit K(t) € R, v(t) € [0,1] derart, dass Eg,[¢* | T] = a Py, -f.s., ein gleichmdfsig
bester unverfilschter Test zum Niveau o von Hy : 9 < ¥g gegen Hy : 9 > vg.

5.20 Bemerkung. Der Beweis wird lehren, dass die bedingte Verteilung von
¢* gegeben T' unter Py, nicht von den Stoérparametern 7 abhéngt, diese also fiir
die Wahl von K (t),~(t) unerheblich sind.

Beweis. Ohne Einschréinkung sei p Wahrscheinlichkeitsmafl, sonst betrachte
= Pg fiir ein ¥ € ©. Dann besitzt nach dem Satz vom Bildmafl der Zufalls-
vektor (U, T) unter Py - die Dichte

dpYT
9,7 k
0T (u,t) =C(W,7)exp(Vu+ (1,t)), uweR, tecR".

Die bedingte Dichte von ]P’g‘TT:t beziiglich pYT=t ist daher gegeben durch

UlT=
dPg,L-T ! ) = exp(Yu + (7,1))
dplIT=t 7 [exp(thv + (7, 1)) u(dv)

= C(9)e’, ueR,

insbesondere also unabhéingig von 7. Unter der Bedingung {7 = t} ist also

1, falls u > K (t)
©*(u,t) = ¢ 0, falls u < K (t)
~(t), falls u= K(t)

mit Ey, [¢*(U,T) | T = t] = a (beachte: bedingte Erwartung ist unabhéngig von
7) ein gleichmifBig bester Test fiir Hy : ¥ < ¥y gegen Hy : ¥ > vy.

Betrachte 00 := {(J,7) € © |9 = ¥y}, dessen Projektion 11,00 auf die
letzten k Koordinaten nichtleeres Inneres in R besitzt. In Exponentialfamilien
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ist die Giitefunktion eines beliebigen Tests im Innern stetig (vergleiche Satz
3.10). Also reicht es nach Lemma 5.14, zu zeigen, dass ¢* gleichméfig bester
Test unter allen a-dhnlichen Tests ¢ auf 00 ist. Da I[;00¢ nichtleeres Inneres
im R” besitzt, ist T fiir (Py,,)r suffiziente und vollstandige Statistik, so dass
Lemma 5.18 fiir diese Tests Ey,[p|T] = « liefert. Da ¢*(s,t) die Giite der
bedingten Tests mit Eg, [p|T = t] = a nach dem Satz iiber beste einseitige
Tests maximiert, folgt fiir ¥ > ¥y und 7 € R* mit (9,7) € ©

Eﬂj[‘p*(Ua T)] = Eﬁ,T [Eﬂ,T[SO*(Uv T) ‘ T]] = Eﬁ,'r [Eﬂ,T[SO | TH = Eﬂ,‘r[@]'

Als technische Feinheit bleibt die Frage der Produktmessbarkeit von (u,t) —
©*(u, t), die aus der expliziten Konstruktion von K (t),y(t) mittels rechtsstetiger
Verteilungsfunktion folgt, siehe Lehmann/Romano, Seite 149, fiir Details. [

5.21 Beispiel. Zweistichproben-Poisson-Test: Es seien X7, ..., X, ~ Poiss(a)
und Y,...,Y,, ~ Poiss(b) zwei unabhéngige mathematische Stichproben mit
a,b > 0 unbekannt. Es soll die Hypothese Hy : a < b gegen die Alternative
Hy : a > b getestet werden. Die Beobachtungen folgen einer Exponentialfamilie
beziiglich dem ZahlmaB o auf NJ'™™. Es gilt mit z € N,y € N

d ]Pa,b e—na—mb

o) = gy o (o8t St 1og<b>(ga:i +j§zyj)).

i=1

Wir setzen p(dz,dy) = mpo(daz, dy) und erhalten mit obiger Nota-
ek J :

tion ¥ = log(a/b), U(z,y) = 3=, 2, 1 = log(b), T(z,y) = >, xi + >, y;. Wir
konnen also das reduzierte Testproblem Hy : ¢ < 0 gegen Hy : 9 > 0 bei Beob-
achtung der suffizienten Statistiken U, T betrachten. Nach obigem Satz hat ein
gleichméfig bester unverfilschter Test die Form

1, falls U(z,y) >
©*(z,y) =<0, falls U(z,y) <
V(T (), falls U(z,y) = K(T(z,y))

mit K (¢) minimal so, dass Po(U > K(t)|T =t) < « gilt. Als bedingte Vertei-
lung erhalten wir fiir u,t € Ng, u <t

B o Ppy(U=uT~-U=t—u) wl € (t—u;! €
IP>a,b(U =u|T = t) = P b(T — t) Tt (an)t _ap ()t
@, Dimo € 1 ©

_ (3) (an)™ (bm)*— [t < an )U< bm )tfu
Y (Y (an)iem)t=t \u) \an+bm/ \an + bm '
Beachte, dass diese Verteilung in der Tat nur von ¢ = log(a/b) und nicht von

71 = log(b) abhéngt. Im Fall ¥ = 0, also a = b, vereinfacht sich dies zu

n
n+m’

t . .
Py(U =u|T =1t) = <u)p“(1 —p)'™" = Bing p(u) mit p =
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Fiir den moglichen Fall T' = 0 gilt natiirlich U = 0, und wir setzen Bing ,(0) :=
1. Ist also b(1 — a, t, p) das (1 — «)-Quantil der Bin(¢, p)-Verteilung und ~(t) €
[0, 1] so gewahlt, dass das Niveau ausgeschopft wird, so ist

1, falls 33004 X > b(1—a, >0, Xi + 30, Yj,n/(n+m)
" =10, falls >0, X; <b(1—a,>; X;+ >, Yj,n/(n+m)
V(T (), falls 350, Xi =b(1 -0, 35 Xi+ 32, Yjn/(n+m)

gleichméfig bester unverfalschter Test von Hy : a < b gegen Hy : a > b zum
Niveau a.

Vergleiche dies mit einem ad-hoc-Test der Form ¢ = 1(1Y.X; >
ki >-;Yj), der zwei suffiziente Statistiken vergleicht. Das Quantil b(1 — o, t, p)
wéchst monoton in ¢ fiir & < 1/2, so dass fiir diesen Fall durch monotone
Transformationen auch ¢* in der Form 1(1 3, X; > k1 >-;Y;) (plus Rando-
misierung) dargestellt werden kann.

Mit den gleichen Argumenten ergibt sich auch das folgende Resultat fiir
zweiseitige Tests.

5.22 Satz. FEs liege die Situation des vorigen Satzes vor. Dann ist

1, falls U(x) < K1(T'(z)) oder U(x) > Ko(T'(x))
v (r) = {0, falls U(z) € (K1(T(2)), Kao(T(x)))
(T (z)), fallsU(x) = K;(T(x)),i=1,2,

mit K;(t) € R, v;(t) € [0,1] derart, dass
Byl | T] = a und By [Up™ | T] = aEyy[U[T]  Py,-f.s.

ein gleichmdajig bester unverfalschter Test zum Niveau o von Hy : 9 = ¥y gegen

H1:7.97£’l90.

Fiir Anwendungen erleichtert das folgende Resultat hiufig die Bestimmung
der bedingten kritischen Werte.

5.23 Satz (Basu). Es seien T und V' Statistiken auf einem statistischen Modell
(X, Z, (Py)yeco). Ist T suffizient und vollstindig sowie V' ancillary, d.h. Pq‘g/ 18t
unabhdngig von ¥ € ©, so sind T und V' unabhdngig.

Beweis. Betrachte Ey[ep(V)] fiir messbare [0, 1]-wertige ¢. Dann ist a :=
Ey[e(V)] unabhingig von ¥ wegen V ancillary und gemifi Lemma 5.18 folgt
Eo[p(V)|T] = a Py-fs. fiir alle ¥ € O. Dies impliziert Unabhéngigkeit mittels
Eyle(V)Y(T)] = Eplayy(T)] = Eg[p(V)] Eg[¢)(T)] und Einsetzen von Indikator-
funktion ¢ = 1p, ¥ = 1¢. O

5.24 Korollar. In der Situation von Satz 5.19 ist eine Statistik V' unabhdngig
von T unter jedem Py, -, wenn die Verteilung von V' nicht von 7 abhdngt.

Beweis. Dies folgt aus dem Satz von Basu und der Suffizient und Vollstandigkeit
von T fiir Py, » auf 00 (vgl. obiger Beweis). O
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5.25 Beispiele.

(a)

(b)

Betrachte eine mathematische Stichprobe Xi, ..., X,, ~ N(u,0?) mit pu €
R, ¢ > 0 unbekannt. Wir erhalten eine natiirliche Exponentialfamilie in
Ux) =z, T(z) = Y0 22 mit ¥ = nu/o?, 1 = —1/(20?). Teste auf
den Mittelwert Hy : = 0 gegen Hy : p # 0 (fiir allgemeines Hy :
i = po verschiebe entsprechend), d.h. Hy : ¢ = 0 gegen Hy : ¢ # 0.
Betrachte daher ¢*(u,t) := 1(u ¢ [K1(t), K2(t)]) mit Ey—o[¢*(U,T) | T] =
a, Ey—olUp*(U,T)|T] = aEy—o[U|T]. Um diese bedingten Erwartungen
auszurechnen, ist es einfacher, V = U/ VT zu betrachten. Fiir ¥ = =0
ist die Verteilung von V unabhiingig von 71 = —1/(202), so dass mit
Basus Satz die Unabhéngigkeit von V und T folgt und somit

a=Py—o(U & [K1(T), K2(T)] | T = t)

= Py—o(V ¢ [VtK1(t), VK (1)] | T = 1)
=Py—o(V & [K1, K3)).

Entsprechend erhalten wir aus der symmetrischen Verteilung von V die
Bedingung

Ey—o[VVIL(V ¢ [K1, K3])] = aEy—o[VVT|T =t] = 0.

Wegen der Verteilungssymmetrie von V wihle f(g = —K;, womit die
zweite Bedingung erfiillt ist. Fiir die erste wihle K so, dass Py—o(|V| >

K) = a gilt. Da|Z| mit Z = 7”711(11\/%)2‘/ ~ tn—1 (vereinfache und vergleiche
mit Korollar 1.16) monoton in |V| wéchst, ist ¢* gerade der zweiseitige
t-Test v* = 1(|Z]| > qi(n—1);1—a/2), 8-0. Genauso ergibt sich der einseitige
t-Test als gleichméfig bester unverfalschter Test fiir Hy : p < po gegen

Hy:p > po.

Betrachte den Fall zweier unabhéngiger mathematischer Stichproben
X1,..., X ~ N(p,02), Y1,..., Y, ~ N(v,7%) mit p,v € R, 0,7 > 0 un-
bekannt. Es soll Hy : = v gegen Hj : p # v getestet werden. Im Fall o #
7 gibt es bislang keine befriedigende Losung (Behrens-Fisher-Problem,
1935). Hier betrachte daher den Fall 7 = o mit Lebesguedichte

1 my_ - Ny _
fua(@,y) = Cluvio)exp (= 55 (Y2t + 3 43) + 4o+ 253).
i j

so dass eine Exponentialfamilie in U(z,y) = y — Z mit 9 = (v —
w)/(?(m~t+n1), Ti(z,y) = mz+ng mit 71 = (mp+nv)/(c?(m+n))
und Th(z,y) = Y, 2?2 + > y]2 mit 75 = —1/(202) vorliegt. Ubrigens ist
gerade diese Darstellung mit ¢ o< v — g und U « Y — X im Behrens-
Fisher-Problem nicht mehr gegeben. Um Hy : ¢ = 0 gegen H; : 9 # 0 zu
testen, wihle wieder eine Teststatistik V', unabhéngig von T" unter Py, -.

In der Tat héngt die Verteilung von

Y- X

V(X,Y):= — =
VX = X)? XY - )
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fir ¥ = 0 (u = v) nicht von 7, also von g und o2, ab. Nach dem
Satz von Basu sind also V und T unabhéngig. Auflerdem gilt V =
U/\/To —TE/(m +n) — mnU2/(m +n) und |V| wiichst streng monoton
in |U]. Daher ist ein gleichméBig bester Test ¢* = 1(U ¢ [-K(T'), K(T)])
(Ki(t) = —Ks(t) wegen Symmetrie bzw. aus zweiter Nebenbedingung)
auch als ¢* = 1(V ¢ [-K(T),K(t)]) darstellbar. Wegen der Un-
abhéngigkeit von T und V fiir ¥ = 0 ist K(T) = K unabhiingig von
T zu wihlen. Nun ist Z := /(m+n—2)/(m 1 +n )V fir ¥ =
der Quotient des N(0,1)-verteilten Zihlers (Y — X)/\/o2(m~1 +n-1)
und des Nenners \/(Zz(Xz - X)2 4+ > Y — Y)2)/(0%(m +n —2)), des-
sen Quadrat, mit m + n — 2 multipliziert, xy*(m + n — 2)-verteilt fiir
¥ = 0 ist. Wie im Einstichprobenfall sind auch hier Z&hler und Nen-
ner unabhiingig, so dass Z t(n + m — 2)-verteilt ist. Als gleichméBig
besten unverfilschten Test erhalten wir also den Zweistichproben-t-Test
‘10* = 1("/ X Y > \/ I+ n_l /(m +n— 2)Qt(n+m—2);1—a/2) auf
Ho.u—l/gegenHl £ .

5.3 Likelihood-Quotienten- und Y2-Test

Inspiriert vom Neyman-Pearson-Test fiir einfache Hypothesen und Alternativen
definieren wir:

5.26 Definition. Es sei (X,.7, (Py)yco) ein dominiertes statistisches Modell
mit Likelihoodfunktion L. Likelihood-Quotienten-Test fiir Hy : ¥ € ©g gegen
Hip : ¥ € O1 heifit jeder Test der Form

1 falls A(x) > k
p(r) =140,  falls A(x) <k mit A(z) =
v(z), falls A(z) =k

~—

SUpyco, LY,z
SUpyeo, L(V, x)

€ [0, +o0]

und k € RT, y(z) € [0,1] geeignet.

5.27 Bemerkung. Im Allgemeinen liegt ©; dicht in © und die Likelihood-
Funktion ist stetig in . Dann gilt supycg, L(¥,2) = supyee L(J,z) =
L(V(z),z) mit einem Maximum-Likelihood-Schiitzer 9. Dies ist auch Grund-
lage der asymptotischen Theorie.

5.28 Beispiel. Im Fall einer natiirlichen Exponentialfamilie erhalten wir fiir
©; dicht in ©:

A(w) = it exp((d — 90, T(@) ~ AWD) + A(d)).

Falls der Maximum-Likelihood-Schiitzer 9 im Innern von © liegt, so folgt
Ej(a) [T] = T'(z) gemaf Satz 3.10 und daher nach Lemma 4.17

log(A(2)) = inf KL(P | Psy)

Die Likelihood—(;uotienten—Statistik A misst hier also in natiirlicher Weise den
Abstand der zu ¥ € © gehorenden Verteilung zur Hypothesenmenge (Py, )g,co,-
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5.29 Lemma. In der Situation vom Satz 5.9 iiber beste einseitige Tests fiihrt
der Likelihood-Quotienten-Test gerade auf den angegebenen besten Test.

Beweis. Schreibe

Supyeo, L(V, x) — sup L(¥,x) 0 L(¥g, x)
SUDyeo, L(0,z)  ysv, L(Vo,x) <90 L(V, )
= sup h(T(z),90,9) inf h(T(z),9 o).
9>00 ¥ <o

Dann sind die beiden Funktionen A monoton wachsend in 7" und damit auch
das Supremum, das Infimum sowie das Produkt. Also gilt fiir einen Likelihood-
Quotienten-Test ¢ sowohl p(z) = 1 fiir T(x) > k als auch ¢(z) = 0 fiir T'(z) < k
mit k& € R geeignet. [

5.30 Bemerkung. Im Fall des zweiseitigen Testproblems aus Satz 5.15
fiihrt der Likelihood-Quotienten-Test zwar auf einen Test mit Ablehnbereich
{T(z) ¢ [K1, K]}, allerdings ist er im Allgemeinen nicht mehr unverfiilscht,
wie folgendes Gegenbeispiel lehrt: X ~ Poiss(¢}) fithrt auf einen Ablehnbe-
reich {X (log(X/0y) — 1) > k}, was fiir k& > 0 einem einseitigen Ablehnbereich
{X > k} entspricht. Hingegen sind im Fall der Normalverteilung ein- und zwei-
seitige Gauf3- und ¢-Tests Likelihood-Quotienten-Tests.

5.31 Satz. Es mdgen die Voraussetzungen aus Satz 4.27 gelten. Es sei
0 € ntO), und die Hypothesenmenge Oy = {(V1,...,9,,0,...,0) €
O|Y,...,9, € R} liege in einem r-dimensionalen Unterraum, 0 < r < k
(©¢ = {0} falls r =0). Dann gilt fir die Fitted-Loglikelihood-Statistik

An () := sup Zf(ﬁ,xi) — sup Zf(ﬁ,xi)

Je© i=1 196@0 i=1

unter jedem Py, mit 99 € ©g N int(O) die Konvergenz 2\, 4 X2(k — 7). Insbe-
sondere besitzt der Likelihood-Quotienten-Test o(x) = 1(An(x) > %qu(k—r),l—a)
mit dem (1 — a)-Quantil der x*(k — r)-Verteilung auf ©g N int(©) asymptotisch
das Niveau o € (0,1).

Beweis. Im folgenden sei II, : R¥ — R” die Koordinatenprojektion auf die
ersten r Koordinaten. Im Beweis von Satz 4.27 haben wir fiir den MLE 9,
insbesondere gezeigt, dass mit K, (d,2) = —1 3., £(9,2;) fiir n hinreichend
grof3 gilt

.. 1

_Kn(ﬁO) = Kn(ﬁn)(én_ﬁO)v Kn(790)_Kn(1§n) = §<Kn(én)(1§n_"90)a§n_ﬁ0>

mit Zwischenstellen ﬁni Uy, Nun gilt mit (B2) und der Konsistenz von 4, gerade

K (95) = I(¥0), K, (9,) — I(¥) in Py,-Wahrscheinlichkeit. Bezeichnet op(1)
Terme, die stochastisch gegen Null konvergieren, so folgt

Kn(90) — Kn(Fn) = 541 (00) ™ Kn(00), Kn(00)) + 0p(1).

65



Vollkommen analog erhélt man fiir den MLE 792 iiber die kleinere Parameter-
menge Op, indem man formal ©g C R* mit I1,0, C R identifiziert,

Kn(90) — Kn(09) = 3 {1°00) ™ K(00), K2(d0)) + op (1),

wobei K den Cradienten von K, als Funktion der ersten » Argumente und
1°(9) = M, I(9)II] die r x r-Fisher-Informationsmatrix beziiglich dieser r
Parameterwerte bezeichne. Im ausgearteten Fall r = 0 setze einfach 99 = 0.
Insgesamt erhalten wir

2\ = 2n (K, (9°) — K, (0y))
= ((I(90) " =TT I° (W) T, )v/nKp(90), VR EKn (90)) + op(1).

Nach dem zentralen Grenzwertsatz (wie im Beweis von (B1)) gilt /nK,(9o) 4
N(0,I(¥)), so dass mit Slutskys Lemma

D B (B — I(90)Y2ILT I0(99) 1, 1(90) /%) Z, Z)

mit Z ~ N(0, Ey). Die Matrix M := I(09)"/2I1] 19(0¢) 11,1 (99)"/? ist sym-
metrisch und beschreibt wegen M? = M eine Orthogonalprojektion. Als Spur
erhalten wir (benutze tr(AB) = tr(BA))

tr(M) = tr(I(9)IL 1°(9) "1, = tr(IL.1(9o)IL) I°(00) 1) = tr(E,) = -

Also besitzt M Rang r und Ej — M ist Orthogonalprojektion von Rang k — r.
Dies impliziert (vergleiche die Beweise im linearen Modell), dass ((Ex,—M)Z, Z)
x2(k — r)-verteilt ist.

Schliellich bemerke, dass aus der Stetigkeit von ¢ fiir die Likelihood-
Quotienten-Statistik folgt

supyee [ =1 L(Y, 2:)
supyee, [ [imy L(V, 2:)
und somit auf Grund der Montonie des Logarithmus der Likelihood-Quotienten-

Test allgemein einen Ablehnbereich der Form {\, > k} besitzt. Beachte, dass
eine Randomisierung asymptotisch vernachléssigbar ist. O

log Ay, (z) = log ( ) = ()

5.32 Bemerkungen.

(a) Allgemeiner kann man Hypothesenmengen ©( betrachten, die 7-
dimensionale C!'-Untermannigfaltigkeiten von © bilden, vergleiche Satz
6.5 in Shao. Auflerdem kann auf die Kompaktheit von © verzichtet wer-
den, sofern die Konsistenz des Maximum-Likeliohood-Schétzers garantiert
ist. Fiir offene © C R¥ gilt dann Konvergenz unter ganz Hy, d.h. unter
Py, fiir alle ¥y € Oy.

(b) Fiir Anwendungen duferst niitzlich ist, dass die asymptotische Verteilung
von A, unabhingig von ¥y € Og ist; der Likelihood-Quotienten-Test ist
asymptotisch verteilungsfrei.
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(c) Die asymptotische Verteilung von 2),, unter lokalen Alternativen 9 =
Yo+h//n ist eine nicht-zentrale x?(k —r)-Verteilung, vergleiche Satz 16.7
in van der Vaart. Fiir feste Alternativen ¥ € ©1 und n — oo erhalten wir
insbesondere Konsistenz des Likelihood-Quotienten-Tests ,,, das heifit

limy, 00 Ey[pn] = 1.

(d) Zwei weitere wichtige asymptotische Likelihood-Tests sind der Wald-Test
und der Score-Test. Beim Wald-Test fiir eine einfache Hypothese Hy :
9 = 9¢ wird die Teststatistik W,, = n(I(van)(f@n — o), - Vo) mit dem
Maximum-Likelihood-Schétzer betrachtet, die unter den Bedingungen
von Satz 4.27 ebenfalls x2(k)-verteilt ist, und der Wald-Test ist von der
Form 1(W,, > k). Im selben Modell ist Raos Score-Test gegeben durch
o = 1Ry > k) mit Ry = 2(1(0)" (X0, £(d0, X)), X1y (00, X)),
wobei R, gerade die Approximation von 2\, aus obigem Beweis ist und
somit ebenfalls x?(k)-verteilt ist.

5.33 Beispiel. Es werde ein Zufallsvektor N = (N, ..., Ni) beobachtet, der
der Multinomialverteilung mit Parametern n und p = (p1,...,px) folgt. Be-
achte, dass N suffiziente Statistik bei n unabhingigen multinomialverteilten
Beobachtungen mit Parameter (1,p) ist und somit die obige Asymptotik fiir
n — oo greift. AuBlerdem kann wegen pr = 1 — Zi:ll p; als Parametermenge

= {p € [0,1]*1] 3, pi < 1} C R¥! verwendet werden. Wir betrachten
das Testproblem Hy : p = p° gegen Hj : p # p'. Da p = N/n der Maximum-
Likelihood-Schétzer von p ist, erhalten wir

o () NN (N )Ny
Ap = 10g< (Nl.r.l.Nk)(pl) )M ) = ;Nz log(N;/(npy)).

Beachte nun, dass Eyo[(N; —np})?/(np?)] = 1 — p{ <1 gilt, so dass wegen der
Entwicklung (z + h) log((z +h)/z) = h+h?/(2z) +o(h?/z) sowie 3. N; =n =
Zi np? asymptotisch

k R
=23 (v = ) + TP oy — )

1 2np;

Z:( .
SR pl +op(1)

n
i=1 pz

. 0)2
gilt. Damit konvergiert also auch Zle % unter Hy in Verteilung gegen

X*(k = 1).
5.34 Definition. Bei Beobachtung eines Zufallsvektors N = (Ny, ..., Ny), der

der Multinomialverteilung mit Parametern n und p = (p1,...,px) folgt, heifit
X2 = Zle % Pearson’s y2-Statistik fiir die Hypothese Hy : p = p° und

¢ = 1(Xz > ¢2(k-1)1-a) X-Test mit dem (1 — a)-Quantil g,2(;_1)1_, der
x?(k — 1)-Verteilung.

Wir haben also als Folgerung:
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5.35 Korollar. Der x?-Test besitzt unter Hy : p = p® asymptotisch das Niveau
a € (0,1).

5.36 Bemerkung. Es gibt mannigfache Verallgemeinerungen, insbesondere
bei Hypothesen Hy der Dimension 0 < r < k — 1 wird py durch einen MLE p°
ersetzt, und es ergibt sich asymptotisch eine x?(k — r — 1)-Verteilung. Der y2-
Test dient hdufig als Goodness-of-fit-Test, beispielsweise konnen Zufallszahlen
darauf getestet werden, ob jede Ziffer mit gleicher Wahrscheinlichkeit auftritt,
was dem Fall k = 10 und p{ = - - = p(l)0 =0, 1 mit Ziffernléinge n entspricht.

5.37 Beispiel. Klassische Anwendung des y?-Tests ist die Uberpriifung von
Mendels Erbsendaten. Bei einer Erbsensorte gibt es die Ausprdgungen rund
(A) oder kantig (a) sowie gelb (B) oder griin (b). Die Merkmale rund und
gelb sind der Theorie nach dominant, so dass die Genotypen AA, Aa, aA zum
Phénotyp rund und nur der Genotyp aa zum Phénotyp kantig fithrt. Ebenso ist
gelb dominant. Betrachtet man nun Nachkommen des heterozygoten Genotyps
AaBb, so sollten die vier Phinotypen im Verhéltnis 9:3:3:1 auftreten. Mendels
Daten (1865) waren bei n = 556 Erbsen 315 AB, 101 aB, 108 Ab, 32 ab.

Als natiirliches Modell ergibt sich unter der Hypothese eine Multinormal-
verteilung mit Parametern n und p° = (9/16,3/16,3/16,1/16). Als x2-Statistik
erhalten wir

2 . (315-312,75) (101—104,25)2 (108—104,25)2 (32—34,75)2 __
Xn *= 312,75 + 104,25 + 104,25 + 34,75 ~0,47.

Der sogenannte p-Wert des y2-Tests bei diesen Daten betriigt 0,9254 (P(X >
0,47) ~ 0,9254 fiir X ~ x%(3)), das heifit, dass der x%-Test die Nullhypothese
zu jedem Niveau o < 0,9254 akzeptiert hitte! Diese beeindruckende Giite der
Daten hat andererseits zum Verdacht der Datenmanipulation gefiihrt.
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