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1 Wahrscheinlichkeitsraume

1.1

Ereignisse, Wahrscheinlichkeiten und Zufallsvariablen

1.1 Beispiele.

(a)

()

1.2

Wiirfeln mit zwei unterscheidbaren Wiirfeln wird durch die Grundmenge
Q = {1,2,3,4,5,6}2 beschrieben. Interpretation ist, dass Versuchsausgang
(n1,n2) € Q bedeutet Augenzahl des 1. Wiirfels = nq, des 2. Wiirfels = no.
Ereignisse sind z.B. A1 =es wird ein Pasch gewtirfelt, As =die Augensum-
me ist 7, Az =es tritt keine 1 auf. Ereignisse werden als Teilmengen von €2
modelliert: A; = {(1,1),(2,2),(3,3),(4,4),(5,5),(6,6)}, A2 = {(n1,n2) €
Qny +n2 = 7}, As = {(n1,n2) € Q|n1 # 1 und ng # 1}. Sind al-
le Versuchsausgiinge gleichwahrscheinlich, so ist die Wahrscheinlichkeit
eines Ereignisses A C 2 gleich der Anzahl aller fiir A giinstiger Versuchs-
ausginge geteilt durch die Anzahl aller moéglichen Versuchsausgénge, d.h.
P(A) = 5. Wir erhalten P(Ay) = }, P(4y) =}, P(A3) = 2.

Beim n-fachen Wurf einer Miinze setzen wir = {0, 1}" mit Interpretati-
on (by,...,b,) € Q kodiert Ergebnis in den Wiirfen 1 bis n via b; = 1 fiir
Kopf im i-ten Wurf, b; = 0 fiir Zahl im i-ten Wurf. Wir betrachten die Er-
eignisse A1 = {(1,...,1)} (n-mal Kopf), Ao ={b€ Q|by+ - -+b, =n—1}
((n—1)-mal Kopf), Az = {b€ Q|by+---+b, < n—1} (mindestens einmal
Zahl). Sind alle Versuchsausgénge gleichwahrscheinlich, so erhalten wir
P(A}) = 27", P(Ay) = n2™", P(A3) = 1 — 27" Beachte, dass Az = AL
und P(A;) + P(As) = 1 gilt. A; und As heiflen auch komplementire
Ereignisse oder Gegenereignisse.

Wir nehmen nun an, dass die Miinze beliebig oft hintereinander gewor-
fen wird. Die Versuchsausgéinge modellieren wir dann durch 0-1-Folgen
B = (by)nen = (b1,b2,...), dh. @ = {0,1}. Ereignisse sind dann
A = {(1,1,...)} (immer nur Kopf), Ay = {b € Q|VM € N3k € N :
by = bgy1 = -+ = brry—1 = 1} (fiir jedes M € N gibt es einen
Kopf-run der Linge M). Wegen |Q2] = oo gibt es keine Gleichvertei-
lung auf den Versuchsausgéngen. Intuitiv wiirden wir aus (b) schlieflen
P(A;) = lim;, 400 27" = 0, wihrend P(Az) nicht klar ist. Es fehlt eine
mathematisch formale Einfiithrung des Wahrscheinlichkeitsmafles P und
seiner Eigenschaften.

Definition. Mit € werde die nichtleere Menge der moglichen

Versuchsausgénge oder Ergebnismenge, Grundmenge bezeichnet. Ein Teilmen-

gensystem .# C () heift Menge der interessierenden Ereignisse oder ma-
thematisch o-Algebra, falls gilt:

(a)
(b)
()

I

Y

Qe
Ae F = A¢ec F;
A

n€F,neN=,cn4n € F.



Die Elemente von .# heiflen Ereignisse. Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P (auch
Wahrscheinlichkeitsverteilung genannt) auf % ist eine Abbildung P : .% —
[0, 1], die den Kolmogorovschen Aziomen (1933) geniigt:

(a) P(2) =1 (Normierung);

(b) fiir A, € .Z#, n € N, paarweise disjunkt gilt

P( U An) = 3" P(4,) (o-Additivitit).

neN neN

Ein Wahrscheinlichkeitsraum ist ein Tripel (£, .%#, P), bestehend aus einer
Ergebnismenge €, einer o-Algebra .# iiber 2 sowie einem Wahrscheinlichkeits-
maf} P auf #.

1.3 Beispiele. Auf jeder nichtleeren Ergebnismenge (2 existieren die triviale
o-Algebra {@, Q} sowie die Potenzmenge &2(2) als o-Algebren. Fiir wy € € ist
das Einpunkt- oder Diracmaf} d,,,(A4) = 1(wp € A), A € .F, ein Wahrschein-
lichkeitsmaf auf jeder o-Algebra .# iiber €. Sind (P, ),>1 Wahrscheinlichkeits-
mafle auf einer o-Algebra .7, so auch jede Konvexkombination ), -, wy, P, mit
wy, = 0 und Zn>1 wy, = 1. Die Einpunktmafle bilden Extremalpunkte der kon-
vexen Menge aller Wahrscheinlichkeitsmafle auf ..

1.4 Lemma. Fiir jede o-Algebra F gilt:
(a) @ € .F;
(b) A1, A9 € ¥ = A iU Ay € F;
(c) Ape FneN= ), nyAn, A1 NAy € F.
1.5 Lemma. Fir jedes Wahrscheinlichkeitsmaf$ P : % — [0, 1] gilt:
(a) P(2) =0;
(b) A,Be %, AC B= P(A) < P(B);
(c) VA,Be % : P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(AN B);
(d) VA, € F,mn 211 P(U,>1 An) < 22,51 P(An) (Subadditivitit);

(e) Fir A, € F,n > 1, mit A, T A (dh A, C Apt1, U, An = A) gilt
P(A) = limy, o0 P(Ay) (o-Stetigkeit).

Andererseits ist jede normierte, additive Mengenfunktion Q : % — [0,1] (d.h.
Q) =1, Q(AUB) = Q(A)+Q(B) fiir alle disjunkten A, B € .F ), die o-stetig

ist, auch o-additiv und damit ein Wahrscheinlichkeitsmaf.

1.6 Definition. Es sei (Q,.#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (.5,.%) ein
Messraum. Dann heifit eine Funktion g : 2 — S messbar (bzgl. (#,.7)), falls

VAe . : g A)eZF



gilt. Jede solche messbare Funktion heiit (.S,.7)-wertige Zufallsvariable. Fiir
S = R? wird kanonisch .# = Bpa (Borel-o-Algebra, siehe unten) gewihlt, und
man spricht blofl von einer Zufallsvariablen (d = 1) bzw. einem Zufallsvektor
(d>2).

Die Verteilung einer (S, .7 )-wertigen Zufallsvariablen X ist das Wahrscheinlich-
keitsmaf (!)

PX(A) = P(X € A) = P(X"}(4)), Ae.7.

Die Verteilung PX von X ist also das BildmaB von P unter X. Mit der
Verteilungsfunktion (Dichte, Zihldichte) von X werden wir stets die zu P~

gehorige Grofle meinen.
Wir schreiben kurz {X € A} = {w € Q]| X(w) € A}, {X =2} :={w €
QN X(w)=2z}, P(X€A):=P{X € A}), P(X =z):= P{X = x}) etc.

1.7 Beispiele.

(a) Beim Wiirfeln mit 2 Wiirfeln interessiert uns die Augensumme X als abge-
leiteter Parameter. Formal betrachten wir Q = {1,2,3,4,5,6}%, X : Q —
R mit X ((n1,n2)) = ni+no. Das Ereignis { X = 7} ist dann kurz fiir {w €
Q: | X(w) = 7} = X_l({7}) = {(17 6)7 (27 5)7 (374)7 (47 3)7 (57 2)7 (67 1)} -
Q und {X ist gerade} = {w € Q| X (w) € {2,4,6,8,10,12}}.
X transportiert das Wahrscheinlichkeitsmaf8 P auf €2 nach R: PX(A) :=
P(X7Y(A) = P({w € Q| X(w) € A}) = P(X € A) fiir A C R. Beachte,
dass hier jede Funktion X : 2 — R messbar und damit Zufallsvariable

ist, da © mit der Potenzmenge &({2) als o-Algebra versehen ist, so dass
PX sogar auf 2 (R) wohldefiniert ist.

(b) Auf einem Wahrscheinlichkeitsram (£2,.%, P) ist die Indikatorfunktion
X(w) =14(w) =1(w € A), w € Q, genau dann eine reellwertige Zufallsva-
riable, wenn A € .% gilt. Fiir ihre Verteilung gilt PX = P(A%)d,4 P(A);.

1.2 Diskrete Verteilungen

1.8 Definition. Ist Q eine abzihlbare (d.h. endliche oder abziahlbar unendliche)
Menge und P ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf .# = 22(2), so heifit (2, .#, P)
diskreter Wahrscheinlichkeitsraum. Man nennt eine S-wertige Zufallsvariable X

diskret verteilt, falls sie beziiglich &2(S) messbar ist und einen diskreten Wahr-
scheinlichkeitsraum (S, 22(S), PX) generiert. Ist X eine diskrete S-wertige Zu-
fallsvariable und S C R? (S abzihlbar und somit #(S) C Bpa), so bezeichnet
man X auch als diskrete R%wertige Zufallsvariable.

1.9 Beispiel. Das Modell des Wiirfel- und des n-fachen Miinzwurfs bildet einen
diskreten Wahrscheinlichkeitsraum. Die Augensumme beim Miinzwurf ist eine
diskret verteilte Zufallsvariable.

1.10 Lemma.



(a) Ist (Q,.F,P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, so ist P eindeutig
durch seine Zdhldichte p : Q — [0, 1] mit p(w) := P({w}) festgelegt.

Ebenso legt bei einer diskret verteilten S-wertigen Zufallsvariablen X die
zugehirige Zihldichte pX(s) = P(X = s), s € S, die Verteilung PX
eindeutig fest.

(b) Ist andererseits Q0 eine endliche oder abzihlbar unendliche Menge und
besitzt p : 2 — [0,1] die Eigenschaft ) o p(w) =1, so wird durch

=) »pw), ACH,

w€eA

ein Wahrscheinlichkeitsmaf P auf % = P2(Q) definiert, dessen Zihldich-
te p 1ist.

1.11 Lemma (Urnenmodelle). In einer Urne liegen N Kugeln mit den Auf-
schriften 1,2,...,N. Es werden n Kugeln gezogen. Dann gilt fiir die Anzahl
verschiedener Versuchsausgdinge:

Mit Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
O ={1,...,N}", |Q|=N"

Ohne Zuriicklegen, mit Betrachtung der Reihenfolge:
Qy = {(k:l, coskn) |k, k€ {1,..., N} paarweise verschieden},

|Qg| = (N ) furn<N

Ohne Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
Q3 ={AC{1,....,N}||A] = n}, |Q3| = (Y) firn < N.

Mit Zuriicklegen, ohne Betrachtung der Reihenfolge:
942{(81,.. Sn)H S1 < 89 < - sn<N} |Q4| (N-i-n 1)'

1.12 Beispiel. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass in einem Raum mit
n Personen keine zwei Personen am selben Tag Geburtstag haben? Geht man
von 365 Tagen im Jahr aus, so ist die Menge aller Geburtstagskombinationen
gerade €27 mit N = 365. Das Ereignis, das keine zwei Personen am selben
Tag Geburtstag haben, entspricht dann gerade (2. Unter der Annahme einer
Gleichverteilung ergibt sich daher fiir die gesuchte Wahrscheinlichkeit m
Approximativ ergibt sich exp(—n(n —1)/(2N)) und konkret 0,432 fiir n = 25;
4,40107% fiir n = 50; 2, 20107 fiir n = 80; 2, 7e10~ 1 fiir n = 100.

1.13 Definition. Folgende Z&hldichten beschreiben wichtige Verteilungen:

Laplace-/Gleich-Verteilung: pr,,q)(w) = \Ql w € Q, fur [Q] < oo;

hypergeometrische Verteilung: Parameter 0 <n < N, 0<W <N
N-W\ (W

GV

PHyp(N,Wn) (W) = w e {0,..., W}



Bernoulli-Schema: Linge n € N, Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
PBern(n,p) (w) = pZ?:l v (1 - p)n_zzlzl Y w= (wb cee ,Wn) S {07 1}71'

Binomialverteilung: Linge n € N, Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1]
n —
pBin(n,p)(k) = <k>pk(1 _p)n k, ke {0,1,...,7?,}.

Geometrische Verteilung: Erfolgswahrscheinlichkeit p € (0, 1]
pG’eo(p)(k) = (1 - p)k_lpa ke N.

Poissonverteilung: Parameter A > 0
k

A
pPois()\)(k) =e€ )\ﬁ, ke Np.

1.14 Satz (Poissonscher Grenzwertsatz). Es seien p, € [0,1] gegeben mit
limy, 00 NP, = A > 0. Dann gilt fir alle k € Ny

nll)fglo PBin(n,pn) (k) = PPois(\) (k)

1.15 Satz (Vitali, 1903). Sei Q = {0, 1} der Ergebnisraum des unendlich oft
wiederholten Miinzwurfs. Dann gibt es kein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf der
Potenzmenge (), das folgender Invarianzeigenschaft geniigt:

VACQ,neN: P(T,(A)) = P(A),
wobei Tp(w) = Tp(wr,wa,...) = (Wi1,...,wWn-1,1 — Wy, Wnt1,...) das Ergebnis
des n-ten Wurfs umkehrt.

1.3 MaBtheorie und Wahrscheinlichkeitsmafle im R

1.16 Lemma. Es sei & C P(Q) ein System von Teilmengen von Q). Dann gibt
es eine kleinste o-Algebra 7, die & enthilt.

1.17 Definition. In der Situation des vorigen Lemmas sagt man, dass die o-
Algebra # von & erzeugt wird. & heifit Erzeuger von % und man schreibt
F =0(8).

1.18 Definition. Es sei (.9, d) ein metrischer Raum. Dann heifit B¢ := o({O C
S| O offen}) Borel-o-Algebra tiber S.

1.19 Satz.

(a) Die Borel-o-Algebra Br tiber R wird auch erzeugt von folgenden Mengen-
systemen:
(i) &1:={(a,b)|a,b € R};
(”) & = {[a> b} ’a>b € R};



(iii) & = {(a,b]|a,b € R};
(iv) &4 = {(—00,b]|b e R};
(v) & = {(—00,b)|bER}.

(b) Die Borel-o-Algebra Bpa iber RY wird auch erzeugt von folgenden Men-

gensystemen:

(i) & = {(a1,b1) x --- x (ag,bq) | ap,bp € Rk =1,...,d};
(i) & = {[a1,b1] X -+ X [aq, bq] | ar, by E Rk =1,...,d};
(iii) & = {(a1,b1] x -+ x (ag,bq] | ar, b, € Rk =1,...,d};
(iv) &F = {(—00,b1] X --- x (—00,bg] | by, € Rk =1,...,d};
(v) &&= {(—00,b1) x -+ x (—00,bq) |bp ERk=1,...,d}.

1.20 Lemma. Eine Funktion g : Q — S ist bereits (F,.)-messbar, falls fir
einen Erzeuger & von .7 gilt

VAe&: gl(A) e 7.
1.21 Korollar.

(a) Jede stetige Funktion g : S — T zwischen metrischen Raumen (S, dg) und
(T, dr) ist Borel-messbar, d.h. (Bg,Br)-messbar.

(b) Jede Funktion g : Q2 — R mit {g < y} € F fir alle y € R ist (F,Bg)-
messbar.

(¢) Falls gn, : @ — R (F,Br)-messbar sind fir alle n > 1, so auch inf,, g,,
sup,, gn, limsup,, gn, liminf, g,, sofern diese Funktionen endlich sind.
Falls der punktweise Grenzwert limy, g, iberall existiert, so ist auch dieser
(Z,BRr)-messbar.

(d) Sind g1,...,94 : @ — R (F,Br)-messbar und ist h : R? — R* Borel-
messbar, so ist w — h(g1(w),...,ga(w)) (F,Bgr)-messbar; insbesondere
sind also messbar: (g1,...,94), 91 + 92, 91 — 92, gi1eg2, g1/g2 (falls iberall
wohldefiniert), max(gi1, g2), min(gy, g2).

(e) Ist g: Q — S (F,.)-messbar und h : S — T (%, T )-messbar, so ist die
Komposition ho g (F,7)-messbar.

1.22 Definition. Es sei {2 eine nichtleere Menge. Dann heifit & C 22(9)
Algebra tiber €, falls gilt:

(a) Qe o
(b) Ac o = A° € o
(c) ABed = AUBE 4.

Eine Abbildung p : &7 — [0, 00] heifit Pramaf iiber <7, falls



(b) fiir A, € &/, n € N, paarweise disjunkt mit | J,, A, € &7 gilt

u( U An> = Z,u(An) (o-Additivitét).

neN neN

1 heifit Maf, falls &7 bereits eine o-Algebra ist. Ein Maf3 i heifit o-endlich, falls
es A, € &/, n €N, gibt mit u(A,) < oo und Q = J,, A,,. Konsistent mit obiger
Definition heifit ein Mafl ;x Wahrscheinlichkeitsmaf}, falls u(Q2) = 1 gilt.

1.23 Satz (MaBerweiterungssatz von Carathéodory, 1917). Jedes Primafl
auf einer Algebra of kann zu einem MafS fi auf der von o/ erzeugten o-Algebra
F = o() fortgesetzt werden, d.h. [i ist ein Maf auf .F mit i(A) = p(A) fir
alle A € of.

1.24 Satz (Eindeutigkeitssatz). FEs seien p und v o-endliche Mafe auf (Q, %)
und es gebe A,, € F,n € N, mit p(Ay) = v(4,) < oo und,, An, = Q. Stimmen
u und v auf einem Erzeuger & von % fiberein, der in dem Sinne N-stabil ist,
dass A,B € & = ANB € & gilt, so stimmen p und v auf der ganzen o-Algebra
F fdiberein. Insbesondere ist ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ durch seine Werte auf
einem N-stabilen Erzeuger eindeutig festgelegt.

1.25 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, Bg) ist die zu-
gehorige Verteilungsfunktion gegeben durch F(x) := P((—o0,z]), = € R; fiir
(R, Bg)-wertige Zufallsvariablen X wird durch FX(z) := PX((—oco,z]) =
P(X < x), x € R, die zugehorige Verteilungsfunktion definiert.

1.26 Lemma. Jede Verteilungsfunktion F' ist monoton wachsend, rechtsstetig
und erfillt lim,_, o F(z) =0, limg_0 F(x) = 1.

1.27 Satz. Es sei F' : R — R eine monoton wachsende, rechtsstetige Funktion.
Dann existiert ein MafS p auf (R, Bgr) mit

p((a, b)) = F(b) — F(a), a<beR.

w ist eindeutig durch F definiert und heiffit Lebesque-Stieltjes-Mafl zu F.

1.28 Korollar. Es gibt genau ein Maff A auf (R, Br) mit A((a,b]) = b—a, das
Lebesguemays.

1.29 Korollar. Ist F' : R — [0,1] monoton wachsend und rechtsstetig mit
lim,—, oo F(z) = 0, lim,_,o0 F'(x) = 1, so existiert genau ein Wahrscheinlich-
keitsmaf8 P auf (R, Br) mit P((a,b]) = F(b)—F(a) fir alle a < b. Insbesondere
ist F' die Verteilungsfunktion von P.

1.30 Beispiel. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X mit Verteilungsfunk-
tion FX betrachte U = FX(X). FX ist Borel-messbar und somit U eine
Zufallvariable mit Werten in [0,1]. Ist FX stetig, so gilt mit der Rechtsin-
versen (FX)71(p) = inf{z € R |F(z) > p}, dass U die Verteilungsfunktion
FYU(u) = P(FX(X) € u) = FX((FX)"Y(u)) = u fiir u € (0,1) besitzt und
somit U((0, 1))-verteilt ist.



Ist andererseits U eine U((0, 1))-verteilte Zufallsvariable (oder eine Pseudo-
zufallszahl in Anwendungen), so gilt fiir jede Verteilungsfunktion F', dass die
Zufallsvariable X = F~1(U) die Verteilungsfunktion FX = F besitzt. F~!
heift Quantilsfunktion und die Simulationsmethode Quantilstransformation.
Eine einfache Anwendung ist die Erzeugung einer Bin(1, p)-verteilten Zufalls-
variablen X: es gilt FX(z) = (1 —p)1(x > 0) +pl(x > 1) und (F¥)"l(y) =
1y > 1—p),y € (0,1), so dass 1 (U > 1 — p) Bin(1, p)-verteilt ist fiir eine
U((0,1))-verteilte Zufallsvariable U.

1.31 Definition. Ist f : R? — [0, 00) eine Lebesgue-integrierbare Funktion mit
Jga f(z)dz =1, so heiit f Wahrscheinlichkeitsdichte oder kurz Dichte auf R4,

1.32 Korollar. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R erzeugt mittels

b
P¢((a,b]) = / f(z)dz, a,beR, a<b,

ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf Br.
1.33 Lemma.

(a) Ist f die Dichte eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf Br mit Vertei-
lungsfunktion F', so gilt F(z) = ffoo fly)dy fir alle z € R.

(b) Ist die Verteilungsfunktion F eines Wahrscheinlichkeitsmafles P auf Br
(schwach) differenzierbar, so ist f(x) = F'(x) die zugehorige Wahr-
scheinlichkeitsdichte.

Vollkommen Analoges gilt fiir die Dichte fX, die Verteilungsfunktion FX und
die Verteilung PX einer reellwertigen Zufallsvariablen X .

1.34 Satz. Jede Wahrscheinlichkeitsdichte f auf R? erzeugt mittels

b1 ba
Pf((a’lvbl]X'”X(advbd]):/ f(xl,.--,xd)dxd"'dl’l
al a

d

fiir ag, by, € R mit ay, < by, ein eindeutiges Wahrscheinlichkeitsmafs Py auf Bpa,
und es gilt Ps(B) = [ f(x)dz.

1.35 Definition. Folgende Wahrscheinlichkeitsdichten beschreiben wichtige
Verteilungen auf (R, Bg):

Gleichverteilung: fy(q)(z) = mlg(:ﬂ) fir G € Br mit Lebesguemaf
A(G) € (0,00);

Exponentialverteilung: fg,,)(7) = Ae M1y (r) mit Parameter \ > 0;

(z—p)*

Normalverteilung: fy(,.2)(z) = Wexp(— 5o

R, o > 0.

) mit Parametern p €



1.36 Definition. Sind fi, ..., f; Wahrscheinlichkeitsdichten auf R, so heifit
d
f(a:l,...,:cd):ka(xk), r1,...,xq € R,
k=1

Produktdichte der (fg)k=1,.q4 im R?. Insbesondere ist die d-dimensionale
Standard-Normalverteilung N (0, E4) im R? definiert iiber die Dichte

d
flx) = (277)_d/26_|x‘2/2, zeRY  mit |z = Zx?
i=1

1.37 Satz (Dichtetransformationssatz). Es seien X ein d-dimensionaler Zu-
fallsvektor mit Dichte fX sowie Y = o(X)1(X € U) fir einen Cl-
Diffeomorphismus ¢ : U — V mit U,V C R? offen und P(X € U) = 1.
Dann ist Y ein Zufallsvektor mit Dichte

)= e )ldet(D(e W)y € V), yeR:

Ist allgemeiner ¢ : U — V und U = |J;-_, U; eine Zerlegung in offene Mengen
Ui derart, dass P(X € U) = 1 und p; = |y, : Ui — oU;), i = 1,...,n,
jeweils einen C'-Diffeomorphismus definiert, so besitzt Y = ¢(X) die Dichte
fY = Z:‘L:1 gi mit

9i(y) = X (7 () det(D(p; ) (W))|L(y € p(Ui), y R
Konvention: setze AeQ := 0 auch fiir Ausdriicke A, die nicht wohldefiniert sind.
1.38 Korollar.

(a) Ist X eine reellwertige Zufallsvariable mit Dichte f*, so besitzt Y = aX +
b fir a € R\{0}, b € R die Dichte f¥ (y) = |a|~* fX(a'(y —b)).

(b) Ist X ein d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte fX, so besitzt Y =
AX + b fir A € R™? jnvertierbar und b € R die Dichte fY(y) =
[det(A)| =1 fH (A Hy - b)).

1.39 Beispiele.

(a) Ist X eine N(0,1)-verteilte Zufallsvariable, so ist ¥ = pu + oX ei-
ne N(p,o?)-verteilte Zufallsvariable mit p € R, o > 0. Weiterhin ist
Z = X? eine x%(1)-verteilte Zufallsvariable, wobei die y2-Verteilung
mit einem Freiheitsgrad gegeben ist durch die Wahrscheinlichkeitsdich-

te fy2q)(z) = J;rfze*z/QlRJr (x), x € R.

(b) Sind X ein d-dimensionaler standard-normalverteilter Zufallsvektor sowie
peRY A e R™ mit det(A) # 0 deterministisch, so ist Y = p+ AX ein
d-dimensionaler Zufallsvektor mit Dichte

(@) = (27) %2 det ()" exp ( - %(2’1(3: — ), — u>), z e R,

wobei ¥ = ATA eine symmetrische positiv-definite Matrix ist. Y ist
normalverteilt mit Mittelwertvektor p und Kovarianzmatrix ¥, kurz
Y ~ N(p,%).



2 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéingig-
keit
2.1 Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Bayes-Formel

2.1 Definition. Es seien A und B Ereignisse mit P(B) > 0. Dann wird mit

P(ANB)

P(A|B) = =5

die bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben (oder: unter) B bezeichnet.

2.2 Beispiel. Beim Wurf von zwei Wiirfeln mit den Ereignissen A = Pasch*
und B =, beide Augenzahlen ungerade* gilt P(A|B) = g’;% =1>1="P(A).
2.3 Satz. Auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (Q, F, P) sei B ein Ereignis mit
P(B) > 0. Dann gilt:
(a) Durch Q(A) := P(A|B) wird ein Wahrscheinlichkeitsmaff Q auf F defi-
niert.

(b) (Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit) Es sei B = U,]\il B; Verei-
nigung paarweise disjunkter Ereignisse B; mit P(B;) > 0. Dann folgt fiir
jedes Ereignis A

N
P(ANB) =) P(B))P(A|B;).
i=1
(c) (Bayesformel) Fiir jedes Ereignis A mit P(A) > 0 und jede Zerlegung
Q = UN, B; von Q in paarweise disjunkte Ereignisse B; mit P(B;) > 0
gilt
P(B;)P(A] B)

POHA) = 5 b5, p(a By

In (b) und (¢) kann auch N = oo gesetzt werden.

2.4 Beispiel. Eine seltene Krankheit kommt bei 0,5% der Bevolkerung vor.
Ein Test fithrt bei 99% der Kranken zu einer positiven Reaktion, aber auch
bei 2% der Gesunden. Die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig ausgewéhlte
Person mit positivem Testergebnis krank ist, betrigt dann nach der Bayesformel

0,0050,99 N
0,00590,09+0.005e0,02 ~ 0,2, d.h. nur ca. 20%.

2.5 Lemma (Multiplikationsformel /Pfadregel). Fiir Ereignisse A1, ..., A, mit
P(Ain---NA,_1) >0 gilt

P(Alﬂ--'ﬂAn) :P(Al)P(A2|A1)P(A3|AlﬂA2)P(An’AlﬂﬂAn_l)

2.6 Beispiel. Beim Ziehen aus einer Urne mit W weiflen und S schwarzen
Kugeln ohne Zuriicklegen und mit Beachtung der Reihenfolge ergibt sich mit
N = S + W fiir das Ergebnis 'SSW’ (d.h. 1. und 2. Kugel schwarz, 3. Kugel
weifl) nach der Pfadregel die Wahrscheinlichkeit %o J*\g]:llo NVKQ. Dieselbe Wahr-
scheinlichkeit besitzen die Versuchsausgénge 'SWS’ und "WSS’ (man nennt die
Verteilung austauschbar).
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2.7 Beispiel (Scheinkorrelationen). An einer Universitdt werden von
825/560/325 ménnlichen Bewerbern fiir Fach 1/2/3 jeweils 62%/63%/34% zu-
gelassen, von 108/25/593 weiblichen Bewerberinnen hingegen 82%/68%/37%.
Obwohl die Zulassungsquote in jedem Fach fiir Frauen hoher war, ergibt sich
nach der Formel von der totalen Wahrscheinlichkeit insgesamt eine Zulassungs-
quote von ca. 57% fiir Ménner und von ca. 45% fiir Frauen, weil Letztere sich
starker fiir Fach 3 mit schwierigerer Zulassung beworben haben.

2.2 Unabhingige Ereignisse und Lemma von Borel-Cantelli
2.8 Definition.

(a) Zwei Ereignisse A und B heifien (stochastisch) unabhéingig (unter P), falls
P(AN B) = P(A)P(B) gilt.

(b) Eine Familie (A;);c; von Ereignissen, I # & beliebige Indexmenge, heifit
(stochastisch) unabhéngig, falls fiir jede endliche Teilmenge J C T gilt

P(( 4;) =] P(ay).

jedJ jeJ

2.9 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei Wiirfeln haben die Ereignisse ,, Augen-
summe ist 7“ und “erste Augenzahl ist 6“ jeweils Wahrscheinlichkeit 1/6 unter
Gleichverteilung. Der Schnitt der beiden Ereignisse ist ,erste Augenzahl ist 6,
zweite Augenzahl ist 1¢ und hat Wahrscheinlichkeit 1/36, so dass die beiden
Ereignisse (unter Gleichverteilung) unabhéngig sind.

2.10 Definition. Fiir eine Folge (A )n>1 von Ereignissen setze

limsup 4,, := ﬂ U Ap ={w € Q|w € A, fiir unendlich viele n}.

=00 m=2ln>m

2.11 Satz (Lemma von Borel-Cantelli). Fir eine Folge (Ap)n>1 von Ereignis-
sen gilt:

(a) Aus -, P(An) < oo folgt P(limsup,, ., An) = 0.

(b) Gilt 3,~ P(An) = oo und ist die Folge (An)n>1 unabhingig, so folgt
P(limsup,,_,,, An) = 1.

2.12 Beispiele.

(a) Ist Aein Ereignis mit P(A) € (0,1),s0gilt ), - P(A,) = oo fiir A, := A,
jedoch P(limsup,, ,, An) = P(A) < 1. Auf die Unabhéngigkeit in Teil
(b) des Lemmas von Borel-Cantelli kann also nicht verzichtet werden.

(b) Im unendlichen Miinzwurfexperiment bezeichne AM = {w € Q|w, =
Wptl = -+ = wpepm—1 = 1} das Ereignis eines M-runs von
Einsen ('Kopf’) ab Wurf n. Dann ist die Familie (A} )g>1 un-
abhiéngig (auf dem entsprechenden Miinzwurfmodell in den Ubungen)
mit P(AY,) = 27M. Aus Teil (b) des Lemmas von Borel-Cantelli
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folgt daher P(limsup,_,. AM ) = 1 fiir jedes M € N. Dies impliziert
P(limsup,,_,., AM) = 1. Es gilt sogar P(prsq limsup,, o AMYy = 1
(,,Abzéhlbarer Schnitt von Einsmengen ist wiederum Einsmenge*).

2.13 Definition. Esseien .#; C .%, i € I, Mengen von Ereignissen. Dann heifit
(A;);cr unabhingig, falls fiir jede beliebige Auswahl von Ereignissen A; € .
die Familie (4;);er unabhéngig ist.

2.3 Unabhingige Zufallsvariablen und o-Algebren

2.14 Definition. Eine Familie (X;);er von (5;,.7;)-wertigen Zufallsvariablen
heiflt unabhingig, falls fiir jede beliebige Wahl von A; € % die Familie von
Ereignissen ({X; € A;})ies unabhingig ist. Aquivalent ist die Familie (X;)ier
unabhiingig, falls die von X; erzeugten o-Algebren FXi = {X;1(A)| A € 7},
1 € I, unabhéngig sind.

2.15 Lemma. Sind (X;)iesr eine Familie unabhdngiger (S;, %;)-wertiger Zu-
fallsvariablen und g; : S; — T; (%, F;)-messbare Funktionen, so besteht auch
die Familie (g;(X;))ier aus unabhingigen Zufallsvariablen.

2.16 Satz. Es seien (X;)ier eine Familie von Zufallsvariablen auf (2, %, P)
mit Werten in (S;, ;) und &; N-stabile Erzeuger von %, i € I. Dann ist (X;)ier
bereits unabhdngig, falls ({X; € A;})icr unabhdngig ist fir beliebige A; € &;.
2.17 Beispiel. Ist (A;);cs eine Familie unabhéngiger Ereignisse, so sind X; =
14,, ¢ € I, unabhéngige {0, 1}-wertige Zufallsvariablen. Zum Nachweis reicht
es, jeweils den N-stabilen Erzeuger & = {1} der Potenzmenge £2({0,1}) zu
betrachten.

2.18 Korollar. Sind (A;)ier unabhingige Ereignisse, so sind auch die erzeug-
ten o-Algebren F; := {@,Q, A;, AS}, i € I, unabhdngig.

2.19 Korollar. Es seien X1,..., X, Zufallsvariablen auf (Q,.%, P).

(a) Sind Xy, diskret-verteilte Sy-wertige Zufallsvariablen, so sind X1, ..., X,
genayu dann unabhdngig, wenn gilt

n

p(Xl’m’Xn)(Sl, ey STL) = HpXk(Sk) fur a/lle Sk c Sk
k=1

(b) Hat jedes X Werte in (R,Br), so sind X1,...,X, genau dann un-
abhdngig, wenn gilt

P(Xy < byy.o, X <by) = [[ P(Xk < by) fiir alle by € R.
k=1

2.20 Beispiel. Beim Wiirfelwurf mit zwei Wiirfeln sind X; : Q@ — {1,...,6}
mit X;(wy,we) = w; fiir ¢ € {1,2} unabhéngige Zufallsvariablen (unter Gleich-
verteilung). Dazu reicht es, fir ki, ks € {1,...,6} fiir die entsprechenden Zahl-
dichten pXt (k1) = p*2(k2) = 1/6 sowie pX1:X2) (k1 ko) = 1/36 nachzupriifen
und Teil (a) des Korollars anzuwenden.
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2.21 Satz. Es sei X = (X1,...,X,) ein Zufallsvektor auf (2, F, P) mit Dichte
X R" —[0,00). Dann gilt:

(a) Jedes Xy besitzt eine Dichte, die sogenannte Randdichte
ka(xk) :—/ / flz1,...,xp)dey .. daxg_1dxgsq ... dey, z € R.

(b) Die Zufallsvariablen Xy, ..., X, sind genau dann unabhingig, wenn gilt

n

fX(xl, R H (k) fiir Lebesgue-fast alle x1,...,z, € R.

2.22 Beispiel. Sind fi,..., f, Dichten auf R, so definiert die Produktdichte
f(x) = 1\, fi(z;) ein Wahrscheinlichkeitsma8l P auf (R", Zgn). Die Koordi-
natenprojektionen X; : R" — R mit X;(z1,...,2,) = x4, ¢ = 1,...,n, sind
Borel-messbar, also Zufallsvariablen. Ihre Verteilung PX¢ ist gegeben durch die
Dichte f;, ihre gemeinsame Verteilung P(X1-Xn) durch die Dichte f. Wir haben
damit einen Wahrscheinlichkeitsraum konstruiert mit unabhéngigen Zufallsva-
riablen (X;)1<i<n, deren Verteilung PXi jeweils durch f; bestimmt ist.

Die Konstruktion einer Folge (X;);eny unabhéngiger Zufallsvariablen mit
vorgeschriebener Randverteilung ist hingegen mit groflerem Aufwand verbun-
den.

2.23 Definition. Es seien (Q;,.%;, P;)ic1, I # @ beliebige Indexmenge, Wahr-
scheinlichkeitsrdaume. Setze Q := [[;c; @ (kartesisches Produkt) und definiere
mittels der Koordinatenprojektionen m; : Q — €, m;((wj)jer) = w, iber Q die
Produkt-o-Algebra

F = ®ﬂ _J<U{7T i) | A EJ’})
iel iel

Die Produkt-o-Algebra ®ie ;% ist also die kleinste o-Algebra, so dass alle m;
messbar sind.
Gilt fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf #

¥J C I endlich, A4; € Z; : P(ﬂw‘l ) 174,

jeJ jeJ
so heifit P Produktmaf}, Schreibweise P = ®Z€ I

2.24 Satz. FEin solches Produktmaf$ existiert stets und ist eindeutig.

2.25 Korollar. Zu vorgegebenen Wahrscheinlichkeitsmafen P; auf (Q;,.%;),
1 € I, existiert ein Wahrscheinlichkeitsraum mit einer Familie unabhdngiger
(Q, F;)-wertiger Zufallsvariablen (X;);cr, deren Verteilung P; ist.

2.26 Definition. Es sei (X})x>1 eine Folge von Zufallsvariablen auf (€2, .%#, P)
mit Werten in (Sg, .%%). Ein Ereignis A € .# heifit asymptotisch beziiglich (X}),
falls es fiir alle n > 1 nur von (Xj, k > n) abhiéingt in dem Sinne, dass A € &/x
gilt. Hierbei ist die asymptotische o-Algebra @7y definiert als

Adx = ﬂ O'< U 9X’“).

n>1 k>n

13



2.27 Beispiel. Es seien X k, k € N, reellwertige Zufallsvariablen sowie A das Er-
eignis, dass limy, 00 Y g k: existiert. Dann gilt nach dem Cauchy-Kriterium

A= (| UBymitBy= ) {Z)]i’“e( )}.

e>0,e€Q NeN m>2n>N  k=n

Nun ist By C Byy1 sowie By € o(Upsy 7 FX¥). Daher gilt UN’"” By =
BNy € 0(Upsp FX*) fiir alle Nyge > n. Dies impliziert |J¥_; By €
o(Upsp Z %) fiir alle n € N und somit, dass A ein asymptotisches Ereignis
ist. Insbesondere ist .&/x nicht leer.

2.28 Satz (0-1-Gesetz von Kolmogorov). Es seien (Xi)g>1 unabhdngige Zu-
fallsvariablen auf (Q, %, P). Dann gilt fir jedes beziiglich (X)) asymptotische
Ereignis A: P(A) =0 oder P(A) =

2.29 Lemma. Es seien (X;)ier eine Familie unabhingiger Zufallsvariablen mit
Werten in (S, %) und I = Iy U I eine disjunkte Zerlegung von I. Dann sind
die o-Algebren F1 = o (¢, FXi) und Fo = 0(U;cp, FX) unabhingig.

2.30 Beispiel (Harmonische Reihe mit zufélligen Vorzeichen). Sind (Xj)g>1
unabhéingige {—1,1}-wertige Zufallsvariablen, so konvergiert die Reihe
POt Xk% entweder mit Wahrscheinlichkeit 1 oder sie divergiert mit Wahr-
scheinlichkeit 1. Diese Aussage gilt fiir jede beliebige Randverteilung PX* der
Zufallsvariablen X, k € N.

i€l

2.4 Faltung

2.31 Definition. Sind P, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, Bg), so ist die
Faltung P * () definiert als das Wahrscheinlichkeitsmaf(!)

(P*Q)(B):/]RP(B—{x})Q(d:c), B By, mit B—{z} = {b—=z|be B).

2.32 Satz. FEs seien X und Y unabhingige reellwertige Zufallsvariablen. Dann
besitzt X +Y die Verteilung PXTY = PX « PV,

2.33 Korollar. Die Faltung ist kommutativ und assoziativ.

2.34 Korollar. Besitzen P und Q Zdhldichten p bzw. q auf Z (auf Ny), so
besitzt PxQ die Zdihldichte (pxq)(k) := ), cz p(k—m)q(m) (aufNo: (pxq)(k) =
> o Pk — m)g(m)).

2.35 Beispiel. Ist X Poiss()\;)- und Y Poiss(\,)-verteilt und sind X und Y
unabhéngig, so ist X + Y Poiss(\; + Ay)-verteilt.

2.36 Satz. Es seien X undY unabhdingige reellwertige Zufallsvariablen und X
besitze eine Dichte fX. Dann besitzt X +Y die Dichte

XY (2) / fX(z—y) PY(dy), zeR.
Falls auch Y eine Dichte besitzt, so gilt
P = @) = [ e . s eR.
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2.37 Beispiel. Fiir A\,p > 0 definiere die Gamma-Verteilung I'(\, p) iiber die
Dichte

hole) = 5

mit der Gamma-Funktion I'(p) = [, t#~ e "dt, so dass T'(n+1) = n! fir n € Ny

und T'(1/2) = /7. Spezialfille sind T'(A, 1) = Exp(\), T'(1/2,1/2) = x*(1).
Setzt man zusétzlich I'(\, 0) = dg, so bildet (I'(\, p))p>o fiir festes A > 0 eine

Faltungshalbgruppe, d.h. es gilt T'(\, p1) *T' (A, p2) = T'(\, p1 +p2). Insbesondere

acp_le_’\xl(g,oo) (x), z€R,

ist die Summe von n unabhingigen x2(1)-verteilten Zufallsvariablen (iquiva-
lent: die quadrierte Norm || Z||? eines standard-normalverteilten Zufallsvektors
Z ~ N(0,E,) im R") gemiB x2(n) := ['(1/2,n/2)-verteilt (y*-Verteilung mit
n Freiheitsgraden). Im Spezialfall n = 2 ergibt sich x?(2) = Exp(1/2), was fiir

die Box-Miiller-Methode zur Simulation der Normalverteilung genutzt wird.

3 Erwartungswert, Varianz und Kovarianz

3.1 Erwartungswert und Momente

3.1 Definition. Eine reellwertige Zufallsvariable X auf (€2,.%#, P) heift einfach,
falls sie nur endlich viele Werte annimmt, d.h. es folgende Darstellung gibt:

m
X:ZailAi mit meN, o; €R, A; € Z.
=1

Fiir eine solche Zufallsvariable definieren wir ihren Erwartungswert als

m
E[X] =) a;P(4;).
i=1
3.2 Beispiel. Beim Wiirfeln mit zwei fairen Wiirfeln ergibt sich fiir die Au-
gensumme S
E[S] =2P(S=2)+3P(S=3)+---+12P(S =12) =T.
3.3 Lemma. Fir eine einfache Zufallsvariable X auf (Q,.%, P) gilt:

a) EX]| = xP(X = x); insbesondere hingt der Erwartungswert nur
zeX(Q)
von der Verteilung PX von X ab.

(b) Der Erwartungswert ist linear und monoton: ist Y eine weitere einfache
Zufallsvariable und sind o, B € R, so gilt

E[laX + 8Y] = aE[X] + BE[Y];
aus X <Y (dh. YweQ: X(w) <Y(w)) folgt E[X] < E[Y].

(c) Falls X und Y wunabhingige einfache Zufallsvariablen sind, so gilt
E[XeY] =E[X]sE[Y].

(d) Fiir jedes A € .F gilt E[14] = P(A).
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3.4 Definition. Es sei X > 0 eine nichtnegative Zufallsvariable. Sind dann X,
einfache nichtnegative Zufallsvariablen mit X, (w) T X (w) fiir n — oo und alle
w € , so definiere den Erwartungswert

E[X] := lim E[X,] € [0,+o0]

n—oo

(man kann zeigen, dass eine solche Folge (X,,) stets existiert und E[X] nicht
von der Auswahl der X,, abhéngt).

Betrachte nun auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (2,.%, P) die Menge der
Zufallsvariablen

L= 2N, 7, P):={X:Q =R messbar| E[|X]|] < oo}

Dann definiere fir X € Z! mit X, := max(X,0), X_ := max(—X,0) den
Erwartungswert als

E[X] :=E[X ] -E[X_] eR.
Der Erwartungswert E[X] ist also das Lebesgueintegral von X beziiglich
P, und man schreibt E[X] = [XdP = [, X(w)P(dw) sowie [, XdP =
Jo X(w)1a(w) P(dw) fiir A e Z.

3.5 Definition. Ist (2, .#, ) ein Mafiraum, so heifit eine messbare Funktion f :
Q — [0,00) p-Dichte oder genauer p-Wahrscheinlichkeitsdichte, falls [o, f dp =
1 gilt. Fiir MaBle p, v auf (2,.%#) heifit v absolut-stetig beziiglich x (Notation:
v < ), falls u(A) =0 fur A € .# impliziert v(A) = 0.

8.6 Lemma. Ist f p-Dichte auf (Q, F, 1), so definiert P(A) = [, fdu, A € Z,
ein Wahrscheinlichkeitsmafs mit P < p. Ist p das ZdhlmafS auf Q, so sind
p-Dichten gerade Zihldichten; ist  das Lebesquemaf auf dem R?, so sind p-
Dichten gerade Dichtefunktionen im R?.

3.7 Satz. Es sei X ein Zufallsvariable mit Werten in (S,.#) und h : S — R
Borel-messbar. Dann gilt

(a) M(X) e Lt = [4h(z)| PX(dx) < oo.
(b) Fiir h(X) € £ gilt

E[h(X)] = /5 h(z) PX (dz).

c) Ist e Zufallsvektor im mit Dichte , S0 qult € —
Ist X Zufallsvek RY Dichte ¥ It h(X) e L1
Jgalh(2)| fX () do < oo. In dem Fall ist

B = [ W) (@) do

(d) Ist X diskret verteilt auf 7 mit Zihldichte pX, so gilt h(X) € L1 <=
S rezlh(k)|[p* (k) < co. In dem Fall ist

ERC0)] = S h(k)p* (k).

keZ
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3.8 Beispiel. Fiir X ~ N(0,1) gilt mit partieller Integration unter Benutzung
von (e7%/2) = —ge—o°/2

1 2
E[X? /x PX(dx) / —xefx2/2 de=—— [ e Pdz =1
[ ] R ( \/27‘(‘ ) V21 JR
Alternativ verwende man, dass Y = X2 x2(1)-verteilt ist, so dass E[X?] =
fo (27y) 1/26 v2dy = 1.
3.9 Satz. Fir X € Z1(Q,.7,P) gilt:

(a) E[X] = [p x PX(dz); insbesondere hingt der Erwartungswert nur von der
Verteilung PX von X ab.

(b) Der Erwartungswert ist linear: ist Y eine weitere Zufallsvariable in £!
und sind o, f € R, so gilt

ElaX + BY] = o E[X] + SE[Y].

(¢) Der Erwartungswert ist monoton: ist Y eine weitere Zufallsvariable in
LY mit X <Y, so gilt E[X] < E[Y]. Aus X <Y und E[X] = E[Y] folgt
P(X=Y)=

(d) Falls X,Y € £' unabhingig sind, so gilt XeY € L1 und E[XeY] =
E[X]«E[Y].

3.10 Definition. Wir sagen, dass eine Zufallsvariable X in .Z? = ZP(P) liegt
fiir p > 0, falls | X|P € £1, also E[|X|P] < oo gilt. Fiir X € P und p € N heifit
E[X?] das p-te Moment von X; fiir X € .Z” und p > 0 heiit E[|X|P] das p-te
absolute Moment von X.

3.11 Satz. Fir X € ZP undY € £ mit % + % =1 gelten XY € L und die
Hélder- Ungleichung

ELXY]| < E[XP]/7E[|Y]4"".

Insbesondere gelten XY € ZYP) fir X, Y € Z*P) und die
Cauchy-Schwarz- Ungleichung

IE[XY]| < E[X?)Y/2E[Y?/2,

3.12 Korollar. Fir 0 < p < q gelten £ C £P und E[|X|P] < E[|X|9)P/4 fiir
X ez

3.13 Satz. Fiir eine Zufallsvariable X € £? gilt die Bias-Varianz-Zerlequng

Ve eR: E[(X — )% = (E[X] — 2)?+E[(X — E[X])?].

~~

Bias? Varianz

Die Funktion p(x) = E[(X —z)2] nimmt ihr Minimum auf R genau bei x = E[X]
an.
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3.14 Definition. Es sei I C R ein (ggf. auch unendliches) Intervall. Eine
Funktion ¢ : I — R heifit konvex, falls

Ve,y e I, a € [0,1] 1 plaz + (1 — a)y) < ap(z) + (1 — a)p(y).

3.15 Beispiel. Ist ¢ : I — R stetig differenzierbar mit monoton wachsender
Ableitung ¢’ (z.B. wenn ¢” > 0 auf I), so ist ¢ konvex. Insbesondere sind
o(z) = e fiir € R beliebig und ¢(z) = |z|P fir p > 1 konvex auf I = R.
Auch ¢(x) = |z| ist konvex auf R.

3.16 Lemma. Ist ¢ : I — R konvex, so existieren fir alle x € int(I) (Inneres
von I) die links- und rechtsseitigen Ableitungen ©'(x—), ¢'(z+) mit ¢'(z—) <
¢ (x+). Es gilt weiterhin

Vo € int(I), y € I+ o(y) 2 () + ¢'(a+)(y — 2).

3.17 Satz. Es sei X € L' mit Werten in einem offenen Intervall I. Dann
gilt E[X] € I. Ist o : I — R konvex und o(X) € £, so gilt die Jensensche
Ungleichung

Elp(X)] > ¢(E[X]).

3.18 Beispiel. Fiir ¢ > p > 0 ist ¢(x) = |x|%? konvex, und die Jensensche
Ungleichung liefert ebenfalls E[| X [P] < E[|X|9)P/? fir X € 2P N L1,

3.2 Varianz, Kovarianz und Korrelation
3.19 Definition. Fiir eine Zufallsvariable X € #? bezeichnet
Var(X) := E[(X — E[X])?]

die Varianz von X. o(X) := /Var(X) heifit Standardabweichung von X.

3.20 Satz (Eigenschaften der Varianz). Fir X,Y € £? gilt:
(a) Var(X) =0 <— P(X =E[X]) =1;
(b) Va,b € R: Var(aX + b) = a® Var(X);
(¢c) Var(X) = E[X?] — E[X]?;
(d) Var(X +Y) < 2Var(X) +2Var(Y);
(e) falls X,Y unabhingig sind, so gilt Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y).

3.21 Satz (Beste lineare Vorhersage). Es seien X,Y Zufallsvariablen in &>
sowe

Ly :={aX +b|a,b e R} C £*

die Menge der auf linear-affinen Funktionen von X basierenden Zufallsvaria-
blen. Dann nimmt der mittlere quadratische Fehler

p:Lx = [0,00), ¢(2):=E[Y ~2)
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sein Minimum bet Z = a* X + b* an mit

«_ E(X -EXDE -EY]D] . "
a* = Var(X) , b =E[Y]-ad" E[X]

(a* beliebig falls Var(X) = 0). Fiir Var(X), Var(Y) > 0 gilt
(a*X +b*) = Var(Y) — Cov(X,Y)?/ Var(X) = Var(Y)(1 — p*(X,Y))
mit nachfolgend definierter Kovarianz Cov(X,Y) und Korrelation p(X,Y).
3.22 Definition. Fiir Zufallsvariablen X,Y € #? definiert
Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])]
die Kovarianz zwischen X und Y. Falls ¢(X) > 0 und o(Y) > 0 gilt, heifit

~ Cov(X,Y)
PXY) = a7

die Korrelation zwischen X und Y. Falls Cov(X,Y) = 0 gilt, heiflen X und Y
unkorreliert.

3.23 Satz (Eigenschaften von Kovarianz und Korrelation). Fiir X,Y,Z € .£?
gilt:

(a) Cov(X,Y) = Cov(Y,X) =E[XY] - E[X]|E[Y], Cov(X, X) = Var(X);
(b) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2 Cov(X,Y);
(c) Ya,beR: Cov(aX +b,Y)=0aCov(X,Y);
(d) Cov(X +Y,Z)=Cov(X,Z)+ Cov(Y, Z);
(e) X,Y unabhingig = X,Y unkorreliert;
(f) 1Cov(X,Y)| < o(X)o(Y) und p(X,Y) € [-1,+1].
3.24 Beispiele.

(a) Eine Bin(n, p)-verteilte Zufallsvariable X ergibt sich als X = > | X;
mit einem Bernoullischema (X;), d.h. (X;);=1,... , unabhéngig mit P(X; =
1) = p, P(X; = 0) = 1—p. Damit folgt X € £?und E[X] = Y"1 | E[X;] =
np, Var(X) = > | Var(X;) = np(1—p). Da Erwartungswert und Varianz
nur von der Verteilung abhéingen, sagt man, dass die Bin(n, p)-Verteilung
Erwartungswert np und Varianz np(1 — p) besitzt. Im Fall p € {0, 1} gilt
also Var(X) = 0 sowie stets Var(X) < n/4. Die relative Héufigkeit von
Erfolgen A = X/n erfiillt E[A] = p (erwartungstreu) und Var(A) = @.

(b) Fiir eine N(p,0?)-verteilte Zufallsvariable X mit u € R, o > 0 gilt
nach dem Dichtetransformationssatz, dass Z = (X —u) /o N(0, 1)-verteilt
ist. Nun sind X,Z € .22 und wir schlieen Var(X) = Var(cZ + p) =
% Var(Z) = o2.
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(c) Bezeichnen X; und Xo die Augenzahlen beim Wurf zweier Wiirfel, so ist
S = X1 + X5 die Augensumme und D = X; — X5 die Augendifferenz. Es
gilt

Cov(S, D) = Var(X;) + Cov(X2, X1) — Cov(X7, X2) — Var(X3) = 0,

und S und D sind unkorreliert (gilt allgemein fiir X1, Xo € £? mit
Var(X;) = Var(X3)). Allerdings sind S und D nicht unabhéngig; denn es
gilt beispielsweise P(S =2, D = 5) = 0, aber P(S =2)P(D =5) > 0. Die
beste (nicht nur lineare) Vorhersage von D gegeben S ist gerade konstant
E[D] = 0, da D unter jeder Bedingung {S = k} symmetrisch um 0 verteilt
ist: P(D=m|S=k)=P(D=-m|S=k).

3.3 Mehrdimensionale Normalverteilung

3.25 Definition. Es seien 1 € R? ein Vektor sowie ¥ € R eine symme-
trische, positiv semi-definite Matrix. Ein Zufallsvektor X im R? ist N (u, X)-
verteilt, falls X = p + X/2Y gilt mit einem standard-normalverteilten Zufalls-
vektor Y im R% N(u,X) heiBt d-dimensionale Normalverteilung mit Mittel-
wertvektor g und Kovarianzmatrix 3. Im reguldren Fall einer invertierbaren
Matrix ¥ besitzt N(u,X) nach obiger Herleitung die Dichte

oux(x) = (2m) "2 det(2) "% exp ( — %(Eil(x — ),z — ,u)), z e Re.

3.26 Beispiel. Ist ¥ nicht invertierbar, so auch ¥'/2, und Y = ,u—i—Zl/zY nimmt
Werte in einem echten (affinen) Unterraum des R? an, dessen Lebesguemaf Null

ist. In diesem Fall besitzt N (u,X) also keine Dichte. Im Eindimensionalen gilt
N(p,0) = 0,,.

3.27 Lemma. Fir einen N(u,X)-verteilten Zufallsvektor X = (Xi,...,Xy4)
und 1 < k, £ < d gilt

E[Xy] = g, Cov(Xy, Xo) = e

3.28 Korollar. Sind Xy,..., X, gemeinsam normalverteilt (d.h. (X1,...,X,)
ist n-dimensional normalverteilt) und sind X1, ..., X, (paarweise) unkorreliert,
so sind X1, ..., X, sogar unabhdngig.

3.29 Lemma. Ist O € R™? eine orthogonale Matriz, so gilt fiir einen standard-
normalverteilten Zufallsvektor X im R?, dass auch OX standard-normalverteilt
15t.

3.30 Satz. Ist X ein N(p,X)-verteilter Zufallsvektor im RY und ist A € R™*4
eine deterministische Matriz, so ist Y = AX ein N(Ap, ALAT)-verteilter Zu-
fallsvektor im R™.

Proof. Wir miissen zeigen, dass sich Y darstellen ldsst als ¥ = Aupy +
(AXAT)/2Z mit einer geeigneten Zufallsvariablen Z ~ N(0, E,,). Aus der
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Darstellung X = g + XY2W mit W ~ N(0, E,) ergibt sich die zu erfiillen-
de Bedingung als

Alp+S2W) = Ap+ (ASAT)!2Z, dh AS'PW = (AzAT)2Z.

Der Satz zur orthogonalen Normalform (z.B. in M. Koecher, Lineare Algebra
und Analytische Geometrie, Seite 199) zeigt, dass es orthogonale Matrizen T} €
R™™ Ty € R™? und eine Diagonalmatrix D € R™", r < min(m,d), mit
strikt positiven Diagonaleintrégen gibt, so dass in Blockmatrixnotation (beachte

jeweils die Dimensionen!) AX!/2 =T} (D

0 8) T, gilt. Dies impliziert

(ATAT)V2 = (AM2(Az )T = (14 (D 0) (D O)TTF )1/2

0 0 0 0
.. (D 0\,1

Wir miissen also Z ~ N(0, E,,) finden mit <§ 8) 7 = (103 8) TL,W.

E. 0 N 0 0 .
0 0) ToW + W) mit W’ ~ N (0, <0 Em—r>) unabhéngig

von W, gef. definiert auf einem groferen Wahrscheinlichkeitsraum (bzw. W =0
falls m = r). Aus dem Lemma folgt ToW ~ N(0, E4), weil T» orthogonale

Matrix ist, und weiter, dass (ET 0> ToW ein N (0, <Er O) )-verteilter Vektor

Setze Z := T1< (

0 0 0 0

0 O
W' ~ N(0, E,,), und es folgt wieder nach dem Lemma Z ~ N(0, Ey,).
SchlieBlich ergibt sich fiir (AXAT)/2Z

D 0\ /[(E 0 N . (D 0 e
T1<O 0)(<0 0)T2W+W>—T1<O 0>T2W_AE W,

im R™ ist (Projektion auf die ersten r-Koordinaten). Daher gilt <Er 0) TOoW+

wie zu zeigen war. O

3.31 Korollar. Sind X und Y wunabhingig und gemdf N(ux,0%) bzw.
N(uy,o*)?/) verteilt mit ux,py € R, ox,oy > 0, so ist X +Y gemdf
N(px + py,0% + oi) verteilt. Insbesondere bildet (N(ut,o?t))is0 fiir jedes
e R, 0> 0 eine Faltungshalbgruppe.

4 Grenzwertsitze

4.1 Gesetze der grofien Zahlen

4.1 Satz (Allgemeine Markov-Ungleichung). FEs sei X eine Zufallsvariable und
¢ :[0,00) — [0,00) monoton wachsend. Dann gilt fir jedes K > 0 mit p(K) >
0:

Elp(1X)]

P(X| > K) < =2
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4.2 Beispiel. Fiir X € 27 gilt P(|X| > K) < E[|X|P]K~P, K > 0.

4.3 Korollar (Tschebyschev-Ungleichung). Ist X eine Zufallsvariable in £2,
so gilt fiir jedes € > 0

Var(X)
5

P(X ~E[X]| > ¢) < ~—

4.4 Beispiel. Eine faire Miinze werde 1000-mal geworfen und X bezeichne die
Anzahl der Wiirfe mit "Kopf’. Dann gilt

P(X > 550) < P(]X —500] > 50) < 259 =0, 1.

4.5 Satz (schwaches Gesetz der grofien Zahlen). FEs sei (X;)i>1 eine Folge
unkorrelierter Zufallsvariablen in £? mit demselben Erwartungswert p € R
und sup; Var(X;) < oco. Dann erfillt das arithmetische Mittel

fiir jedes € > 0
lim P(|A, —p| >¢) =0.
n—oo

4.6 Korollar. (Weierstrafsscher Approzimationssatz) Zur stetigen Funktion f :
[0,1] — R definiere das zugehdrige Bernstein-Polynom n-ten Grades

:E::n k ) gk —)" ko 1.
fule) kz_of(n)<k) (1-ay* aefol

Dann gilt limy, oo || f — frlloo = 0 mit ||g]|co := SUPefo,1]

g(x)].

4.7 Definition. Es seien (X,,),>1 und X Zufallsvariablen auf demselben Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2,.%, P). Man sagt, dass X,, stochastisch (oder auch in
P-Wahrscheinlichkeit) gegen X konvergiert fiir n — oo, falls fiir alle € > 0 gilt

lim P(|X — X,| >¢) =0.
n—oo

Notation: X,, 2> X.
Man sagt, dass X,, P-fast sicher gegen X konvergiert, kurz X,, - X P-fs.,
falls
Plwe: lim X,(w)=X(w)}) =1
n—oo

4.8 Beispiel. Im schwachen Gesetz der groflen Zahlen gilt A, iR .

4.9 Satz. Fuast sichere Konvergenz impliziert stochastische Konvergenz, aber
nicht umgekehrt.

4.10 Satz. (starkes Gesetz der grofien Zahlen) Es sei (X;);>1 eine Folge un-
korrelierter Zufallsvariablen in £% mit demselben Erwartungswert u € R und
sup; Var(X;) < co. Dann konvergiert das arithmetische Mittel A, = 231" | X;
fast sicher gegen p.
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4.11 Definition. Identifiziert man X,Y € £P(Q,.#, P) (Zusammenfassung in
einer Aquivalenzklasse), wenn X = Y P-fast sicher, d.h. P(X =Y) = 1, gilt,
so erhilt man den Vektorraum LP(Q,.%, P). Mit der Norm || X||z» = E[| X |P]}/P
wird LP(Q, #,P) fir p > 1 zum Banachraum und mit dem Skalarprodukt
(X,Y) = E[XY] wird L?(Q, ., P) zum Hilbertraum (Beweis in Analysis!). Fiir
eine Folge (X,,) in ZP(Q,.%#,P), p > 0, und ein X € ZP(Q, .#, P) sagen wir,
dass X, gegen X in LP konvergiert, falls E[|X,, — X|P] — 0 fiir n — oo gilt.
4.12 Lemma. Konvergert (X,,) gegen X in LP fiir ein p > 0, so auch stocha-
stisch: X, 25 X = X, 5 X

4.13 Beispiel (Harmonische Reihe mit zufélligen Vorzeichen). Betrachte S,, =
Sr_; Xkt mit (Xj) unabhéingig und P(Xy = 1) = P(X), = —1) = 1/2. Dann
gilt E[S,] = 0, Var(S,) = Y_p_; 7z- Wegen Var(S, — Sp) < Yo, 7z filr
n > m und iMoo Y s, k% = 0 bildet (S,,) eine Cauchyfolge in L?. Es gilt
also S, — S in L? und damit auch stochastisch fiir ein S, € L2.

4.14 Lemma (Ottaviani-Ungleichung). Unter den Voraussetzungen des Satzes
gilt fir o >0

P(|Sn] > a)
P( 5422)< ,
]g,ax,n‘ J| @ 1— maxi;—i,.n P(’Sn - Sj| > Ol)

4.15 Satz (Lévy’s Aquivalenzsatz). Es seien (X;)i>1 eine Folge unabhingiger
Zufallsvariablen und Sy ==Y | X;, n > 1. Dann sind fir n — oo dquivalent:

(a) (Sn)n>1 konvergiert fast sicher.

(b) (Sp)n>1 konvergiert stochastisch.
Zusatz: andernfalls divergiert (Sy)n>1 mit Wahrscheinlichkeit Eins.
4.16 Beispiel (Harmonische Reihe mit zufilligen Vorzeichen). S, =
> h_; Xk3 mit (X;) unabhingig und P(Xj = 1) = P(X}, = —1) = 1/2 konver-
giert sogar P-f.s.

4.2 Konvergenz in Verteilung

4.17 Definition. Die R%-wertigen Zufallsvektoren (X,),>1 konvergieren in

Verteilung gegen den Re%-wertigen Zufallsvektor X, Notation X, 4 x , falls
fiir jede stetige beschréankte Funktion ¢ : R — R gilt

lim Elp(Xy)] = E[p(X)].
n—oo
WahrscheinlichkeitsmaBe (P,,),>1 auf (R%, Bpa) konvergieren schwach gegen ein

WahrscheinlichkeitsmaBl P auf (R, Ba), Notation P, —» P, falls fiir jede ste-
tige beschrénkte Funktion ¢ : R? — R gilt

lim () Pn(dx):/ o(z) P(dz).

n—oo Rd Rd

Man definiert Konvergenz in Verteilung mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl P

als Grenzwert allgemein durch X, 4 p.e— pXn Y p.
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4.18 Beispiel. Ist X ein Zufallsvektor und a, € R, b, € R? mit a, — a,
b, — b, so gilt a, X +b, 40X 4b: Stetigkeit von ¢ impliziert p(a, X (w)+b,) —
p(aX (w) + b) fiir alle w € Q. Nun ist ||¢]|eo eine integrierbare Majorante und
majorisierte (dominierte) Konvergenz zeigt E[p(a,X + b,)] — Elp(aX + b)].
Beachte, dass P, — P nicht impliziert P, (B) — P(B) fiir alle B € Bya: setze

an = a = 0 oben und schlieBe &, % &, wihrend fiir b, # b gilt 5y, ({b}) = 0 #
1 = 6,({0}).

4.19 Satz. Konvergiert X,, gegen X stochastisch, so auch in Verteilung: X, LR
X=X,%X.

4.20 Beispiel. Die Umkehrung gilt nicht: fiir X N (0, 1)-verteilt ist auch ¥ =
—X N(0,1)-verteilt, so dass X, LY fir X, = X gilt, wiahrend P(|X,, — Y| >
g) = P(2|X| > ¢) fiir € > 0 nicht gegen Null konvergiert.

4.21 Satz. Fir reellwertige Zufallsvariablen sind dquivalent:
(a) X» 5 X

(b) Die Verteilungsfunktionen erfillen FX»(x) — FX(x) fir alle x € R, an
denen FX stetig ist (Stetigkeitspunkte von FX).

4.22 Beispiele.
(a) Sind X,, N(0,02)-verteilt mit o, — 0, so gilt X, 9 5o = N(0,0).

(b) Sind X,,, X diskrete Zufallsvariablen mit Werten in Z, so gilt X, 4 x
genau dann, wenn fiir die Zihldichten pX(k) — p* (k) fiir alle k € Z
gilt. Der Poissonsche Grenzwertsatz besagt insbesondere Bin(n,p,) —
Poiss(A) fiir np, — A > 0.

(c) Sind Uy, ..., U, unabhéngige U ([0, 1])-verteilte Zufallsvariablen, so besitzt
X,, = nmin(Uy, ..., U,) die Verteilungsfunktion F*»(z) = 1—(1—z/n)7

fiir x > 0. Es folgt nmin(Uy,...,Uy) 4 Exp(1).

4.23 Satz. (Auswahlsatz von Helly) Ist (P,) eine Folge von Wahrscheinlich-
keitsmafien auf (R, Br) mit Verteilungsfunktionen (F),), so existiert eine Teil-
folge (ny) und eine monoton wachsende rechtsstetige Funktion F' : R — [0,1]
mit img_,oo Fn, (x) = F'(z) fir alle Stetigkeitspunkte von F'.

4.24 Beispiele.

(a) Sind P,, Wahrscheinlichkeitsmafle auf (R, Br) mit Verteilungsfunktionen
F,, so folgt aus P, = P, dass F,(z) — F(x) an den Stetigkeitspunkten
x von F' gerade fiir die Verteilungsfunktion F' von P gilt.

(b) Ist P, = U([n,n + 1]) mit Verteilungsfunktionen F,, so gilt
limy, 00 Fr(x) = 0 sowie lim, oo Fp(z) = 1 fir alle x € R. Fiir
P, = N(0,n) gilt lim, o Fp(z) = 1/2 fiir alle x € R. Die Funktion
F im Satz von Helly ist hier jeweils keine Verteilungsfunktion.
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4.25 Definition. Eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien (P,,) auf (R, Bg)
heifit (gleichgradig) straff, falls fiir jedes ¢ > 0 ein K. > 0 existiert mit
supps1 Po ([~ Kz, K.JP) < e

4.26 Beispiel. Es gelte P, — P und F bezeichne die Verteilungsfunktion von
P. Dann gibt es fiir ¢ > 0 ein x > 0 mit F(—z) < —¢/4, F(x) > 1 —¢/4 und
F ist stetig bei  und —z. Dann folgt P,,((—z,z]) — F(x) — F(—x) > 1 —¢/2.
Wiéhle nun N € N, so dass P,([—z,x]) > 1 — ¢ fiir alle n > N sowie y > z mit
P.([-y,y]) =21 —¢efirn=1,...,N — 1 (moglich wegen o-Stetigkeit). Dann
gilt P, ([—y,y|%) < e fiir alle n. (B,) ist also straff.

4.27 Korollar. Ist (P,) eine straffe Folge von Wahrscheinlichkeitsmafien, so
gibt es eine Teilfolge (ny) und ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, BRr), so
dass Py, ~> P gilt.

4.3 Charakteristische Funktionen und Zentrale Grenzwertsitze
4.28 Definition. Fiir eine reellwertige Zufallsvariable X bezeichnet
©X (u) := E[e™X] = E[cos(uX)] + i E[sin(uX)], u € R,

die charakteristische Funktion von X. Entsprechend ist fiir ein Wahrscheinlich-
keitsmafl P auf (R, Bg)

of (u) == /Rei“mP(da:) = /Rcos(ua:) P(dx) —I—i/ sin(uz) P(dz), wu€R,

R

die charakteristische Funktion von P.

4.29 Beispiele.

(a) @20 (u) = (pe™ +1 —p)™;

(b) "0 (u) = exp(A(e™ — 1));

(c) SDN(o,l)(u) _ efu2/2’ (pN(p,cr?)(w — plup—0ou?/2
4.30 Lemma. Fine charakteristische Funktion ¢ erfillt (0) = 1, sup,|e(u)| <
1 und ist gleichmdafig stetig auf R.

4.31 Lemma. Es gilt o2 (w) = oM (u)p(u) bzw. o+ X2(u) =
01 (u)X2(u) fiir unabhingige Zufallsvariablen X1, Xo.

4.32 Lemma. Fir eine Zufallsvariable X € Z™(Q,F,P) mit m € N gilt
©X € C™(R) mit Ableitungen (¢X)*)(0) = *E[X*],k = 0,...,m. Weiter-
hin existiert eine Funktion ry, : R — C mit sup,cg |rm(u)| < 3E[|X|™] und
rm(u) = 0 fiir u— 0, so dass gilt

" (iu)k )™
¢ =30 R )

25



4.33 Satz. (Eindeutigkeitssatz) Fiir a < b gilt die Inversionsformel

U e—ua _ efzub

1
P ip =—1i — .
((@.0) + §P({a.bh) = g tim [ o ()
Insbesondere sind zwei Wahrscheinlichkeitsmafle mit derselben charakteristi-
schen Funktion identisch.

4.34 Satz. (Stetigkeitssatz von Lévy) Sind (P,) Wahrscheinlichkeitsmafle auf
(R,BRr) mit charakteristischen Funktionen (yy,) und gilt lim,, oo @n(u) = 1 (u)
fiir alle w € R und eine bei uw = 0 stetige Funktion 1, so ist 1 = @, die
charakteristische Funktion eines Wahrscheinlichkeitsmafies P auf (R, Br), und
es qilt P, = P.

4.35 Beispiele.

(a) Fiir p, € [0,1] mit lim, oo np, = A > 0 folgt @Pnrn) _ HPoiss()
punktweise. Der Stetigkeitssatz von Lévy impliziert daher den Poisson-
schen Grenzwertsatz Bin(n, p,) — Poiss(\).

(b) Ist S,, Bin(n, p)-verteilt mit p € (0,1), so ist S} = % zentriert mit
np(1—p
Varianz 1 (standardisiert). Es gilt mit ¢ = 1 — p fiir n — oo

gos’*b(u) = (pei“‘J/\/qu + qe_wp/m)n = (1 — u2/(2n) + 0(1/n))n,

so dass 5% punktweise gegen V(%)) konvergiert. Es folgt Sy 4 N (0,1).

(c) Fir unabhéngige U([—1,1])-verteilte Zufallsvariablen X;, j € N, gilt
E[X;] =0, Var(X;) = 1/3. Die standardisierte Summe S}, = \/%Z;-Lzl X;
hat charakteristische Funktion

o (u) = (sm(\/gu/\/ﬁ)

NN )" = (1—u?/(2n) + o(1/n))".

Es folgt wiederum S} 4 N(0,1) fir n — oo.

4.36 Satz. (Zentraler Grenzwertsatz) Ist (X;);>1 eine Folge unabhdingiger und
identisch verteilter Zufallsvariablen (i.i.d.=independent and identically distri-
buted) in L2 mit p = E[X;], 0% = Var(X;) > 0, so erfiillt ihre standardisierte
Summe .
1 Xi—p 4
Sy = — —— = N(0,1).
NG Z; - (0.1)

Insbesondere gilt fir a < b also P(a < Sy < b) — ®(b) — ®(a) mit der Vertei-
lungsfunktion ® der Standardnormalverteilung N(0,1).

4.37 Lemma (Continuous mapping theorem). Konvergiert X, gegen X fast
sicher (bzw. stochastisch bzw. in Verteilung) und ist g : R — R stetig, so kon-
vergiert auch g(X,) gegen g(X) fast sicher (bzw. stochastisch bzw. in Vertei-

lung).
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4.38 Beispiel. Im zentralen Grenzwertsatz folgt aus S} N N(0,1) mit g(x) =
oz, dass g(S}) = <= S0 (Xi — ) 5 N(0,07) gilt.

4.39 Definition. Eine Familie (X ;n))1<j<n7n;1 von Zufallsvariablen in .#? bil-
det ein standardisiertes Dreiecksschema, falls fiir jedes n € N die Zufallsva-

riablen an), . .,qun) (,in einer Zeile“) unabhingig sind sowie E[Xj(n)] =0,
j = 1,...,n, und 2?21 Var(XJ(.n)) = 1 gilt. (Xj(n))lgjgn,n>1 geniigt der
Lindeberg-Bedingung, falls gilt

¥ >0: lim E[x")21(x™) > 5)} = 0.

n—oo

4.40 Beispiele.

(a) Ist (Yj);>1 eine Folge unabhanglger identisch verteilter (i.i.d.) Zufalls-
variablen in #? mit u = E[Y}], 0 = Var(Y;) > 0, so bildet X](.n) =
(Y; — pn)/(0y/n) ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-
Bedingung geniigt.

(b) Ist (X ](n))lgjgn,n>1 ein standardisiertes Dreiecksschema und gilt fiir ein

p > 2 die Lyapunov-Bedingung

n

lim S E [|X |p} =0,
Jj=

so geniigt (Xj(n))lgj\n n>1 auch der Lindeberg-Bedingung.

Ist insbesondere (Yj);>1 eine Folge unabhéngiger und standardisierter
(d.h. E[Y;] = 0, Var(Y;) = 1) Zufallsvariablen, die in LP beschrinkt
ist (d.h. sup;>q E[|Y;]P] < o00) fiir ein p > 2, so ist X](-n) = Y;/\/n ein
standardisiertes Dreiecksschema, das der Lyapunov- und somit auch der
Lindeberg-Bedingung geniigt:

ZE [\X(” |P} - n_p/QZE V5[] < nt P2 sup E[[Y; " RNy}
7=1

(c) In der harmonischen Reihe mit zufilligen Vorzeichen S, = > ._;¢;/j
mit (¢;);>1 unabhéngig, P(e; = 1) = P(g; = —1) = 1/2, bilden

2

X](n) = ¢;/(joy) mit o2 = P i7% = 0% = 7%/6 ein standardisier-

tes Dreiecksschema, das der Lypunov-Bedingung nicht geniigt; denn fiir
§ € (0,0}) erhilt man

ZE n) )21 ( (1.X; n)\ Zy 0,°1(jo,d <1) > 02 > 0.

4.41 Satz (Zentraler Grenzwertsatz nach Lindeberg, 1922). Ist (X](-n))lgjgn’n%
ein standardisiertes Dreiecksschema, das der Lindeberg-Bedingung geniigt, so
gilt fir (die Zeilensummen) Sy = 37", X](-n) und n — 0o

St 4 N(0,1).
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4.42 Definition. Es seien X1,..., X, unabhéingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen (Beobachtungen) mit Werten in R. Dann heifit das Wahrscheinlich-

keitsmafl p, := %2?21 0x, empirische Verteilung oder empirisches Maf} so-
wie seine Verteilungsfunktion F,(z) := £ 3% | 1(—ooq)(Xi), € R, empirische
Verteilungsfunktion.

4.43 Satz. Fir alle x € R gilt lim, o Fy, ()

= FX(x) P-fast sicher mit
FX(2) = P(X; < ). Fiir alle x € R mit FX(x) € (0,1)

gilt
Vi(F(x) — FX(2)) % N (0, F¥(2)(1 — F¥X(2))).

4.44 Satz (Glivenko-Cantelli). Die empirische Verteilungsfunktion konvergiert
gleichmdfsig gegen die wahre Verteilungsfunktion:

lim sup|F,(z) — FX(z)]=0 P-fs.

n—o0 z€R

5 Einfiihrung in die Schéitztheorie

5.1 Grundlagen

5.1 Definition. Ein statistisches Modell ist ein Tripel (Q,.%, (Py)yco) beste-
hend aus einem Messraum (€2,.#) (dem Stichprobenraum) und einer Familie
(Py)yeo von Wahrscheinlichkeitsmafien auf .%#. Die nichtleere Menge © heifit
Parametermenge und jedes ¢ € © Parameter.

5.2 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Fiir ein n-fach wiederholtes physika-
lisches Experiment, wo die Messfehler als N (0, 0?)-verteilt fiir ein o > 0 ange-
nommen werden kénnen, ist (R™, Brn, (Py)gco) mit © = {(u,0%)|p € R, o >
0} und Py = P, »2y = N(u, 02)®" = N(ul,0%E,) ein adiquates statistisches
Modell fiir die Messergebnisse.

5.3 Definition. Es sei (Q,.7, (Py)yco) ein statistisches Modell sowie g : © —
R. Fiir jedes ¢ € © wird g(¢) abgeleiteter Parameter genannt. Jede messbare
Funktion g : © — R heifit Schiitzer von g(J). Fiir eine Realisierung (konkrete
Beobachtung, Stichprobe) w € Q ist g(w) der zugehorige Schétzwert.

5.4 Beispiel (Normalverteilungsmodell). Im Normalverteilungsmodell ist
hiufig g(9) = g(u, 0%) = p der einzig interessierende Parameter. Schiitzer von
sind iy (w) = 15, fiz(w) = w1, fig(w) = L 30 | wi, fia(w) =Median(wy, . .., wy)
fir w € 2 =R"™

5.5 Definition. Der mittlere quadratische Fehler MSE (mean squared error)
eines Schétzers ¢ von g(9) ist gegeben durch

R(§,9) = Ey[(§ — 9(9))*] € [0,00], ¥ €O.
Liegt § in Z1(Py), so heifit
B(9,9) = Eplg —g(¥)], J€©

Verzerrung oder Bias von g. Gilt B(g,¥) = 0 fiir alle 9 € O, so ist § ein

erwartungstreuer Schétzer von g(9).
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5.6 Beispiele.

(a) Im Normalverteilungsmodell mit g(¢9) = p und ¥ = (u, 02) gilt R(ji1,9) =
(15 — p)%, R(ji2,9) = 0%, R(ji3,9) = o*n~! und R(fi4, ) ist nicht expli-
zit berechenbar. Die Schétzer fia, fi3 und fis (Letzterer aus Symmetrie-
griilnden) sind erwartungstreu. Der MSE von fis ist stets grofier als der
MSE von ji3, aber je nach Parameterwert ¥ kann der MSE von [i; kleiner
oder auch viel grofler als der MSE von fi3 sein.

(b) Im Bernoulli-Schema mit Q = {0,1}", .# = () und der Verteilung P,

des Bernoullischemas mit Erfolgswahrscheinlichkeit p € © = (0,1) ist die
relative Haufigkeit p(w) = 1 37 | w; ein typischer Schétzer von g(p) = p.
p ist erwartungstreu mit MSE R(p,p) = p(1 — p)n~!. Der MSE ist fiir
p = 1/2 mit (4n)~! maximal und fillt fiir p — 0, p — 1 gegen Null.

Dies macht sich der Schitzer po = (1 — a)p + a3 mit a € [0,1] zunutze,
indem er p in Richtung % verzerrt. P, besitzt den Bias B(pa, p) = a(% —p)
und die Varianz Var,(ps) = (1 — a)?p(1 — p)n~t. Der MSE R(pa,p) =

% +(@® — (1 —a)?n~1)(p— 1)? hiingt fiir ap = (y/n+ 1)~! nicht von
p ab. Es gilt R(Pag,p) = 7—5~+, und pa, hat kleineren maximalen

A(n+2v/ntl)’
MSE (iiber p € (0,1)) als p, ist aber nicht erwartungstreu.

5.2 Cramér-Rao-Ungleichung und Fisher-Information

5.7 Definition. Ein statistisches Modell (2, %, (Py)yco) heiit dominiert von
einem Mafl p auf .7, falls jedes Py eine p-Dichte py : @ — [0,00) besitzt.
Fasst man py als Zufallsvariable auf, so heifit die (zufillige) Funktion L(¥) =
L(Y,w) = py(w) auf © Likelihood-Funktion. Mit £(9) = log(L(¥)) wird die
Loglikelihood-Funktion bezeichnet.

5.8 Beispiele.

(a) Besitzen im Fall (Q,.%) = (R",Bgrn) die Py Lebesguedichten fy, so gilt
L(¥Y,z) = fg(x), 9 € ©, z € R". Bei Produktdichten fy(x) = [, fo.i(xi)
ist die Loglikelihood-Funktion additiv: £(d,2) = i, log(fgi(z:)).
Im Normalverteilungsmodell (R"™,Bgn, (N (u,02)®")ueR,a>o ergibt sich
Up,0) = =2 log(2mo) — >0 (w; — p)?/(20?), wobei & = (z1,...,3,) €
Q) = R" den Versuchsausgang angibt.

(b) Im diskreten Fall mit Q abzdhlbar und % = Z2(Q) ist die Likelihood-
Funktion beziiglich dem Z#hlmafl L(J) gerade die Zahldichte py von Py.
Im Binomialmodell (Bin(n, p))pe(0,1) ergibt sich L(p) = (2)p* (1 —p)" =,
{(p) = nlog(1 — p) +log () + xlog(p/(1 — p)), wobei z € @ = {0,...,n}

den Versuchsausgang angibt.
5.9 Lemma (Chapman-Robbins-Ungleichung). Es sei (2, %, (Py)gco) ein do-
miniertes statistisches Modell mit Likelihood-Funktion L(¥). Ist § ein erwar-

tungstreuer Schitzer von g(9) fir g : © — R, so gilt fir alle 9,99 € © mit
Py # Pﬁo und Py < Pgo

A B A (g(¥) — 9(190))2
R(g,90) = Vary,(g) > Varg, (L(0)/L(9,))
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Im Fall L(9)/L(99) & £*(Py,) sei die rechte Seite als Null definiert.

5.10 Beispiel. Im vom Lebesguemafl dominierten statistischen Modell
(R, B, (Exp(?))y>0) gilt LY, z)/L(Yo,x) = ﬁ%e*w*%)‘” fir ¥,9¢9 > 0 und
Py,-fast alle z € R (z.B. z > 0). Fiir g(J) = ¢ erhalten wir fiir erwartungstreue
Schétzer 9 von 9:

A (9 —9p)?

R(9,99) > sup ——— = sup Y(20—1y) = 0.
) 9>90/2 Jo (905 e (0=P0)e — 1)29pe~Pordy  yogy/o

Es gibt also keinen erwartungstreuen Schéitzer von 9 mit endlicher Varianz!
Fiir g(¥) = 9~! und erwartungstreue Schiitzer § hingegen folgt
- 29 — 9

R(9g, ) = sup = 92,
( 0 ) 9505 /2 192190 0

Die Identitdt § = X als Schitzer erreicht genau diese Schranke, ist da-
her erwartungstreuer Schitzer von ¥~! mit minimalem MSE (also minima-
ler Varianz). Analog gilt im Produktmodell von unabhiingigen Beobachtungen
X1,..., X, ~Exp(¥), dass X = % S, X; erwartungstreuer Schéitzer von 971
mit minimaler Varianz n~'9~2 ist. Das Supremum in der Chapman-Robbins-
Ungleichung wird in beiden Fillen fiir ¢ — ¢Jq erreicht, was auf eine differentielle
Ungleichung, die Cramér-Rao-Ungleichung, fiihrt.

5.11 Definition. Ein dominiertes statistisches Modell (2,.7, (Py)yco) mit
© C R offen und Loglikelihood-Funktion ¢ heifit Cramér-Rao-regulidr bei
Yo € O, falls

(a) Py < Py, fiir alle ¥ in einer Umgebung von ¥y gilt;

(b) ¥ £(J,w) fiir Py,-fast alle w € 2 bei g differenzierbar ist mit Ableitung
(Do) € L2(Py, );

. 2
(c) limy_yg, B, [(%ﬁ?@”—l - 4(190)) } = 0 gilt.

Die zufillige Funktion ¢ heiBt Score-Funktion und I(dy) := Ey,[¢(d)?]
Fisher-Information des Modells bei 9.

5.12 Satz (Cramér-Rao-Ungleichung). Ist das statistische Modell
(Q,.7,(Py)yco) mit © C R offen bei ¥g € O Cramér-Rao-regqulir mit
Fisher-Information I(Y¥g) > 0 und ist g : © — R bei ¥y differenzierbar, so gilt
fir jeden erwartungstreuen Schitzer § von g(19)

g (00)?
I(¥o)

R(g,00) = Vary,(g) >

5.13 Beispiel. Im Normalverteilungsmodell (R™, Bgn, (N (p,02)®"),cr mit
o > 0 bekannt ist fiir jeden Parameter y € R das Modell Cramér-Rao-
reguléir mit Score-Funktion £(u) = — > (Xi — p)/o? und Fisher-Information
I(n) = n/o?. Fiir erwartungstreue Schiitzer i von g(u) = p gilt daher
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Var, (1) > 02/n. Das Stichprobenmittel X ist also erwartungstreuer Schéitzer
mit minimaler Varianz.

Auch im Binomialmodell lésst sich nachrechnen, dass das Stichprobenmittel
(die relative Haufigkeit) p = X/n erwartungstreuer Schétzer von minimaler
Varianz fiir p ist.
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