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1 Maf3- und Integrationstheorie

1.1 Das Problem der Volumendefinition

1.1 Definition. Forderungen an eine geometrische Volumenfunktionen p :
PR — [0, +00] = [0, 00) U {+00}:

(a) AC B = u(A) < u(B) (Monotonie)
(b) Bi,..., By, paarweise disjunkt = p(Uj2; B;) = Y%, w(B;) (Additivitét)

(¢) p([ai,b1] x -+ x [ag,bq]) = Hle(bz- — a;) fiir b; > a; (geometrisches Volu-
men)

(d) ACRY 2 € R = pu(A+ 20) = u(A) (Translationsinvarianz)

(e) A, T A (dh. A, C Apyq und UpZ A, = A) = p(A,) 1 u(4) (o-
Stetigkeit)

1.2 Lemma. pu ist additiv und o-stetig genau dann, wenn p o-additiv ist, d.h.
By, n € N, paarweise disjunkt = p(U,—1 Bn) = Y peq i1(Bn).

1.3 Satz (Vitali, 1905). Eine solche geometrische Volumenfunktion ezistiert
nicht.

1.2 o-Algebren und Mafle

1.4 Definition. Im folgenden sei X stets eine nichtleere (Grund-)Menge. Ein
nichtleeres Mengensystem &7 C (X ) heifit

e Algebra, falls A, B € o/ impliziert A U B,AB €

o o-Algebra, falls A, A, € o/, n > 1, impliziert U | A, Al e .

Das Tupel (X,.#) mit einer o-Algebra .% auf X heifit messbarer Raum.

1.5 Lemma. Fir Algebren o/ gilt:
(a) @, X € o;
(b) A, Be o/ = ANB e ;
(c) Ar,....Ap € & = " A, Ai € .

1.6 Lemma. Fir o-Algebren % gilt dariberhinaus A, € F, n > 1 =
N> A, € F. Ist (%i)ier, I # O beliebige Indexmenge, eine Familie von o-
Algebren auf X, so ist auch Nic1.%; eine o-Algebra auf X .

1.7 Beispiele.
(a) F ={2,X}, F = P(X) sind stets o-Algebren auf X.

(b) Ist X eine unendliche Menge, so ist & = {A C X | A oder AL endlich}
Algebra, aber nicht o-Algebra.



(c) Ist f : X — Y eine Funktion und .# o-Algebra auf X, so ist f[.#]| =
{BCY|fYB) € F} o-Algebra auf Y. Ist 4 o-Algebra auf Y, so ist
Y9 ={f1(B)| B € 9} o-Algebra auf X.

(d) (Verallgemeinerte) Quader Q@ = [a1,b1) X ---[ag, bg) im R? mit —oo <

a; < b; < oo (lese dabei [—00, b;) := (—00,b;), nur bei Quadern!) fithren
auf die Algebra der Figuren

ey = {
i=1

1.8 Definition.

meN, Q; CRY verallg. Quader}.

(a) Ist & C Z(X) ein Mengensystem, so heift
o(&) = ﬂ{ﬂ | # o-Algebra, & C .F}

die von & erzeugte o-Algebra.

(b) Ist (X,d) ein metrischer Raum, so heifit Bx = c({0| 0 C X offen})
Borel-o-Algebra auf X.

1.9 Lemma. FEs gilt Bx = oc({€|€¢ C X abgeschlossen}). Bra wird auch
erzeugt von g, {Q C R? | Q verallgemeinerter Quader} oder {[a1,00) X - - - x
[ag,00) | a1,...,aq € D} fiir eine dichte Teilmenge D in R.

1.10 Definition. Eine Abbildung p : &/ — [0, 00] auf einer Algebra &/ heifit
Inhalt, falls

(a) (@) =0;
(b) A,B€ o/, ANB =@ = u(AUB) = u(A) + u(B).

u heifit Pramaf, falls sogar o-Additivitéit gilt:

n=

A, € &, n > 1, paarweise disjunkt, Un—1A" cd = ,u(U 1A") = Z,u(An).
n=1

Ein Prémafl p auf einer o-Algebra .# heifit Ma und (X,.%, ) Mafiraum.
Gilt u(X) < oo, so heifit p endliches Maf8; gilt pu(X) = 1, so heifit u
Wahrscheinlichkeitsma8; gilt X = (J77; A, mit A, € % und p(4,) < oo,
so heifit © o-endliches Maf3.

1.11 Beispiele.

(a) Das Zahlma$ (Kardinalitit) u(A) = |A] € NoU{4+c0}, A C X, ist ein

Maf} auf Z(X). p ist endlich, falls X endlich ist, und o-endlich, falls X
abzéhlbar ist.

(b) Das Diracmafl §,(A) = 14(z), A C X, fiir ein € X ist Wahrscheinlich-
keitsmaf} auf Z2(X).



(c) Fiir X abzéhlbar und p(z) > 0mit >y p(x) = List P(A) =>4 p(z)
(dh. P =3 .xp(x)d;) ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf &(X). Im Fall
X endlich und p(x) = 1/|X]| heiit P gleichmifiige Verteilung auf X. Im
Fall X ={0,1,...,n}, p(k) = (Z)pk(l —p)"* heiBt P Binomialverteilung
mit Versuchsanzahl n € N und Erfolgswahrscheinlichkeit p € [0, 1].

(d) Fiir X = R? betrachte auf /r;, das geometrische Volumen ), definiert
durch A([a1,b1) % -+ x [ag,ba)) = [I,(bi — a;) sowie MU, Qi) =
S AMQ;) fiir paarweise disjunkte verallgemeinerte Quader @;. Dann
ist A wohldefiniert und ein Inhalt auf @/p;.

(e) Auf X = {0,1} (Menge der 0-1-Folgen) heifen Teilmengen der Form
A=A, x X mit A, C {0,1}" fiir ein n € N (alternativ: A = 7, 1(4,)
fiir Projektion 7, auf die ersten n Koordinaten) Zylindermengen. Die
Zylindermengen bilden eine Algebra @7z, C Z(X) und P(A4, x X) =
|A,|/2" ist ein Inhalt auf @7z, mit P(X) = 1.

1.12 Satz. Das geometrische Volumen bildet ein Primaf$ auf /.

1.3 Der Maflfortsetzungssatz
1.13 Definition. a : Z(X) — [0, 0] heifit duBeres MaB, falls
(a) a(2) = 0;
(b) AC B= a(A) < a(B) (monoton);
(c) A4, CX,neN=allUr; An) <32, a(4,) (o-subadditiv).

1.14 Satz. Das von einem Inhalt p auf einer Algebra &7 erzeugte duflere Majs

(A = inf{iu(An) Apc o, AC fj An}, ACX,
n=1 n=1

ist in der Tat ein duferes Maj.

1.15 Beispiel. Was ist A*(Q) fiir das eindimensionale Lebesguemafl A? Ist
(gn)n>1 eine Abziéhlung von Q, so gilt Q C (Uy2[qn:gn + €27™) und somit
A(Q) <> €27 =¢e. Mit € ] 0 folgt A*(Q) = 0.

1.16 Definition. Fiir ein dufleres Mafl a heifit eine Menge A C X «-messbar,
falls gilt
VS C X : a(S) =a(SNA)+a(Sn AL

Die Familie der a-messbaren Mengen wird mit .%, bezeichnet.

1.17 Satz. %, ist eine o-Algebra auf X und die Einschrinkung oz, ein Mafs
auf Fq.

1.18 Satz (Fortsetzungssatz von Caratheodory, 1914). Ist p ein Primaf auf
einer Algebra o7 , so ist jedes A € o p*-messbar, und es gilt p*(A) = u(A). p*
setzt also p zu einem Map auf F,~ oder auch auf o(ef/) C F,~ fort.



1.19 Satz (Eindeutigkeitssatz). Ist & C P (X) ein N-stabiler Erzeuger der o-
Algebra F (d.h. 0(&) = F und A,B € & = ANB € &) und sind u, v endliche
Maje, die auf & U {X} dbereinstimmen, so gilt p = v auf ganz 7.

1.20 Korollar. Sind u,v o-endliche Mafle, die auf einem N-stabilen Erzeuger
& der o-Algebra F iibereinstimmen, und gibt es E, € & mit B, T X und
w(Ey) =v(E,) <oo,n =1, so gilt u=v auf ganz F.

1.21 Korollar. Ist u ein o-endliches Pramafl auf einer Algebra <f, so ist
W |o(sry die eindeutige Fortsetzung von p zu einem Maf auf o(<7).

1.22 Lemma. In einem Mafiraum (X, 7, ) sei F = {AUN|A € F,N € N}

mit A = {N C X|3A € F : N C A, u(A) = 0} und g(AU N) = p(A),
A e F. Dann ist (X, #,n) ebenfalls Mafraum.

1.23 Definition. Man nennt (X,.Z, ) die Vervollstindigung von (X,.%, 1)
und im Fall # = .7 heifit (X,.#, p) vollsténdig.

1.24 Satz. Ist p ein o-endliches Primajf$ auf einer Algebra of iber X, so ist
(X, Zpu, ) Vervollstindigung von (X,0(4), *|5(w))- [zum Teil in der Ubung
bewiesen]/

1.4 Das Lebesgue- und Lebesgue-Stieltjes-Maf3

1.25 Definition. Das LebesguemaB X im R? ist gegeben durch die Fortsetzung
des geometrischen Volumens von Figuren A € @/p;, auf die Borel-o-Algebra
Bri = 0(4pig) oder auf die o-Algebra Fy« der Lebesguemengen.

1.26 Satz. Das Lebesguemapf ist translationsinvariant:
VA € Bya, v € RT: NA+2) = MA).

Jedes translationsinvariante MafS 1 auf Bpa mit ¢ = p([0,1)9) < oo erfiillt
u(A) = cA(A), A € HBpa.

1.27 Korollar. Ist T : R? — R linear und bijektiv, so gilt N(T(A)) =
|det(T)|A(A) fiir alle Borelmengen A.

1.28 Beispiel. Eine Ellipse E,;, mit Hauptachsen a,b > 0 ergibt sich als Bild
des Einheitskreises K unter der Abbildung T'(x,y) = (az, by). Es folgt fiir den
Flacheninhalt A(Eqyp) = |det(T)|A(K) = abr.

1.29 Definition. Ein Mafl u auf einer Borel-o-Algebra Bx heifit regulir, falls
fiir alle A € ZBx gilt

(a) u(A) =inf{u(0)| 0 2 A offen};
(b) #(A) = sup{u(K) | K C A kompakt}.
1.30 Satz. Das Lebesguemaf ist reguldr.

1.31 Definition. Fiir ein Wahrscheinlichkeitsmafi P auf (R, %gr) definiert
F(z) := P((—o0,z]), z € R, seine Verteilungsfunktion.




1.32 Lemma. (Eigenschaften der Verteilungsfunktion F')
(a) F ist monoton wachsend;
(b) limy—s_ oo F(z) =0, limy_yo0 F(z) = 1;
(c) F ist rechtsstetig (d.h., z, | v = F(z,) — F(x));
(d) P ist durch F eindeutig bestimmdt.

1.33 Satz. Zu jeder Funktion F : R — [0,1] mit Eigenschaften (a)-(c) einer
Verteilungsfunktion gibt es genau ein Maf$ Pr auf PBr mit der Figenschaft, dass
F Verteilungsfunktion von Pr ist.

1.34 Definition. Pr heifit von F' induziertes Lebesgue-Stieltjes-Maf.

1.35 Korollar. Ist f : R — [0,00) (uneigentlich) Riemann-integrierbar mit
[Z5 fla)de = 1 (ist f also Wahrscheinlichkeitsdichte), so gibt es genau ein
Wahrscheinlichkeitsmafl Py auf (R, Zr) mit Py([a,b]) = f; f(z)dx fira,b e R,
a <b. Es gilt Ps({x}) =0 fir alle x € R.

1.36 Beispiele.
(a) Das Diracmaf 0., besitzt die Verteilungsfunktion F'(z) = 1(; o) (7).

(b) Die Funktion F' : R — [0,1] mit F(z) = 0 fir < 0, F(z) = z fir
xz € [0,1] und F(z) =1 fiir x > 1 ist die Verteilungsfunktion des Wahr-
scheinlichkeitsmafes Pp mit Prp(A) = MANJ[0,1]), A € Br. Pr heifit
gleichméBige Verteilung auf [0, 1].

(c) Die Funktion f(x) = €1y o)(7) ist eine Wahrscheinlichkeitsdichte und
erzeugt Py mit Py([a,b]) = e~ @ — e~ fiir b > a > 0 und P¢((—00,0)) = 0.
Py heifit Exponentialverteilung.

1.5 Messbare und einfache Funktionen

1.37 Definition. Eine Funktion f : X — Y zwischen Messrdumen (X,.#) und
(Y,4) heifit messbar, falls VB € 4 : f~1(B) € Z gilt.

1.38 Lemma. (Eigenschaften messbarer Funktionen)

(a) f ist bereits messbar, falls f~1(B) € .F fiir alle B aus einem Erzeuger &
von 9 gilt.

(b) Sind (X;, %), i = 1,2,3, Messraume und f : X1 — X9, 9 : X9 — X3
messbar, so ist auch go f: X1 — X3 messbar.

(¢c) f: X — R? ist Borel-messbar genau dann, wenn die Koordinatenabbil-
dungen f1,..., fq: X = R Borel-messbar sind.

(d) Stetige Abbildungen sind stets Borel-Borel-messbar.



(e) Sind f,g : X — R Borel-messbar, so auch f—i—g, f—g, feg, max(f,g),

min(f,g), f* = max(f,0), f~ = max(—f,0), |f|, af fir a € R, f/g
(sofern g(x) # 0 fiir alle x € X ).

1.39 Definition. Setze a + oo := oo fiir a € RU{o0}, a — 00 1= —oo fiir
a € RU{—00}, aeco := oo fiir a € (0,00] etc. (wie erwartet). Zusétzlich setze
Oeco := 0, 0o — oo bleibt aber undefiniert.

Betrachte die erweiterten reellen Zahlen R = R U{—o00, +00} mit o-Algebra
PBz = {AUB|A € Br, B C {—00,+00}} (das ist die Borel-o-Algebra der
Zweipunktkompaktifizierung R von R).

1.40 Lemma. Sind f, : X — R, n > 1, messbar, so auch
sup,, fn,inf, fp,limsup,,_, fn, iminf, . f,. Existiert lim,_,~ f, punktweise,
so ist auch lim, f,, : X — R messbar.

1.41 Definition. Eine messbare Funktion f : X — R heif3t einfach, falls f nur
endlich viele Werte annimmt, d.h. f=>"",a;14, firmeN, a; € R, 4; € F
geeignet.

1.42 Satz. Es sei (X,.#) ein messbarer Raum. Dann gilt:

(a) Zu jeder messbaren nicht-negativen Funktion f : X — [0, 00] existiert eine
Folge einfacher Funktionen ¢, : X — [0,00) mit ¢, 1 f (d.h. @np(x) 1
f(x) firn — oo und alle x € X ).

(b) Jede messbare Funktion f : X — R ist punktweiser Grenzwert einfacher
Funktionen.

1.6 Das Lebesgue-Integral

1.43 Definition. Fiir eine einfache Funktion f : X — [0,00), d.h. f der Form
f=2" ailya(ge,y) mit m €N, a3 > - ap > 0, setze

[ tin= [ 1) utas Zw ({ai})):

1.44 Lemma. Fir einfache Funktionen f,g: X — [0,00) und a,b > 0 gilt:
(a) af +bg ist einfach mit [(af +bg)dp=a [ fdu+b [ gdu;
(b) fir f <gist [ fdu< [gdp.

1.45 Definition. Fiir eine nicht-negative, messbare Funktion f : X — [0, 00]
setze

/fdu = sup{/god,u‘ap:X—) [0, 00) einfach, apéf} € [0, +oo].

[ f du heiBt das Lebesgue-Integral von f bezﬁglich 1, éiquivalente Bezeichnun-
gen sind [y fdp, [ f(x)p(dz), [ f(x) , etc. Fiir A € .7 setze ferner

/A fdp = / (f1a) dp




1.46 Lemma. Fir f,g: X — [0, c0] messbar gilt:

(o) f<g= [fdu< [gdu;

(b) [fdp=0 <= p({z € X|f(z) > 0}) =0, d.h. f =0 p-fast diberall
(p-f.4.) bzw. f(x) =0 fir p-fast alle (p-f.a.) v € X.

1.47 Satz (Satz von Beppo Levi, Satz von der monotonen Konvergenz, 1906).
Es seien (fy,) eine monoton wachsende Folge messbarer Funktionen f, : X —
[0, 00] und f(x) = lim, o0 fn(x) € [0,00]. Dann gilt

Jim fnduz/fdu~

1.48 Korollar. Zu jeder nicht-negativen messbaren Funktion f : X — [0, 0]
existiert eine Folge einfacher Funktionen ¢, mit ¢, T f, und fir jede solche

Folge gilt [ ppdp?t [ fdu.
1.49 Beispiele.

(a) Fiir das Diracma 0,,, zo € X, und f : X — [0, co] messbar gilt [ f ddg, =
(o).

(b) Fir X =N, .7 = Z(N), das Zahlmaf} y und jede Funktion f : N — [0, oo]
(jede Funktion ist .Z-messbar!) gilt [ fdp = > o2, f(n). Damit umfasst
die allgemeine Integrationstheorie auch die Theorie der Reihen und liefert
dort nicht-triviale Resultate (betrachte z.B. den Satz von Beppo Levi).

1.50 Korollar. Ist f : X — [0, 00] messbar, so definiert v(A) := [, fdu, Ae
F, ein Maf$ auf F, das absolut-stetig beziiglich i ist, d.h. p(A) =0 = v(A) =0
erfillt. Es gilt [ gdv = [ gf du fiir jede messbare Funktion g : X — [0, co].

1.51 Definition. Ist v absolut-stetig beziiglich u, so schreiben wir v < p. Die
Funktion f im Korollar heiffit Dichte von v beziiglich u. Gilt sowohl v < p als
auch p < v, so heiflen die Mafle ¢ und v &quivalent, Notation p ~ v.

1.52 Satz (Satz von Radon-Nikodym, 1930). Sind pu,v Mafle auf (X,.%), so
dass v < p gilt und p o-endlich ist, so existiert eine messbare Funktion f :
X —[0,00] mit v(A) = [, fdp, A e F. fist p-fi. eindeutig bestimmt, und
man schreibt auch f = Z—Z. [vgl. Satz VII.2.3 in Elstrodt oder Stochastik II]

1.53 Satz (Lemma von Fatou). Fir f, : X — [0,00] messbar, n > 1, gilt
/lim inf f, dpu < lim inf/fn dp.
n—oo n—oo
1.54 Beispiel. Fiir f, : R — [0, 00] mit f, = nl(g /) gilt liminf, . f, =0,

aber [ f,dp =1 fiir alle n > 1. Im Grenzwert kann also Masse fiir das Integral
verloren gehen. Beachte, dass f,, keine monoton wachsende Funktionenfolge ist.



1.55 Definition. Eine messbare Funktion f : X — R heifit py-integrierbar, falls
[ ftdp < ocound [ f~du < co. In diesem Fall setze

[tan=[sran- [ fauer,

Die Menge der p-integrierbaren Funktionen wird mit £*(u) = ZLYX,.F, )
bezeichnet. Wiederum wird [, fdp := [ fladp fir f € £ (p) und A € F
definiert.

1.56 Beispiel. Es sei T' : X — Y eine messbare Abbildung zwischen dem
MafBraum (X,.Z7, i) und dem Messraum (Y, %) sowie u’ (A) := u(T~(A)) das
BildmaB von p unter 7. Dann gilt [, f(y)u” (dy) = [ f(T(x)) p(da) fiir alle
f:Y — [0,00] messbar und alle f : Y — R messbar mit f o T € Z(p).

1.57 Lemma. Fir f,g € £ (i), a,b € R gilt:
(a) af +bg € LV (p) und [(af +bg)du=a [ fdu+b[gdu (linear);
(b) f<g= [fdu< [gdu (monoton);
(c) |[ fdu| < [|f]dp (verallgemeinerte Dreiecksungleichung);
(d) Ae Z, u(A)=0= [, fdu=0.

1.58 Satz (Satz von Lebesgue, Satz von der majorisierten/dominierten Kon-
vergenz, 1910). Es seien f, : X — R, f : X — R messbar und es gelte
f(x) = limy, o0 fn(z) fiir p-fast alle x € X. Erzistiert F € £L(u) mit |f,| < F
fir allen > 1, so gilt:

(0) fo, f €L (1), n>1;
(b) limn oo [1fn — fldp =0;
(¢c) limy, o0 [ frdp = [ fdp.
1.59 Beispiel. Die Gammafunktion I'(z) = [~ 2*~le ™ \(dx) besitzt an jeder

—Jo
Stelle zp > 0 eine im Intervall (0, 2zp) giiltige Potenzreihenentwicklung I'(z) =
S0 pan(z — 20)" mit a, = o a® te " (logz)"dx. Insbesondere ist I' €

C*°((0,00)) reell-analytisch.

1.60 Korollar. Es seiU C R offen, (X, %, u) ein Maffraum und f : UxX — R
besitze folgende Eigenschaften:

(a) VueU: f(u,s) € L ();
(b) Vz € X : f(e,z) € CL(U);
(c) Es gibt F € £ (), so dass \%f(u,iﬁ)’ < F(z) fir allew e Uz € X gilt.

Dann ist u [ f(u,x) p(dz) stetig differenzierbar auf U mit

i/f(ua$)ﬂ(d$):/aif(“’f”)”(d:”% ue U.



1.7 Produktmafle und der Satz von Fubini
1.61 Definition. Fiir Messrdume (X7, .%#1) und (Xs,.%3) definiert

f1®f220({AXB|A€y1,B€yQ})

die Produkt-o-Algebra auf X; x Xs.

1.62 Lemma. Fir Messriume (X;,.%#;), i =0,1,2, gilt:

(a) F1 @ Fy ist die kleinste o-Algebra, so dass die Koordinatenprojektionen
m o X1 X Xo = X5, i = 1,2, messbar sind.

(b) f:Xo— X3 x Xy ist genau dann (Fy, F1 @ Fa)-messbar, wenn 7; o f,
i = 1,2, messbar sind.

1.63 Beispiele.
(a) By @ Byi = Byr+i.
(b) Fiir Lebesguemengen ist die analoge Aussage zu (a) falsch.
(c) Z(N)® Z(N) = ZZ(NxN).
1.64 Definition. Fir A C X; x X5, 21 € X1, 9 € X9 definiere die Schnitte
Ay, ={z2 € Xo| (21, 22) € A}, A" ={z; € X1 |(x1,22) € A}.
1.65 Lemma. Fir Messrdume (X1,.%1) und (X2, %2) gilt:
(a) VA € F1 @ Fo, x1 € X1, 29 € Xo: Ay, € Fo, A™2 € Fy;

(b) Ist f: X1 x Xo — R (F ® Fo, Bg)-messbar, so ist x1 — f(x1,12) fiir
alle z9 € X9 messbar und xo — f(x1,x2) fir alle x1 € X;.

1.66 Lemma. Sind (X1, %1, u1) und (X, Fa, o) o-endliche Mafiriume und
A€ F1 @ Fy, so sind x1 — ua(Ag,) und xo — 1 (A*2) messbar.

1.67 Satz. Sind (X1, F1, 1) und (Xa, Fa, uo) o-endliche Mafiridume, so gibt
es genau ein Maf$ p1n ® po auf F1 ® Fo mit

1 ®N2(A X B) = ,U,l(A)ug(B) fir A e %, B € Z,.

Es gilt fiir alle A € 91 ® Fo

p1 ® po(A) = /

ia(Aay) i (dar) = / 111 (A%2) ia(dz).
X1

Xo
1.68 Definition. Das Maf} y; ® pg heifit Produktmafl von g1 und pe.
1.69 Beispiele.

(a) Fiir das Lebesguemafl A\ auf Zpa gilt Ay ® \j = Ajqy.



(b) Ist (92,.#, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X7, X5 : © — R messbar
(X1, X2 heiflen dann Zufallsvariablen), so heilen X7, X2 unabhéingig, falls

P{w e Q| X1(w) € A, X2(w) € B})
=P{we Q| X (w) € A})P({w € Q| X2(w) € B}), A,B € P,

gilt. Mit (X1, Xs) : © — R? heifit das fiir die entsprechenden BildmaBe
gerade PX1X2) = pXi @ PX2 quf po.

1.70 Satz (Tonelli). fir o-endliche Mafsraume (X1, %1, p1), (X2, Fa2, p2) und
messbare Funktionen f: X1 x Xo — [0, 00] gilt:

(a) x1 fX (z1,x2)p2(dze), T2 — fX (x1,x2)p1(dzy) sind messbar.

(b) (Formel der iterierten Integrale)

/XlxXZ fd(p ® p2) = /X1 ( X2 f(x1,22) Mz(dxg)) pi(dzy)
:/ ( f($1a$2)ul(df€1)> pa(dzs).
X NJxy

1.71 Satz (Fubini, 1907). fir o-endliche Mafiriume (X1, %1, 1), (X2, Fa, u2)
und f € gl(Xl X XQ,yl ® 923/“ & /.LQ) gilt:

(a) 1 — f(x1,72) € LY(1) fiir po-fast alle xa, xo — f(w1,72) € L1 (112)
fir py-fast alle 1.

(b) x1 = [y, fler,22)pe(des) € L), v2 = [y flz1,z0)pu(der) €
LY p2) und

/XlxX2 fd(ur ® p2) = /X1 ( . f(m,xz)uz(d:cg)) pir ()
= / ( f(z1,22) Ml(dx1)> po(ds).
Xo X1

1.72 Korollar. Ist f : X; x Xo — R messbar und ist das iterierte Integral
S, g, 1 @1, 2)] 2{(d2) s (dn) endlich, so gilt f € £ (1 @ pa) und

/XlxX2 fd(p @ p2) = /X1 ( . f(xl,xg)m(d@)> 1 (day).

1.73 Beispiele.

(a) Es gilt limp_ 00 fOR Si;‘” dx = limp_,s fOR fooo sinze”“dudr = 3.

(b) Fiir unabhiingige Zufallsvariablen X;, Xy mit X1, Xy € ZY(P) gilt
E[X, Xs] = E[Xl] E[Xa].

(c) Es gilt fo fo x2+y )2dydaz—% aber fo fo 2+y 2da:aly— —Z.

(d) Fir Xy = Xo = [0,1], 71 = F2 = Bg1], 1 = it das ZahlmaBl und pg = A
das Lebesguemafl sowie die Diagonale A = {(x,z) |z € [0, 1]} gilt

1 1 1 1
/0 /0 1a (2, y)A(dy)u(dz) = 0, aber /0 /O 1a () p(d)A(dy) = 1.
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1.8 Die Transformationsformel

1.74 Definition. Fiir X,Y C R? offen und eine C'-Funktion g : X — Y
definiere die Ableitungs- oder Jacobimatrix

0gi

Dg(z) = (%)z’,g‘:L.“,d e R4,
j

g heilt C'-Diffeomorphismus, falls g bijektiv und Dg(z) invertierbar (d.h.
det(Dg(z)) # 0) fiir alle z € X ist.

1.75 Satz (Transformationsformel, Jacobi 1841). Es seien X,Y C R offen
und g : X =Y ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt:

(a) VA € Bx : Mg(A)) = [4ldet(Dg())| A(dz).

(b) Fiir alle messbaren Funktionen f:Y — [0, 0]
| Hx) = [ statniaen Dot Aa).
Y
(¢) Fiir alle f € LYY) := LYY, By, \y) ist (f o g)|det Dg| € LX) und
[ Fx) = [ statniaen Dot Ada).
Y

1.76 Beispiele.

) = (rcos,rsing)’ definiert einen C'-
0,27) — R?\{(z,0) " |z > 0} mit Jacobi-
Es folgt fiir f > 0 messbar

(a) Polarkoordinaten im R?: g(r,
Diffeomorphismus g : (0, 00) x
Determinante |det Dg(r, )| =

2w poo
//f(w,y)dwdy:/ / f(rcosp,rsinp)rdrde.
RJR o Jo

Damit zeigt man [p ﬁe‘ﬁ/zdx =1.

(b) Polarkoordinaten und Kugelvolumen in RY, d > 2: Setze rekursiv go = g
und gq(r, 01, .., 0d4-1) = (ga—1(7, @1, ..., Pd—_2) cos @q_1,rsinpg_1) " fiir
r >0, € (—m,7), Y2,...,pa-1 € (—7/2,7/2), so dass die Jacobi-
Determinante

|det(Dga(r, 1, ..., p4-1))] = 74" cos pa cos? 3 - - - cos 2 pg_1

ist. Damit berechnet man das Volumen der d-dimensionalen Einheitskugel
als 792 /(d/2)! fiir d gerade und 29t 7(4=1)/2 /(143 ... d) fiir d ungerade.

1.77 Definition. Ist X C R? offen und ¢ : X — R? stetig differenzierbar, so
bezeichnet C' = {z € X | det(Dg(z)) = 0} die Menge der kritischen Punkte
sowie g(C') die Menge der kritischen Werte von g.
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1.78 Satz (Sard, 1942). Die Menge der kritischen Werte g(C') einer Funktion
g € CY(X) ist eine Lebesgue-Nullmenge im R,

1.79 Korollar. Fiir jede stetig differenzierbare Funktion g : R¥ — R mit k < ¢
1st g(Rk) eine Lebesque-Nullmenge in RY. Insbesondere sind R* und RY nicht
diffeomorph.

1.80 Satz (Allgemeine Transformationsformel). Es seien X C R? offen, g :
X — R? stetig differenzierbar und Y = 9(X). Ist C die Menge der kritischen
Punkte von g und N (y) die Anzahl der x € X \C mit g(z) =y, soist N: Y — R
messbar und fiir alle messbaren f:Y — [0, 00] gilt

/Y N(y)f(y) dy = / £(9(x))|det(Dg(x))| do.

1.9 £?- und L’-R&ume
1.81 Definition. Fiir einen Mafiraum (X,.%, 1) und p € [1,00) bezeichnet

LP(p) = {f:X—H@‘f messbar, /|f|pd,u< oo}

den Vektorraum(!) der p-fach integrierbaren Funktionen sowie

I = [lovan) "

Fiir X € %pa und das Lebesguemaf A|x auf X schreibe £7(X) statt ZP(\|x).
Fiir das Zahlmafl p fiir eine beliebige Grundmenge X setze (P(X) = LP(u),
insbesondere (P := (P(N).

1.82 Satz (Holder-Ungleichung, 1889). Fiir p,q > 1 mit % +§ = 1 sowie
feLr(p), g€ Ly gilt fg € L (1) und [|fgllrr < [ Fllzollgll e

1.83 Satz. ||e||zr definiert eine Semi-Norm auf £P(u) [alle Aziome aufSer
Positivdefinitheit einer Norm sind erfiillt].

1.84 Definition. Mit LP(u) bezeichnet man den Quotientenraum £ (u)/{f €
2P| f = 0ptit).

1.85 Satz (Riesz-Fischer, 1907). LP(u) ist ein vollstindiger normierter Raum,
d.h. ein Banachraum.

1.86 Satz. Ist (f,) eine konvergente Folge in LP(u), so existiert eine Teilfolge
(fny)s die p-f.i. konvergiert.

1.87 Beispiel. Betrachte fr; = Lpyg-r g41)2-#) und fiir n = 2k + 1 mit | =
0,---,28 — 1, k € Ny, setze g, = fr;. Dann gilt g, — 0 in LP(]0, 1]), aber
(gn(x))n>1 konvergiert fiir kein 2 € [0, 1].

1.88 Definition. Fiir f,g € L?(u) setze (f,g)r2 = [ fgdp.

1.89 Satz. (e,e);2 ist Skalarprodukt fiir den L?(n) und folglich L*(u) ein Hil-
bertraum.

1.90 Beispiel. Die Funktionen {cos(kz)|k € Ngo} U {sin(kx) |k € N} sind
paarweise orthogonal in L?([—, 7]).
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1.10 Orthonormalbasen und Fourierreihen

1.91 Definition. Vektoren (e,) in einem Hilbertraum H bilden ein
Orthonormalsystem (ONS), falls (e, en) = 6,y fiir alle m,n gilt. Ein Ortho-
normalsystem (e, )nen heifit Orthonormalbasis (ONB), falls die lineare Hiille
span{e, |n € N} dicht in H liegt.

1.92 Beispiel. In ¢2 bildet e, = (0,...,0,1,0,...) ("1’ an n-ter Stelle), n € N,
eine ONB.

1.93 Satz.

(a) Fiir jedes ONS (ey,) gilt die Besselsche Ungleichung:

VoeH: > (ven)? < o>

(b) Fiir jede ONB (en)nen gilt

N
Vv € H: Pyv:= Z(v,en>en — v fiir N = oo

n=1

und die Parsevalsche Gleichung > °° (v, e,)? = ||[v]?.

1.94 Lemma. Das trigonometrische System

T = {\/%}U{\}%cos(krzv)‘kGN}U{\/lEsin(k:m)‘k: EN}
bildet ein ONS in L*([—7, 7).

1.95 Definition. Zu f € L?([—m,n]) betrachte die Partialsummen

+ Z ay, cos(kz) + by sin(kx))
k=1

_ %
2
der abstrakten Fourierreihe sq.

1.96 Lemma. Fiir den Dirichletkern Dy (z) = 5 + > p_ cos(kz), x € R, und
[

[ R = R 2m-periodisch mit f||_n » € L*([—m, 7)) gilt

(a) Dyp(—x) = Dy(x), Dp(x + 27) ), J© D

(b) Dy(x)= % fir x # 2km mit k € Z.

(¢) sn(x) =L [T f(x+8)Dy(t)dt =L [T IEDHE D) gy,
1.97 Definition. Eine 27-periodische Funktion f : R — R heifit stiickweise
differenzierbar, wenn es —m = g < 11 < --- < Z,, = 7 und differenzierbare

Funktionen fy : [vr_1,2%] — R gibt mit flu, |20 = fel@e 120 fir & =
1,...,m. Wir schreiben f(z+) = limy, f(y), f(x—) = limy, f(y).
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1.98 Satz. Ist f 2mw-periodisch und stiickweise differenzierbar, so gilt fir alle

r €R
i s () = D)+ FE0).

n—oo 2

1.99 Definition. Eine reelle Folge (a;,)n>0 heifit Césaro-konvergent gegen a €
R, falls limy, o0(ao + a1+ -+ an)/(n + 1) = a gilt.

1.100 Lemma. FEs gilt fiir den Féjerkern

D ...+ D,
Fo(z) = U(x)+n+1+ @) Ler:

(a) |7 Fy(x)dx =n;

sin?((n T .. .
(b) Fy(x) = % fiir x # 2km mit k € 7Z;

sin
1.101 Satz. Ist f : R — R 2w-periodisch und stetig, so konvergiert op(z) =
%ﬁf“m fiir n — oo gleichmdfig in x € R gegen f(x). (sn(x)) ist also
Césaro-konvergent gegen f(x) (sogar beziiglich ||o||so ).

1.102 Korollar. Bezeichnet (Cper([—m,7]),||s|lc) den Raum der stetigen
Funktion f : [—m, 7] = R mit f(—m) = f(m) und der Mazimumsnorm ||e||sc, S0
liegen die trigonometrischen Polynome Ty (x) =Y, (ay cos(kx) + by sin(kx)),
n >0, ag, by € R, dicht in (Cper([—m,7]), ||o]loo)-

1.103 Satz. Das trigonometrische System 7 bildet eine ONB in L?([—,]).

2 Integration auf Mannigfaltigkeiten

2.1 Untermannigfaltigkeiten

2.1 Definition. Eine Teilmenge M C R" heiflt k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit des R", falls es zu jedem p € M eine offene Um-
gebung U C R™ sowie eine stetig differenzierbare Funktion f : U — R" % gibt
mit

(&) MNU ={zeU|f(x)=0}=f1(0);
(b) Rang(Df(p)) = n — k, wobei

pp— W fui) _ o .
f=dbndneh) :

8(1’1,...,1‘11) afnfk afnfk

for ... O

Ist Kk =n — 1, so nennt man M auch Hyperflache.
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2.2 Beispiel. Die Einheitssphére S,_1 = {x € R" |||z|| = 1} ist (n — 1)-
dimensionale Untermannigfaltigkeit des R” vermoge f : R™ — R, f(z) = ||z||* -
1.

2.3 Satz (lokale Darstellung als Graph). Es sei M eine k-dimensionale Un-
termannigfaltigkeit des R"™ und p = (p1,...,pn) € M. Dann gibt es nach even-
tueller Umnummerierung der Koordinaten offene Umgebungen U' C R* von
(A " n—k "o . . .
p = (p1,...,pr) und U" C R von p” = (Pkst1,--.,Pn) Sowie eine stetig
differenzierbare Funktion g : U — U", so dass M N (U x U") = {(a',2") €
U xU"|z" =g(a')} gilt.

2.4 Beispiel. Fir M = S5,,_1, p

= (0, , 1) (Nordpol) liefert U' = {2’ €
R*™ [ [l'|| < 1}, U” = (0,00), g(a') =

\/ 1 - Ha: ||? eine solche Darstellung.

2.5 Satz (lokale Darstellung als Unterraum). Es sei E = {z € R" | 2341 =

- =z, = 0} die k-dimensionale Ebene im R". Dann ist M C R" genau
dann k-dimensionale Unermannigfaltigkeit, falls es zu jedem p € M eine offene
Umgebung U C R™ sowie einen C*-Diffeomorphismus F : U — F(U) C R™ gibt
mit F(MNU)=E,NFU).

2.6 Definition. Es sei T' C R* offen und @ : T — R" mit £ < n stetig
differenzierbar. Dann heifit ¢ Immersion, falls Rang(Dep(t)) = k gilt fiir alle
tefT.

2.7 Beispiel. Mit T = (0,7) x R, ¢(t1,t3) = (costysinty,sintysinty,costy)’
ist ¢ eine Immersion und ¢(7T') = S2 \ {(0,0,1)7,(0,0,—1)T}, aber ¢ ist nicht
injektiv.

Auch injektive Immersionen ¢ brauchen als Bild ¢(T") keine Untermannig-
faltigkeit zu haben.

2.8 Satz (lokale Paramaterdarstellung, Karte). M C R" ist genau dann k-
dimensionale Untermannigfaltigkeit, wenn es zu jedem p € M eine beziiglich M
offene Umgebung V. C M, eine offene Menge T C R* sowie eine Immersion
@ : T — R"™ gibt, die T homdomorph auf V abbildet.

2.9 Definition. Die Abbildung ¢ : T — V im Satz heifit Karte oder lokale
Parameterdarstellung von M. Eine Familie von Karten ¢; : T; — V; € M,
J € J, heiit Atlas von M, falls |, ; V; = M gilt.

jeJ

2.10 Beispiel. Jede kompakte Untermannigfaltigkeit M C R"™ besitzt einen
endlichen Atlas, das heifit einen Atlas mit |J| < oo.

2.11 Satz (Kartenwechsel). Es seien @1 : Ty — Vi C M, o :To — Vo C M
2wei Karten einer k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R™ mit V :=
ViNVy # &. Dann sind <p1_1(V) C T4, <p2_1(V) C Ty jeweils offen und der
Kartenwechsel T = 5 0 o1 : o1 H(V) = @3 1(V) ist ein C'-Diffeomorphismus.
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2.2 Tangential- und Normalenraum

2.12 Definition. Ist M C R" eine Untermannigfaltigkeit und p € M, so heifit
v € R™ Tangentialvektor an M im Punkt p, falls es ¢ > 0 und eine stetig
differenzierbare Funktion ~ : (—¢,¢) — M gibt mit v(0) = p, ¥(0) = v.

Die Menge der Tangentialvektoren an M in p wird Tangentialraum 7, M
genannt.

2.13 Satz. Fiir eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M und p € M gilt:
(a) TyM ist k-dimensionaler Unterraum des R".
(b) Ist o : V CR¥ - U C M Karte von M mit p € U, so gilt

(%

0 _
LM = span (52 (67 0

-1
o (™' @))-
(¢c) Ist U C R"™ eine Umgebung von p und f : U — R™* stetig differenzierbar
mit Rang(Df(p)) =n—k, MNU = f~1({0}), so gilt T,M = ker(Df(p)).

2.14 Beispiele.

(a) Ist v : [0,1] — R™ stetig differenzierbar mit 4(¢) # 0 fiir alle t € [0, 1]
sowie 7y : [0,1] = M := ~([0,1]) ein Homéomorphismus, so ist M eine 1-
dimensionale Untermannigfaltigkeit. Fiir p = (), ¢t € [0, 1], gilt T,M =
{a§(t) | € R} C R™ nach (b).

(b) Identifiziert man die Menge R™*" der n x n-Matrizen mit R™, so bildet

die Menge &'(n) der orthogonalen n x n-Matrizen eine @—dimensionale
Untermannigfaltigkeit; denn es gilt &(n) = f~1({0}) mit f(4) = ATA —
E,. Fir A € O(n) gilt T40(n) = {H ¢ R™" |H"A+ ATH = 0}. Im
Fall A = E, ergeben sich gerade die anti-symmetrischen Matrizen als
Tangentialraum.

2.15 Definition. Der Normalenraum an M in p € M ist gegeben durch

NyM =T,M* = {w € R" | Vv € T,M : (v,w) = 0}.

w € NpM heiit Normalenvektor an M in p.

2.16 Korollar. Es seien M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit,
p € M sowie U C R™ eine Umgebung von p und f : U — R"* stetig dif-
ferenzierbar mit Rang(Df(p)) = n —k, M NU = f~1({0}). Dann bilden die
Gradienten V fi(p), ...,V fa—i(p) eine Basis von N,M.

2.17 Beispiel. Es sei fy . (0,211) — R% () = (cost,sint)’ und M =
7((0,2m)) = S2 \ {(1,0)T}. Fiir p = 7() € (0,2m), gilt dann T,M =
{a(—sint,cost)T |a € R}, N,M = {a(cost,sint)" |a € R} = span(p).
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2.3 Oberflachenintegrale

2.18 Definition. Es sei ¢ : T' — V C M eine Karte fiir eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M C R"™. IThr Mafitensor (oder metrischer Tensor, lokale
Gram-Matrix) ist die Abbildung

G:T =Rk G(t) = (De(t) " Dep(t).

g(t) := det(G(t)) heit Gramsche Determinante.

2.19 Definition. Es sei ¢ : T' — V C M eine Karte fiir eine k-dimensionale
Untermannigfaltigkeit M C R". Ist f : M — R derart, dass f|pp 1 = 0, so heif}t

f (bzgl. ) integrierbar, wenn die Funktion ¢t — f(p(t))\/g(t) in LY(T) liegt.
Wir setzen

/ f(x) dS(x) 12/ f(x) S(dr) !Z/f(sa(t))\/g(t) dt.
M M T

Man nennt dS(x) bzw. S(dz) infinitesimales Oberflichenelement (S kann als
Maf} auf den Borelmengen von V' aufgefasst werden).

2.20 Lemma. Fir die Gramsche Determinante gilt:
(a) Vx €V : g(z) > 0;

(b) Sind o1 : Tv — Vi C M, w9 : Ty — Vo C M zwei Karten mit V :=
ViNnVy # @, so gilt fir die Gramschen Determinanten g1, gs und den
Kartenwechsel T = @3 ' o1 1 o7 H(V) — @3 H(V):

g1(t) = det(D7(1))*g2(7(1)), t €7 (V).

Damit ist obige Definition von [, fdS unabhingig von der gewdihlten Kar-
te.

2.21 Definition. Es sei ¢; : T; — V; € M, j = 1,...,J, ein endlicher Atlas
der k-dimensionalen Untermannigfaltigkeit M C R". Dann heifit f : M — R
integrierbar, sofern f17; jeweils beziiglich ¢; integrierbar ist fiir j = 1,...,J.
Wir setzen

J
fdS = /fl. . dS
/M Jz::l M VvJ\U'L<]V

J
=3 [ Ao O a0y a0

wobei g; die Gramsche Determinante fiir ¢; bezeichnet. (Dann ist [ a fdS wohl-
definiert und unabhéingig von der Kartenwahl). Ferner definieren wir

Vol (M) = /

1dS und Voli(A) = / 14dS (sofern 14 integrierbar).
M

M

2.22 Beispiele.
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(a) Kurvenintegrale: v : (0,1) — M C R" sei ein Homéomorphismus mit
y(t) # 0 fiir alle ¢t € (0,1). Dann gilt g(t) = [|g(¢)||* und [,, fdS =
f(o 1 FOy@)|5(@)| dt, falls f integrierbar ist. Insbesondere gilt fiir die
Kurvenlinge Vol (M) = | (0,1)H7"(t)” dt, sofern das Integral endlich ist.

(b) Funktionsgraphen: fiir U C R"™! offen, h : U — R stetig differenzierbar,
M = {(2',h(2)) e R" |2’ € U} gilt

| ras= [ 1wV TE VAP d
M U

sofern f integrierbar ist.

(c) Kugeloberfliche: die (n — 1)-Sphére r5,,_; vom Radius r > 0 besitzt das
(n — 1)-dimensionale Volumen

27Tn/2 n—1

Vol,—1(rSp—1) = F(n/2)r

2.4 Orientierung und Teilmengen mit Rand
2.23 Definition. Es sei M C R"” eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit.

(a) Karten ¢1 : 171 — Vi, w2 : To — Vo von M mit V := Vi N Ve # & heilen
gleich orientiert, falls der Kartenwechsel 7 = ¢, Lo : 71 (V) — @5 H(V)
die Bedingung det(D7) > 0 auf o (V) erfiillt.

(b) M wird orientierbar genannt, falls M einen Atlas gleichorientierter Karten
besitzt. Ein solcher Atlas heifit orientiert.

2.24 Beispiel. Jede nur durch eine Karte parametrisierte Untermannigfaltig-
keit ist orientierbar. Insbesondere ist jede offene Teilmenge U C M orientierbar.

2.25 Beispiel. Ein orientierter Atlas induziert auch eine Orientierung auf den
Tangentialriumen T, M iiber die Basis (2£(t), ..., 22 (¢)) mit ¢ = ¢~ '(p) und

ox1 Y Oz,
einer Karte ¢. Ist v : (0,1) — M C R" ein Hom6émorphismus mit 4 # 0 auf
(0,1), so induziert die Karte 7 eine Orientierung von 7,M mittels des Basis-

vektors (t), t = y~!(p), bzw. des Tangenteneinheitsvektors 7”18”.

2.26 Satz. Eine Hyperfliche M C R" ist genau dann orientierbar, wenn es
ein stetiges Einheitsnormalenfeld v auf M gibt, d.h. v : M — R"™ stetig mit
v(p) € NpM und |[v(p)|| = 1.

2.27 Definition. Ein Atlas & einer Hyperfliche M C R" besitzt die von einem
stetigen Einheitsnormalenfeld v induzierte Orientierung, falls gilt

Vo:T =V e, teT :det(v(p(t)), De(t)) > 0.
2.28 Beispiele.

(a) Esseien U C R" offen, f € CY(U) und M = f~1({0}). Dann ist die Man-
nigfaltigkeit M durch das stetige Einheitsnormalenfeld v(p) = %

orientierbar. Insbesondere ist S,,_1 C R" orientierbar.
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(b) Das Bild M von ¢ : Rx(—1,1) — R? mit

coS § Cos s 0
P(s,t) = [ sins | +¢ | cos(s/2) | sins | +sin(s/2) | O
0 0 1

beschreibt das Mobiusband, das nicht orientierbar ist.

2.29 Definition. Es sei M C R" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit
und Q C M. Dann besitzt 2 glatten Rand, wenn fiir alle p € 92 C M eine Karte
e:T—=VmitpeV,o(TN{x; <0})=QNV und o(T'N{x; =0}) =0QNV
existiert. Ein solche Karte heiffit rand-adaptiert.

2.30 Lemma. Fssei M C R" eine k-dimensionale orientierte Untermannigfal-
tigkeit, k > 2, und Q C M besitze glatten Rand. Dann existiert ein orientierter
Atlas rand-adaptierter Karten.

2.31 Satz. Es sei M CR" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, k > 1,
und Q C M besitze glatten Rand. Dann ist 0Q C R" eine (k — 1)-dimensionale
Untermannigfaltigkeit. Ist M orientierbar, so auch Of).

2.32 Beispiel. Es sei M C R? eine zweidimensionale orientierte Unterman-
nigfaltigkeit und 2 C M besitze glatten Rand. Ist ¢ : T' — V randadaptierte
Karte, so parametrisiert die Kurve s — ¢(0,s) den Rand 02 N V. In p € 90
mit t = ¢~ !(p) geben die Basen (g—;‘l’(t), g—t";(t)) von T, M und g—ti(t) von T,,(092)
die Orientierungen von M und 0f) an: die Kurve 02 wird so durchlaufen, dass

Q zur Linken liegt.

2.33 Satz. Fiir Mengen QQ C M = R"™ mit glattem Rand existiert genau ein
Einheitsnormalenfeld v auf 02 mit

Vp e 0Q3de > 0Vs € (0,e) : p+ sv(p) ¢ Q.

v ist stetig und heifit dufleres Einheitsnormalenfeld.

2.5 Vektorfelder

2.34 Definition. Fiir U C R" heifit f : U — R" Vektorfeld. Gilt f; € C™(U),
i=1,...,n, so schreiben wir f € C™(U;R").

2.35 Definition. Es seien v : I — R"™ mit einem Intervall I C R eine stiickweise
stetig differenzierbare Kurve und f : U — R" mit v(I) C U ein Vektorfeld.
Dann gibt

/ (f (), da) = / (1)) 4(s)) ds,

I

sofern die rechte Seite wohldefiniert ist, das orientierte Kurvenintegral von f
léngs v an.

2.36 Beispiel. Bewegt sich ein Teilchen auf der Kurve « in einem Kraftfeld f,
so folgt aus der Formel Arbeit=Kraftx Weg, dass die verrichtete Arbeit gerade

fw(f(x),dac) ist.
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2.37 Definition. Fiir eine durch ein Einheitsnormalenfeld v orientierte Hy-
perfliche M C R" ist das orientierte Oberflichenintegral eines Vektorfelds
f:U —= R" mit M CU gegeben durch

/M<f(x)7d5(w)> - /M<f, 05) = /M<f<x>, v(2)) S(dx),

sofern die rechte Seite wohldefiniert ist.

2.38 Definition. Ein stetiges Vektorfeld f : U — R™ heifit konservativ, falls
fiir jede stiickweise stetig differenzierbare Kurve « : [0, 1] — U mit v(0) = (1)

gilt fv(f(x),daﬁ =0.
2.39 Beispiele.

(a) Wenn ein Teilchen in einem stationdren Kraftfeld zum Ausgangspunkt
zuriickkehrt, so ist die geleistete Arbeit Null.

(b) 7 :[0,27] — R?, v(s) = (coss,sins) " und f(z1,22) = (—x2,21)" fithren
auf f7< f(z),dz) = 2m, f ist also nicht konservativ auf RZ.

2.40 Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heifit zusammenhéngend, falls
X und @ die einzigen Teilmengen von X sind, die offen und abgeschlossen zu-
gleich sind. Eine Teilmenge A C X heifit dann zusammenhéngend, falls (A, d|4)
zusammenhéngend ist.

Ist « ein Punkt in einem metrischen Raum (X,d), so ist seine
Zusammenhangskomponente definiert als

C(z) = U {A CX ‘ r e A, Aist Zusammenhéingend}

2.41 Lemma. C(x) ist zusammenhingend und x € C(x).

2.42 Lemma. x ~ y: <= y € C(x) ist eine A'quival@nzrelation auf X x X
und X zerfillt in Zusammenhangskomponenten: X = \J..;C(x;) mit J # @
und xj € X geeignet.

jed

2.43 Definition. Ein metrischer Raum (X, d) heiit wegzusammenhingend,
wenn es fiir alle z,y € X einen Weg von z nach y gibt, d.h. v : [0, 1] — X stetig

mit ¥(0) =z, 7(1) = y.

2.44 Satz. Ist U C R" offen und zusammenhdngend, so ist U auch wegzu-
sammenhdngend. Jeder Weg v kann stickweise stetig differenzierbar gewdhlt
werden.

2.45 Korollar. Ist U C R" offen, so zerfdllt U in offene Wegzusammenhangs-
komponenten: U = UjeJVj mit V; offen und wegzusammenhdngend.

2.46 Satz. Fir ein stetiges Vektorfeld f : U — R"™ sind dquivalent:
(a) f ist konservativ.

(b) Fir alle stickweise stetig differenzierbaren Kurven v : [a,b] — U hdngt
fw<f(:n),dx> nur von den Endpunkten vy(a), v(b) ab.
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(c) Es gibt ein Potential F € CY(U) mit f = VF auf U.

2.47 Definition. Eine Teilmenge U C R” heifit sternformig, falls zg € U
existiert, so dass gilt

Vo e U: [z, x] := {xo +t(x — x0) |t €[0,1]} CU.

2.48 Satz (Lemma von Poincaré, 1895). Es seien U C R" offen und
sternformig sowie f € C1(U;R™). Dann sind dquivalent:

(a) Vi,j=1,...,n: %(z):%(@,xeu
(b) IF € C2(U) : VF(z) = f(z), z € U.

2.49 Beispiel. Das Vektorfeld f : R?*\{0} — R? mit f(z;,22) =

(—w2,21) " /(2% + 23) erfiillt g—:{; = g—ﬁ, ist aber nicht konservativ.

2.6 Der Gauflsche Integralsatz

2.50 Satz (Lagrange 1762, Gaufl 1813, Green 1825, Ostrogradski 1831). Es
seien U C R™ offen sowie @ C U kompakt mit glattem Rand und duferem
Einheitsnormalenfeld v. Dann gilt fir alle f € C1(U;R™)

[ divtrande = [ (50 v(@) S(ae).
Q

onN
2.51 Lemma. Fir U C R" offen, g € CYU) mit kompaktem Triger
supp(g) = (WA C U| A abgeschlossen, flina = 0} in U und j = 1,...,n gilt
- %(a:) dx = 0.
J

2.52 Lemma. Es sei U = U’ x (a,b) CR™ offen, h € CY(U’; (a, b)) sowie
M = {(2',h(z")) | 2" € U},
Q_={(a,2,) 2" €U, 2,

<
Qp ={(,2,) |2 €U 2y >

Dann gilt fiir alle g € CY(U) mit kompaktem Triger in U und j =1,...,n

ﬁ(ac) dr = ¥/M g(x)v;(z) S(dxr)

0. 07;

mit Normalenvektor v(z',x,) = (=Vh(z'),1)T//1+[[Vh(@)|? an M in
Richtung Q.

2.53 Lemma. FEs seien U C R" offen und Q2 C U kompakt mit glattem Rand.
Zu jedem p € 08} gibt es — ggf. nach Umnummerieren der Koordinaten — eine
offene Menge U’ C R"™Y, ein offenes Intervall I und ¢ € C(U'; 1), so dass gilt
peU xI,0NU xI)={(,¢)) |z €U} und QN (U xI) = {(2/,xy) €
U x|z, <Y(x)} oder QN (U x I) = {(2/,2n) €U X I |z, = Y(2)}.
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2.54 Lemma. Ist K C R" kompakt und (Uj);=1,.. s eine offene Uberdeckung
von K, so gibt es eine (U;) untergeordnete glatte Zerlegung der Eins (o) auf
einer Umgebung U von K, d.h o € C*(R;[0,1]), j =1,...,J, mit kompaktem
Triger in U; sowie Z}-le aj(z) =1 firxzeU.

2.55 Beispiele.

(a) Volumenberechnung: Fiir Q C R? mit glattem Rand gilt die Leibnizsche
Flachenformel

Vola(2) = ;/(m@,u(x)) S(dx) = ;/B (rdy — ydx).

Q

Fiir die Volumina der n-dimensionalen Sphiren und Biélle gilt
Vol,,—1(rSn—1) = % Vol,(rBy).

(b) Archimedisches Prinzip.

(¢c) Modellierung mit partiellen Differentialgleichungen fithrt auf die
Diffusions- oder Wirmeleitungsgleichung %u(az,t) = aAzu(z,t) bzw. bei
Quellen und Senken auf ihre inhomogene Version %u(x, t) = aAzu(z,t)+
g(x). Im stationdren Fall ergeben sich die Laplacegleichung Au(z) = 0
und die Poissongleichung aAu(z) = —g(z). Eine Losung u der Laplace-
gleichung heiffit harmonische Funktion.

2.7 Der Stokessche Integralsatz

2.56 Satz (Kelvin 1850, Stokes 1854, Hankel 1861). Es sei M C R® eine
durch das Finheitsnormalenfeld v orientierte zweidimensionale Untermannig-
faltigkeit, deren Karten zweimal stetig differenzierbar sind. Ferner sei  C M
eine kompakte Teilmenge mit glattem Rand 0X), der die von v induzierte Ori-
entierung trage und auf T,(02), p € 09, zur Orientierung durch den Tangen-

teneinheitsvektor t(p) fihrt. Dann gilt fir Umgebungen U C R® von Q und
feCYU;R%)

/ (rot f(z), () S(dx) = / (f(2), t(x)) S(d).
Q

o0N

3 Gewohnliche Differentialgleichungen
3.1 Beispiele
(a) Radioaktiver Zerfall a(t) = —aul(t)
(b) Verhulst-Modell :(t) = (b—d)(L—2(t))z(t) mit b,d, L > 0 und z € [0, L]

(c) Mathematisches Pendel $(t) = —¥sin(p(t)) mit ¢(0) = @o, $(0) = vg
oder dquivalent fiir z(t) = (p(t),v(t))": @(t) = (w2(t), —sin(z1(t)))".
Die Energie E(t) = 1 M1*v?(t) + Mgl(1 — cos(¢(t)) ist entlang der Losun-
gen konstant, d.h. ein erstes Integral.
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3.2 Dynamische Systeme

3.1 Definition. Es sei T € {R*,Ny,R,Z} eine Zeitmenge und (X,d) metri-
scher Raum. Dann heif3t eine stetige Abbildung ¢ : T' x X — X Fluss, falls fiir
alle z € X gilt

(a) ¢(0,2) ==
(b) Vs,t €T : p(s+t,x)=¢(s,p(t,x)).

Das Quadrupel (X,d, T, ) heifit dann dynamisches System.

3.2 Beispiel. ¢(t,29) = eftrg mit A € R™" definiert einen Fluss im R"
fir T = R™ oder T = R, Losung der Differentialgleichung #(t) = Ax(t) mit
x(0) = xo.

3.3 Definition. Fiir ein dynamisches System (X,d,T,¢) und xg € X heifit
O(z0) = {@(t,z0) |t € T} Orbit von x¢ sowie OF (xg) = {p(t,z0) |t € T, t > 0}
positiver Orbit von xg. Gilt O(zg) = {x0}, so heifit o Gleichgewichtspunkt oder
Ruhelage. Existiert ¢ # 0 mit (¢, z¢) = xo, so heifit xo periodischer Punkt.

3.4 Definition. In einem dynamischen System (X,d, T, ¢) heiit eine Menge
A C X invariant, falls fiir alle zg € A gilt O(zp) C A, sowie positiv invariant,
falls fiir alle zp € A gilt O"(x9) C A. Die w-Limesmenge von zg ist gegeben

durch
ﬂ ()+ t , O )
teT,t=0

3.5 Lemma. Fiir alle g € X gilt:
(a) Ist OF(¢(tg, z0)) kompakt fiir ein ty >0, so gilt w(xg) # 2.
(b) Es gilt w(xo) ={z € X |3(tn) CT,t, = 00: = limp_s00 P(tn, o)}
(c) w(xg) ist positiv invariant.
(d) Im Fall T € {R,Z} ist w(zo) auch invariant.
3.6 Beispiele.

(a) Im diskreten dynamischen System ¢,+1 = ¢, + 8 ( mod 27) ist jeder
Punkt periodisch fiir 8 = 2wqg mit ¢ € Q. Im Fall § = 27r mit r € R\ Q
gilt w(po) = [0, 27) (oder S1).

(b) Fiir den Fluss ¢(t, z0) = etz im R? mit A € R**? ergibt sich eine reiche
Dynamik. Der Ursprung 0 ist stets Ruhelage. Sind A1, A2 € C die Eigen-
werte von A, so gilt: (i) w(zg) = {0} fiir alle o € R? im Fall Re()\;) < 0,
Re(X\o) < 0; (ii) w(zg) = @ fiir alle zgp € R?\{0} im Fall Re(\;) > 0,
Re(A2) > 0; (iii) w(xo) = {0} fiir alle zy € span(vy), falls v; Eigenvektor
zu A1 < 0 ist, und sonst w(xp) = & im Fall Ay > 0; (iv) im Fall Ay = 8,
A2 = —iff mit B € R sind alle Orbits periodisch (Drehungen um /).
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3.7 Definition. Eine kompakte invariante Menge K C X heifit stabil, falls
zu jeder Umgebung U von K eine Umgebung V C U von K existiert mit
O™ (x) C U fiir alle z € V. Eine stabile Menge K heifit Attraktor, falls es eine
Umgebung U von K gibt mit w(xz) C K fiir alle z € U. Kann man U = X
wihlen, so heifit K globaler Attraktor.

3.8 Beispiele.

(a) Fiir den Fluss o(t, z0) = e**2o im R? mit A € R**2 von oben ist jeder Ball
B-(0) mit » > 0 globaler Attraktor im Fall Re(A1) < 0, Re(A\2) < 0. Im
Fall Ay =i, Ao = —if mit 8 € R ist jede rotationsinvariante kompakte
Menge stabil, aber kein Attraktor.

(b) Lorenzattraktor.

3.3 Stabilitdat von Ruhelagen

3.9 Definition. Eine Ruhelage = heifit asymptotisch stabil, falls {Z} ein At-
traktor ist.

3.10 Satz (Lyapunov 1892). Es sei (R", ||e]|,RT, ) ein dynamisches System
mit %g@(t,xo) = f(p(t,x0)), t = 0, fiir eine Funktion f € CY(R™;R"™) und
z € R" mit f(z) = 0. Haben alle Eigenwerte von Df(Z) (strikt) negativen
Realteil, so ist die Ruhelage T asymptotisch stabil.

3.11 Lemma (Gronwall). Ist v : [0,T] — R stetig mit v(t) < o + ﬁfotv(s) ds
fir a € R, 3> 0 und alle t € [0,T), so gilt v(t) < ae’, t €[0,T].

3.12 Definition. Es sei f € C'(R";R") mit f(Z) = 0. Eine in einer Umgebung
U von xg definierte Funktion £ : U — R heifit Lyapunovfunktion fiir f, falls

(a) E bei Z ein striktes Minimum besitzt (E(x) > E(Z) fiir  # );
(b) Ve e U: (VE(x), f(x)) <0.

Gilt sogar (b’) Vo € U\ {z}: (VE(z), f(z)) <0, so heifit F strikte Lyapunov-
funktion.

3.13 Satz. Es sei (R™,|ls|,RT, ) ein dynamisches System mit Lp(t,z0) =
flp(t,20)), t = 0, fiir eine Funktion f € C*(R™;R™")und & € R™ mit f(z) =
0. Fall es eine (strikte) Lyapunovfunktion fir f gibt, so ist die Ruhelage T
(asymptotisch) stabil.

3.14 Beispiel. Beim mathematischen Pendel ist die Energie ein erstes Integral
und damit insbesondere eine Lyapunovfunktion. Die Ruhelage ¢ = 0, v = 0 ist
stabil.
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3.4 Losungstheorie

3.15 Satz (Picard-Lindelof, globale Version). Es sei f € C([0,T] x R™;R")
(global) Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente, d.h.

Dann hat die Differentialgleichung @(t) = f(t,z(t)) firt € [0,T] mit Anfangs-
wert z(0) = xq fiir alle xg € R™ eine eindeutige Losung x € C*([0, T); R™). Wird
diese mit (e, o) bezeichnet, so hingt sie stetig von der Anfangsbedingung ab:

Vg € R": lim sup [|¢(t,x) — ¢(t, x0)| = 0.
T=T0 4e[0,T7

Ist f € C(RT x R™;R™) (global) Lipschitz-stetig in der zweiten Komponente, so
definiert die Losung einen Fluss ¢(t,xo) auf dem R™ mit T = R™.
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