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1 Banach- und Hilbertraume

1.1 Definition und Beispiele

1.1 Definition. Ein vollstindiger normierter K-Vektorraum heifit
Banachraum. Ein vollstdndiger K-Vektorraum mit Skalarprodukt heif3t
Hilbertraum. Hier bezeichnet K € {R,C} stets die reellen oder komplexen
Zahlen.

1.2 Satz. K" mit beliebiger Norm bildet einen Banachraum.

1.3 Definition. Fiir 1 < p < oo definiere die Folgenrdume ¢ = (P(N) =
{(an)nz1lan € K, |[(an)ller < 00} mit faller = (32,51 lanl?) /P fiir 1 < p < oo
und ||al|g = ||al|oc = SUP,>1|an|, wobei stets a = (an)n>1.

1.4 Satz. Es gelten folgende Ungleichungen:

(a) Youngsche Ungleichung: |vy| < %\x|p+%|y\q firallex,y € K, p,q € (1,00)
mit 5+ 2= 1.

(b) Hélder-Ungleichung: fiir a € (P, b € £9 mit p,q € [1, 00| und 1%4—% =1 gilt
ab €t und 32, - lanbs| < [laller]|b]|es

(¢) Minkowski-Ungleichung: fir a € (P, p € [1,00], gilt ||a + bllew < ||aller +
1Bl]er-

1.5 Satz. (¢, ||e[|¢r) ist fiir jedes p € [1,00] ein Banachraum und (02, ||o||p2) ist
ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (a,b)p =3, -1 anbn.

1.6 Definition. Fiir einen metrischen (oder blofl topologischen) Raum 7' setze
C(T)={f:T — K| f stetig} sowie Cp(T") = {f € C(T) | f beschriankt} sowie
[flloo := super| f(B)], f € C(T).

1.7 Satz. (Cp(T),|le|loc)) bildet einen Banachraum. Insbesondere st
(C(K),||e|lcc) €in Banachraum fiir kompaktes K.

1.8 Beispiel. C([0,1]) mit dem Skalarprodukt (f, g) = fol f(z)g(z)dz ist nicht
vollstéandig und bildet somit keinen Hilbertraum.

1.9 Definition. Normierte Rdume X, Y heiflen isomorph, wenn es eine lineare
Bijektion ¢ : X — Y gibt mit c||z||x < ||¢(z)]y < C|z|x fiir Konstanten
C > ¢ > 0 und alle z € X. Eine lineare Abbildung ¢ : X — Y nennt man
Isometrie, falls ||p(z)|ly = ||z||x fiir alle z € X gilt. Normierte Rdume X,Y
heilen isometrisch isomorph, wenn es eine bijektive Isometrie ¢ : X — Y gibt.

1.10 Definition. Ein Banachraum X heiBt Vervollstéindigung eines normierten
Raums X, falls es eine Isometrie ¢ : X — X gibt, deren Bild ¢(X) dicht in X
liegt.

1.11 Satz. Zu jedem normierten Raum gibt es eine Vervollstindigung. Diese ist
bis auf Isometrie eindeutig (d.h. zwei Vervollstindigungen sind stets isometrisch
isomorph,).



1.12 Definition. Fiir einen Mafiraum (X,.%, u) und 1 < p < oo setze LP(u) =

{f : X = K messbar|||f||rr < oo} mit | f|rr = fX|f |p,u(dx))1/p fir 1 <

p < oound [|f|lLe = infyez ynv)=0 SuPzex\w|f ()| (essentielles Supremum).
Im Fall X C R? Borelmenge mit der o-Algebra .#% = %x der Borelmengen

in X und dem Lebesguemafl y = A|x auf X schreiben wir einfach LP(X), z.B.
LP(RY) oder LP([a, b]).

1.13 Definition. Betrachte die Aquivalenzklassen [f] = {g € ZP(u)|f =
g p-fast tiberall} in ZP(u) und setze LP(u) = {[f]| f € £P(n)}. Im folgenden
bedeutet f € LP(u), dass wir [f] betrachten, also f nur modulo p-Nullmengen
als wohldefiniert ansehen.

1.14 Lemma. [f] — ||[f]||z» definiert eine Norm auf dem Vektorraum LP(u)
fir alle 1 < p < o0

1.15 Satz (Satz von Fischer-Riesz). Fir 1 < p < oo ist (LP(u),|e||z»)
vollstdndig, bildet also einen Banachraum. L?(u) mit dem Skalarprodukt
= [ f( w(dz) bildet einen Hilbertraum.

1.16 Definition. [ € C’([a b]) heifit schwach differenzierbar, falls es ein g €
LY([a,b]) gibt mit f(z) = )+ [ g(y)dy (Integral bzgl. Lebesguemas). g
heifit schwache Ableitung von f Notation f = g. f € C"™ 1([a, b]) heiBt m—mal
schwach differenzierbar, falls f(™=Y e C([a,b]) (stetig fortsetzbar am Rand)
und f"=1) schwach differenzierbar ist. Die schwache Ableitung von f(m=1)
bezeichnen wir mit f™), m-te schwache Ableitung von f.

1.17 Definition. Fir m € N und p € |[l,00] heit W™P([a,b]) =
{f € C(la,b])| f m-mal schwach differenzierbar und f(™ ¢ LP([a,b])} mit
Norm |[fllmp = Soreollf® e, f € W™P([a,b]), LP-Sobolevraum der
Ordnung/Regularitiit m. Fiir p = 2 schreibe H™([a, b]) = W™2([a, b]).

1.18 Satz. Fir alle m € N und p € [l,00] sind die Sobolevriume
(Wm™P(la,b]),||e]lmp) Banachrdume. H™([a,b]) mit Skalarprodukt (f,g)m =
S o (f ) %)) 1o bildet einen Hilbertraum.

1.2 Hilbertraume

Im folgenden bezeichnet H immer einen Hilbertraum mit Skalarprodukt (e, e).

1.19 Definition. Fiir M C H setze M+ = {z € H|(z,m) = 0 fiir alle m €

1.20 Lemma. M ist stets ein abgeschlossener Unterraum von H.

1.21 Satz (Approximationssatz, Projektion auf konvexe Mengen). Ist M C H
abgeschlossen und konvex, so existiert zu jedem x € H genau ein u, € M mit
& — ttal] = infuenr |l — ]l

1.22 Definition. Fiir einen abgeschlossenen Unterraum U C H heifit Py :
H — U mit Py(x) = uy fiir u, aus vorigem Satz Orthogonalprojektion auf U.




1.23 Satz. Jede Orthogonalprojektion Py ist linear mit PyPy = Py und
ker(Py) = U+.

1.24 Korollar (H =U @ U4Y). Ist U C H abgeschlossener Unterraum, so gibt
es fiir jedes x € H genau eine Zerleqgung © = ug + u mit uy € U, u € U+,

1.25 Definition. E C H heifit Orthonormalsystem (ONS) in H, falls |le]| =1
fiir alle e € F und (e, e’) = 0 fiir alle e,¢’ € F mit e # €. Ein Orthonormalsy-
stem £ heifit Orthonormalbasis (ONB) von H, falls span(E) = {d . cp Aee | Ac €
K, nur endlich viele A\ # 0} dicht in H liegt.

1.26 Satz (Besselsche Ungleichung). Fir ein ONS E und alle x € H gilt

Y (we)’ <z

e€E (x,e)#0

1.27 Satz (ONB-Darstellung). Fiir eine ONB E und alle x € H gilt

x = Z (z,e)e (Konvergenz in H ).
e€E (z,e)#0

1.28 Korollar. Ist E ONB von H, so gilt die Parseval-Identitdit

z||? = Z \(x,e)|* fir alle z € H.
e€E (x,e)#0

1.3 Kompakte und dichte Teilmengen

1.29 Satz (Arzela-Ascoli). Ist T kompakt metrisch, so ist eine Teilmenge M C
C(T) genau dann kompakt (bzgl. ||e||~ ), wenn:

(a) M ist beschrinkt, d.h. sup el flloo < 00;
(b) M ist abgeschlossen;

(¢) M ist gleichgradig stetig, d.h.

Ve>036>0VfeM: d(s,t) <d=|f(s)— f(t)| <e.
1.30 Satz. Eine Teilmenge M C (P(N), 1 < p < oo, ist genau dann kompakt
(bzgl. ||e||er ), wenn:
(a) M ist beschrinkt, d.h. supgepllalle < oo;
(b) M ist abgeschlossen;
(¢) imy o0 SUPsens D _peylanl? = 0.

1.31 Satz (Riesz-Kolmogorov). FEine Teilmenge M C LP([a,b]), 1 < p < oo,
ist kompakt (bzgl. ||e||»), wenn:

(a) M ist beschrankt, d.h. sup epl| fllze < oo;
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(b) M ist abgeschlossen;

(¢) limpgosupgens [, "|f (¢t + 1) = f(O)Pdt = 0.
1.32 Definition. Ein metrischer Raum heifit separabel, falls er eine abzéhlbare,
dichte Teilmenge besitzt.
1.33 Satz. K mit beliebiger Norm ist ein separabler Banachraum.
1.34 Satz. (P(N), 1 < p < 00, sowie (cg, ||o||lg) sind separable Banachrdume.

1.35 Definition. A C C(T) heifit Algebra, wenn A einen K-Vektorraum bildet
sowie f,g € A = fg € A gilt. Eine Algebra A heifit punktetrennend, falls fiir
alle s,t € T' mit s # t eine Funktion f € A existiert mit f(s) # f(¢). Im Fall
K = C heiBt A selbstadjungiert, falls f € A = f € A gilt.

1.36 Satz (Stone-Weierstraf). Ist K kompakter metrischer Raum und A C
C(K) eine Algebra, die Punkte trennt, die konstanten Funktionen enthdilt sowie
im Fall K = C selbstadjungiert ist, so liegt A dicht in C(K).

1.37 Korollar. Ist K C RY kompakt, so liegen die Polynome p(z) =
> laj<n Aax® mit n € N, Multiindizes o € N |a| = a1 + -+ + ag, 2% =
it xg? und A € R dicht in C(K;R).

1.38 Korollar. Die trigonometrischen Polynome p(x) =Y p__, PN
[0,1], mit n € N, A\ € C liegen dicht in

Crer([0,1];C) = {f € C([0,1],C) [ £(0) = f(1)}-

1.39 Korollar. (C(K), |le|]|s) ist ein separabler Banachraum fir jeden kom-
pakten metrischen Raum K.

1.40 Definition. Ein Maf§ y auf der Borel-o-Algebra B eines metrischen
Raums T heifit reguléir, falls

VB € Br: pu(B) =sup{u(K)| K C B kompakt} = inf{u(O) |O D B offen}.
1.41 Satz. Ist v ein requlires Maf auf B, so liegt Cy(T) N LP(T, B, 1) dicht
in LP(T,Bp,p), 1 < p < oo.

1.42 Definition. Ein separabler und vollsténdiger metrischer Raum heifit

Polnisch.

1.43 Lemma (Ulam). Jedes endliche MafS auf der Borel-o-Algebra eines Pol-
nischen Raums ist requldr.

1.44 Definition. Ein Maf} u auf der Borel-o-Algebra B+ heifit Borelma$, falls
es lokal endlich ist, d.h. fiir jedes t € T gibt es eine offene Menge O mit t € O
und p(0) < oo.

1.45 Satz (Ulam). Jedes Borelmaf auf der Borel-o-Algebra eines Polnischen
Raums ist requldr.

1.46 Korollar. Fir jedes endliches Maf$ v auf einem kompakten metrischen
Raum K ist LP(u), 1 < p < oo, separabel. Insbesondere liegt C(K) dicht in
LP(p).

1.47 Korollar. Fir jedes Borelmaf p in R? ist LP(u), 1 < p < oo, separabel.
Insbesondere liegt C.(RY) = {f € C(RY) | supp(f) kompakt} dicht in LP(p).



2 Operatoren und Dualridume

2.1 Beschrinkte Operatoren

2.1 Definition. FEine stetige lineare Abbildung L : X — Y zwischen normier-
ten Réumen X,Y heifit auch stetiger (linearer) Operator oder beschréinkter
(linearer) Operator. Mit L(X,Y) wird die Menge aller beschrénkten linearen
Operatoren L : X — Y bezeichnet und

IL| = [|Ll x>y = sup | L]
weX,[lal|<1

heit Operatornorm von L : X — Y.
2.2 Lemma. (L(X,Y),|le|lx=y) ist ein normierter Vektorraum.

2.3 Satz. Fiir eine lineare Abbildung L : X — Y zwischen normierten Vek-
torrdumen X,Y sind dquivalent:

(a) L ist stetig, d.h. L € L(X,Y);

(b) L ist stetig bei 0;

(¢) |L||x—y < oo (L ist beschrinkt);

(d) L ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante ||L||x_y < oo.

2.4 Lemma. Ist Y ein Banachraum, so ist auch (L(X,Y),|ls||x-y) ein Ba-
nachraum.

2.5 Satz. Sind D ein dichter Unterraum des normierten Raums X, Y ein Ba-
nachraum und L € L(D, Y),~so existiert genau eine stetige lineare Fortsetzung
Lwvon L, d.h. Llp=L und L € L(X,Y).

2.6 Satz. Betrachte L(X) := L(X, X)) fiir einen normierten Raum X.
(a) Ist L € L(X) und konvergiert Y re o L* (mit k-facher Komposition L* =
Lo---oL, LY =T Identitit), so ist I — L invertierbar mit

(I-L)y = ZL’c (Neumann-Reihe).
k=0

(b) Ist X Banachraum und gilt |[L|| < 1, so konvergiert Y o, L*, und es
gilt |(I — L)~ < (1 —||L||)~. Dariiberhinaus bilden die invertierbaren
L e L(X) mit L=t € L(X) eine offene Menge in L(X).

2.2 Dualrdume

2.7 Definition. X’ = L(X,K) heit Dualraum eines normierten Raums X.
Jedes ¢ € X’ heifit stetiges lineares Funktional auf X.

2.8 Korollar. Der Dualraum (X', ||e||x/) mit ||l||x' := ||¢||x—k bildet einen
Banachraum.



2.9 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fiir Hilbertraume). Ist H ein Hilbert-
raum, so ist ¢ : H — H' mit o(x)y = (y,z), z,y € H, ein isometrischer
Isomorphismus (konjugiert linear im Fall K = C); insbesondere ist H' isome-
trisch isomorph zu H.

2.10 Satz (von Neumann). Es seien pu,v endliche Mafe auf (X, ). Dann
existieren f: X — [0,00) messbar und B € .F mit u(B) =0, so dass

VAe 7 V(A):/fdu—i—u(AﬂB).
A

2.11 Definition. Sind u,v Mafle auf (X,.%#), so heifit

(a) v absolut stetig beziiglich p (Notation v < p), wenn p(A) =0 = v(A) =
0 fiir alle A € .7 gilt;

(b) v singulér zu p (Notation v L p), wenn es eine Mege A € % gibt mit
V(A%) = () = 0.

2.12 Korollar (Satz von Radon-Nikodym). Sind p,v o-endliche Mafle auf
(X,.7) mit v < pu, so ezistiert f: X — [0,00) messbar mit
VAe.Z: v(A) :/fd,u.
A
2.13 Korollar (Lebesgue-Zerlegung). Sind u,v endliche Mafle auf (X,.%), so
existieren endliche Majfle v, v1 mit v = vy + v1 und vy < u sowie vy L p.

2.14 Satz. Fir 1 < p < oo, %—i—% = 1 und ein o-endliches Maf§ p ist
@+ L) — (LP(w)" mit p(g)(f) = [ fgdn, g € LU(p), f € LP(p), ein iso-
metrischer Isomorphismus. Insbesondere ist (LP(u))" isometrisch isomorph zu
L(p).
2.15 Definition. Fiir einen Messraum (X, .#) bezeichnet

M(Z) :={puy — p— | 4, p— endliche MaBe auf F}

den R-Vektorraum der endlichen signierten Maflie. Durch

ullrv = p (X) + p—(X)

fir u = py — p— € M(F) mit MaBlen pq, p— und py L p— (Hahn-Jordan-
Zerlegung) wird die Totalvariationsnorm definiert.

2.16 Satz (Rieszscher Darstellungssatz fiir C(K)). Es seien K = R und
K C RY kompakt (oder allgemeiner K kompakt metrisch). Dann definiert
¢ M(Bg) — C(K) mit o(u)(f) = [; fdp einen isometrischen Isomor-
phismus zwischen (M (B), |le|l7v) und dem Dualraum von (C(K), ||e||oo)-

2.17 Korollar. (M (Bx), ||le||7v) bildet einen Banachraum.

2.18 Korollar. Der Dualraum von (Co(R), ||e]|c) ist isometrisch isomorph zu
(M(Br), [lollTv)-



2.3 Die Sitze von Hahn-Banach

2.19 Definition. Eine Abbildung p : X — R auf einem K-Vektorraum X heifit
sublinear, falls

(a) p(Ax) = Ap(z) fiir alle A > 0 (und reell), x € X;
(b) p(x +vy) < p(x) + p(y) fir alle z,y € X.

2.20 Satz (Hahn-Banach, Version der linearen Algebra, K = R). Seien U ein
Unterraum eines R-Vektorraums X, p : X — R sublinear und £ : U — R linear
mit £(u) < p(u), w € U. Dann existiert eine lineare Fortsetzung L : X — R mit

Ly = ¢ und L(z) < p(x), r e X.

2.21 Satz (Hahn-Banach, Fortsetzungsversion). Es sei U ein Unterraum eines
normierten K-Vektorraums X. Zu jedem ¢ € U’ existiert ein L € X' mit

Lly = € und ||| x = ||¢][u-
2.22 Korollar. Fiir jedes x in einem normierten Raum X gilt

zll = max |l(x)|.
ol = ,_max_ 16(2)

2.23 Satz. Es sei U ein Unterraum eines normierten K- Vektorraums X . Dann
gilt
dist(x,U) = sup{|l(z)| : £ € X', ||{|| < 1, 4|y =0}, =€ X.

Insbesondere liegt U dicht in X genau dann, wenn fiir jedes £ € X' mit £|y = 0
bereits £ = 0 gilt.

2.24 Satz (Hahn-Banach, Trennungsversion). Es sei X normierter K-
Vektorraum.

(a) Ist C C X konvez, offen mit 0 € C und ist zg ¢ C, so existiert { € X'
mit
Rel(zp) > 1, Rel|c < 1.

(b) Sind C1,Cy C X konver, C1 N Cy = @ und Cy offen, so existiert £ € X'
mit Rel(z1) < Rel(x2) fir alle z1 € X1,29 € Xo.

2.4 Grundprinzipien fiir Operatoren auf Banachrdumen

2.25 Satz (Baire). Fiir eine Folge (Oy)n>1 offener, dichter Teilmengen eines
vollstindigen metrischen Raums T liegt ﬂn>1 O,, dicht inT.

2.26 Definition. Eine Teilmenge M eines metrischen Raums heifit

(a) nirgends dicht, falls das Innere von M leer ist;

(b) von 1. Kategorie, falls M abzéhlbare Vereinigung nirgends dichter Mengen
ist;



(c) von 2. Kategorie, falls M nicht von 1. Kategorie ist.

2.27 Korollar (Bairescher Kategoriensatz). In einem vollstindigen metrischen
Raum liegt das Komplement einer Menge erster Kategorie stets dicht.

2.28 Korollar. FEin nichtleerer, vollstindiger metrischer Raum ist von 2. Ka-
tegorie (in sich).

2.29 Korollar. In einem Banachraum besitzt jede Basis im Sinn der linearen
ALgebra entweder endlich viele oder tiberabzdihlbar viele Elemente.

2.30 Korollar. Der Vektorraum der Polynome mit beliebiger Norm ist nie ein
Banachraum.

2.31 Satz (Satz von Banach-Steinhaus, von der gleichméBigen Beschrénktheit;
uniform boundedness principle). Ist .7 C L(X,Y) eine Familie beschrinkter
Operatoren von einem Banachraum X in einen normierten Raum Y mit

VeeX: sup||Tz| < oo,
TeT

so gilt sogar suppc 7||T|| < oo.

2.32 Korollar. Ist X ein Banachraum und M' C X', so sind dquivalent:
(a) M’ ist beschrinkt, d.h. supycpp||f|] < oo;
(b) M’ ist schwach*-beschrdnkt, d.h. Vo € X : supyepp|l(z)| < 0o.

2.33 Korollar. Ist X ein normierter Raum und M C X, so sind dquivalent:
(a) M ist beschrinkt, d.h. sup,c|lz|| < oo;
(b) M ist schwach-beschrinkt, d.h. V0 € X' : supgepll(z)| < .

2.34 Korollar. Fir L, € L(X,Y), n > 1, X Banachraum, Y normierter
Raum ezistiere Lz := limy,_,oo Lpx fiir alle x € X. Dann gilt auch L € L(X,Y).

2.35 Satz. Es sei s,(f)(x) == > p__, (f, e2™k*)e2mke 4 € [0,1], die n-te Fou-
rierapproxvimation an eine Funktion f € L?([0,1];C). Dann ezistiert zu jedem
x € [0,1] eine Funktion f € Cper([0,1];C), so dass (sp(f)(x))n>1 unbeschrankt
ist. Insbesondere konvergiert die Fourierreihe einer stetigen, periodischen Funk-
tion f nicht immer punktweise.

2.36 Definition. Eine Abbildung zwischen metrischen Rdumen heifit offen,
wenn sie offene Mengen auf offene Mengen abbildet.

2.37 Lemma. Ist f : S — T offen und injektiv, so ist die Inverse f=1: f(S) —
S stetig.

2.38 Lemma. Fiir eine lineare Abbildung L : X — Y zwischen normierten
Raumen XY sind dquivalent:

(a) L ist offen;



(b) Ie > 0: UY C L(U{) mit den offenen Kugeln UY :={y € Y |||y|| < €},
U = {z e X||z| <1}.

2.39 Satz (von der offenen Abbildung). Sind X,Y Banachriume und ist L €
L(X,Y) surjektiv, so ist L offen.

2.40 Korollar. Ist L € L(X,Y) eine Bijektion zwischen Banachrdumen X
und Y, so gilt L~ € L(Y, X).

2.41 Korollar. Sind |[e||1, ||e||2 2wei Normen auf X, die beide X zum Banach-
raum machen, und gilt

AC > 0Vz € X @ |z||2 < C||z]|1,
so sind beide Normen bereits dquivalent, d.h.
AC > c>0Vx € X @ cf|z]1 < ||lz|l2 < C||z]|1.

2.42 Korollar. Es sei L € L(X,Y) ein injektiver Operator zwischen Ba-
nachriumen X,Y. Dann ist L~ € L(ran L, X) dquivalent zu ran L C'Y abge-
schlossen, wobei ran L = {Lx |x € X }.

2.5 Reflexivitit und schwache/schwach*-Konvergenz

2.43 Definition. Ein normierter Raum X heifit reflexiv, falls ¢ : X — X",
t(x)(€) := £(x), surjektiv ist.

2.44 Lemma. Ein reflexiver Raum X ist genau dann separabel, wenn X' se-
parabel ist.

2.45 Satz. Ist U ein abgeschlossener Unterraum eines reflexiven Raums
(X, |lo|l), so ist auch (U, ||e||) reflexiv.

2.46 Definition. Es sei X ein normierter Raum.

(a) Eine Folge (x,) in X konvergiert schwach gegen x € X, falls W/ € X' :
{(z,) — €(x) gilt. Notation: z, — .

(b) Eine Folge (¢,,) in X’ konvergiert schwach* gegen ¢ € X', falls Vo € X :
0o (z) — £(z) gilt. Notation: £, — /.

2.47 Lemma. In jedem normierten Raum X gilt:

(a) Aus x, <> x in X folgt, dass die Folge () beschrinkt ist, und ||z| <
lim inf, o0 || |-

(b) Aus £, =5 0 in X' folgt, dass die Folge (£,) beschrinkt ist und ||¢|| <
liminf, |4, sofern X wollstindig ist.

2.48 Satz. Sei X ein normierter Raum sowie D C X, D' C X' mit span(D) =
X und span(D’) = X'. Dann gelten folgende Aquivalenzen:



(a) Es gilt x, > x in X genau dann, wenn sup, ||z, || < oo und £(x,) — £(x)
fiir alle ¢ € D" gilt.

(b) X sei ein Banachraum. Dann gilt £, 2% 0 in X' genau dann, wenn
sup,, |[4n|| < oo und £y (z) — £(z) fir alle x € D gilt.

2.49 Satz (Satz von Helly). Fiir einen separablen normierten Raum X besitzt
jede beschrinkte Folge (¢,) in X' eine schwach*-konvergente Teilfolge.

2.50 Satz. In einem reflexiven Raum besitzt jede beschrinkte Folge eine
schwach-konvergente Teilfolge.

2.51 Satz. Ist U C X ein abgeschlossener Unterraum in einem reflexiven
Banachraum X, so ezistiert zu jedem x € X ein uy € U mit ||z — ug| =
inf,cp|lx — ull.

2.52 Definition. Eine Menge A C X heifit schwach-folgenabgeschlossen, falls
fiir alle Folgen (x,) in A mit z,, — z auch z € A gilt. Eine Menge A’ C X’

heiBt schwach*-folgenabgeschlossen, falls fiir alle Folgen (£,,) in A’ mit £,, == ¢
auch ¢ € A’ gilt.

2.53 Satz. Jede abgeschlossene konvexre Menge C' in einem normierten Raum
st schwach-folgenabgeschlossen.
2.6 Die Fouriertransformation

In diesem Abschnitt sind alle Funktionen komplexwertig.

2.54 Definition. Fiir f € Ll(Rd) ist die Fouriertransformierte gegeben durch

Ff(u) = / flx)e®de, uweR?,
Rd
2.55 Satz. Die Fouriertransformation F : LY(RY) — Co(R?) ist ein stetiger
linearer Operator mit ||.F|| = 1.

2.56 Definition. Der Schwartzraum auf R? ist gegeben durch

S (RY) = {f € C°(RY) |Va, 3 € N¢: lim 2°DPf(a) = o}.

|z|—o00
2.57 Satz. Fir f € ./ (R?) und o € Ng gilt:
(a) FfeC®RY, DFf)(u) = il*LF (@ f)(u), u e R
(b) F(D*f)(u) = (—i)luZ f(u), u e R
(¢c) Zfe.RY.

2.58 Lemma. Fir p(x) = (27[')_d/26_|m|2/2, z € R, gilt Fo(u) = e—|“‘2/2,
u e RY.

2.59 Satz. Fir f € (RY) gilt Z(Ff)(z) = 2m)4f(—z), z € R%.
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2.60 Korollar. .Z ist eine Bijektion von .7 (R%) auf . (R?) mit Inverser
F (@) =02n) ¢ | flwe ™ Pdu, zeR? fe S (RY).
Rd

Ferner gilt (F f,.Zg) = (2n)4(f, g) fir alle f,g € .7 (RY).

2.61 Korollar. .Z lisst sich eindeutig von . (R?) zu einem stetigen Operator
F : L2(RY) — L2(RY) fortsetzen, und es gilt die Plancherelgleichung

Vf.ge L*RY): (Ff, Fg) = (2m)Uf,g).

Insbesondere ist (2r)~Y2.F ein isometrischer Isomorphismus von L*(R%) in
sich.

2.62 Lemma. Die Fortsetzung F : L>(RY) — L*(RY) erfiillt:

(a) Fir f € L' N L2(RY) gilt Ff(u) = [ f(x)e™®)dx fir Lebesque-fast alle
u e RY,

(b) Fir allgemeine f € L2(RY) gilt F f(u) = limp_o0 flﬂﬁléRf(m)ei<u’w>dx mit

Konvergenz im L*-Sinn.

2.63 Definition. Fiir m > 1 ist der Sobolevraum der Ordnung m auf RY
gegeben durch

H™(RY) = {f c L2(RY ‘V|a| <m:D@Wfe LQ(Rd)}.

Dabei existieren fiir Multiindizes o die schwachen Ableitungen D™ f € L2(R%),
falls

Vg e 7R : (f,D%) = (~1)*K(Df, g).

2.64 Lemma. Fir f € H™RY) und |o] < m gilt F(Df)(u) =
(=)l lu®Z f(u) fiir Lebesque-fast alle u € Re.

2.65 Satz. Es gilt H™(RY) = {f € L2(RY) | (1 + |u|?)™/2.Z f € L2(RY)}.

2.66 Satz (Soboleveinbettungssatz). Zu f € H™RY) und m, k € Ng mit m >
k+d/2 existiert f € C*(RY) mit f = f fast iiberall. Nach Auswahl eines stetigen
Reprisentanten gilt also die Einbettung H™(R?) — C*(R?) fir m — k > d/2.

3 Spektraltheorie

3.1 Spektrum und Resolvente
3.1 Definition. Sei L € L(X) ein beschrankter Operator.

(a) Die Resolventenmenge von L ist

p(L) :={N€K|(A\— L)™' € L(X) existiert}.
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(b) Die Resolventenabbildung ist

R:p(L) = L(X), Ry:=Rx(L):=W\-L)"".

(c) Das Spektrum von L ist

o(L) =K\p(L).

(d) Das Punktspektrum von L ist

op(L) :={A € o(L)| A — L ist nicht injektiv}.

X € 0p,(L) heifit Eigenwert von L und jedes z € ker(A—L)\{0} Eigenvektor
oder Eigenfunktion von L zum Eigenwert .

3.2 Satz. Fir L € L(X) gilt:
(a) p(L) ist offen. Fiir \g € p(L) und A € K mit |\ — Xo| < ||Rx,||~" gilt
X € p(L) und

o0

Ry=Y (ho— MR
k=0

(b) Das Spektrum o (L) ist kompakt mit o(L) C {\ € K ||\ < ||L||}-

(¢) Im Fall K =C ist o(L) # @.
3.3 Definition. 7(L) := lim, oo ||L"||"/™ heifit Spektralradius von L.
3.4 Satz. Es gilt o(L) C {\ € K ||\ < r(L)}. Im Fall K = C existiert ein
A€ o(L) mit |\ =r(L).

3.2 Spektralkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren

3.5 Definition. Es sei H ein Hilbertraum.

(a) L* € L(H) heifit (Hilbertraum-)Adjungierte von L € L(H), falls gilt

Vae,y € H: (Lz,y) = (x, L"y).

(b) L € L(H) heifit normaler Operator, falls LL* = L*L gilt.

(¢c) L € L(H) heifit selbstadjungierter Operator, falls L* = L gilt.

(d) U € L(H) heifit unitiarer Operator, falls U*U = UU* = I gilt.

3.6 Lemma.
(a) Fir L € L(H) gilt |[LL*|| = |[L*L|| = | L[| = [|L]-
(b) Fiir normale Operatoren L € L(H) gilt r(L) = ||L||.
3.7 Satz. Fir L € L(H) auf einem Hilbertraum H gilt o(L) C

{(Lz,z) | ||z|| = 1}. Insbesondere ist o(L) C R fiir selbstadjungierte L.
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3.8 Satz. Ist U € L(H) unitdr, so gilt o(U) C{\ € K ||\]| = 1}.

3.9 Satz (Stetiger Funktionalkalkiil). Ist L € L(H) selbstadjungiert und K =
C, so existiert genau eine Abbildung ® : C(o(L)) — L(H) mit

(a) ©(1) =1, ®(z) = L;

(b) ® ist linear, ®(fg) = ®(f)®(g) (multiplikativ) und ®(f) = &(f)* (invo-
lutiv) fir alle f,g € C(o(L));

(c) @ ist stetig.
3.10 Definition. Wir schreiben f(L) := ®(f) fiir  aus dem Satz.

3.11 Definition. Ein Banachraum A heifit Banachalgebra, falls es eine bilinea-
re, assoziative Multiplikation (z,y) — xy auf A gibt. A ist eine kommutative
Banachalgebra, falls die Multiplikation kommutativ ist. Ein Element e € A mit
ex = xe = x fiir alle x € A heifit Einheit.

3.12 Korollar (Eigenschaften des Funktionalkalkiils). Fir K = C, selbstad-
jungiertes L € L(H) und f € C(o(L)) gilt:

(a) |IF(L)I| = supyeo(r)lf(2)];
(b) f=0= f(L) >0, das heifft Vex € H : (f(L)x,z) > 0;
(¢) L = Az = f(L)x = f(\)z;

(d) o(f(L)) = f(a(L));

(e) Kommutiert A € L(H) mit L (AL = LA), so auch mit f(L) (Af(L) =
F(L)A);

(f) {f(L)| f € C(o(L))} ist eine kommutative Banachalgebra von normalen
Operatoren in L(H) mit Einheit I = 1(L). f(L) ist genau dann selbstad-
jungiert, wenn f reellwertig ist.

3.13 Korollar. Ist L € L(H) ein selbstadjungierter positiver Operator und
K = C, so exzistiert genau ein selbstadjungierter positiver Operator L'/? € L(H)
mit LV2LY2 = L.

3.14 Satz. Es sei L € L(H) ein selbstadjungierter Operator und K =
C. Zerfillt o(L) = AU A® in zwei topologisch getrennte Mengen (d.h.
infyep yeaclA —pl > 0), so sind 14,14c € C(o(L)) und 14(L), 14c(L) Or-
thogonalprojektionen auf Unterriume U,U¢ C H mit H=U @ U®, U = U+
und L(U) C U, L(UY) C U®.

3.15 Korollar. Ist \ isolierter Punkt in o(L), L € L(H) selbstadjungiert,
K = C, so ist A € op(L) und 1(\y(L) ist die Orthogonaprojektion auf den
Eigenraum von L zu A.
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3.3 Spektraltheorie kompakter Operatoren

3.16 Definition. K € L(X,Y) heifit kompakter Operator, falls K(Bx) C Y
kompakt ist mit der Einheitskugel By in X. Aquivalent ist & kompakt, falls fiir
jede beschrénkte Folge (z,) C X eine Teilfolge (ny) existiert, so dass (K, )
in Y konvergiert.

3.17 Definition. Zu L € L(X,Y) ist der adjungierte Operator L' € L(Y’, X’)
definiert als L'(¢y)(x) := by (Lx) fir by €Y', x € X.

3.18 Satz (Schauder). Seien L € L(X,Y) und X normierter, Y Banachraum.
Dann ist L genau dann kompakt, wenn L' kompakt ist.

3.19 Satz (Riesz-Schauder). Es sei K € L(X) ein kompakter Operator auf
einem Banachraum X sowie S = I — Keine kompakte Storung der Identitit.
Dann gilt:

(a) dim(ker S) < oo;
(b) ran(S) ist abgeschlossen und dim(X/ranS) < oo;
(c) S ist genau dann injektiv, wenn S surjektiv ist.

3.20 Korollar (Fredholmsche Alternative). Sei K € L(X) ein kompakter Ope-
rator auf einem Banachraum X sowie A € K\{0}. Dann hat entweder die ho-
mogene Gleichung Ax — Kx = 0 nur die triviale Losung x = 0 und in diesem
Fall ist die inhomogene Gleichung A\x — Kx =y fiir alle y € X eindeutig ldsbar,
oder aber es existieren endlich viele linear unabhdngige Lisungen der homoge-
nen Gleichung und die inhomogene Gleichung besitzt nur fiir y in einem echten
Unterraum U C X mit dim(X/U) < oo eine Losung.

3.21 Satz (Spektrum kompakter Operatoren). Fiir einen kompakten Operator
K € L(X) auf einem Banachraum X gilt:

(a) Im Fall dim(X) = oo gilt 0 € o(K).

(b) Jedes \ € o(K)\ {0} ist Figenwert von K und der Eigenraum ker(A — K)
st endlich-diemnsional.

(c) o(K)\ {0} ist hochstens abzihlbar und besitzt keinen von Null verschie-
denen Hdufungspunkt.

3.22 Lemma. Fiir einen normalen Operator L € L(H) auf einem Hilbertraum
H gilt:

(a) Ly = \x = L*x = \x;
(b) Lz = \v, Ly = py und A\ # p = (z,y) = 0;
(c) im Fall K = C existiert ein A\ € o(L) mit |\ = ||L||;

(d) im Fall K =R gilt (¢c), falls L selbstadjungiert und kompakt ist.
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3.23 Satz (Spektralsatz fiir kompakte normale Operatoren). Sei K € L(H)
kompakt sowie im Fall K = C normal bzw. im Fall K = R selbstadjungiert. Dann

existiert ein (eventuell endliches) Orthonormalsystem (ex)g>1 in H sowie eine
(eventuell abbrechende) Nullfolge (pr)k=1 € K\{0} mit

H =ker(K) @ span{ey |k > 1}, ker(K) L span{ey |k > 1}

sowte

Vee H: Kz = Zuk<x,ek>ek.
k>1

Die py, sind die gemdfs Vielfachheit gezihlten Eigenwerte ungleich Null von K
und ey, die zugehdorigen Eigenvektoren. Es gilt || K|| = maxy|u|.

3.24 Korollar. Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt

K= Z e P

Ar€a(K)\{0}

mit Konvergenz in Operatornorm, wobei Py, : H — ker(\, — K) die Orthogo-
nalprojektionen auf die Figenrdume bezeichnet.

3.25 Satz (Singuldrwertzerlegung). Zu einem kompakten Operator K €
L(Hy, Hy) zwischen Hilbertrdumen Hy, Ho existieren Orthonormalsysteme (ey)
in Hy und (fi) in Hy sowie eine (eventuell abbrechende) Folge sy | 0 mit

K$228k<a},€k>fk, r € Hy.
k>1

Die Singulirwerte sy haben die FEigenschaft, dass sz die gemdfs Vielfachheit
gezihlten Figenwerte von K*K sind, und die (e) sind die zugehérigen Eigen-
vektoren von K*K.

3.26 Definition. Es sei K € L(H) ein kompakter Operator auf einem separa-
blen Hilbertraum H mit Singulérwertzerlegung K = ;- sk(e, ) fx-

(a) K heifit nuklearer oder Spurklassen-Operator, falls (s;) € ¢!. Man setzt
1K ke == 1| (5k) [ -

(b) K heiBt Hilbert-Schmidt-Operator, falls (s;) € £2. Man setzt | K||gs =
[[Cst) ez

3.27 Satz. K € L(H) sei kompakter Operator auf einem separablen Hilbert-
raum H.

(a) Es gilt |K|| < [|K|lnur und fir jede Darstellung K = 3, ax(e, vg)wy
mit aj, = 0, [[ogl| = [Jw]| =1 gilt | Klnur < 3 g1 ar-

(b) Die nuklearen Operatoren in L(H) bilden einen Unterraum N(H) und
||le|lnuk ist eine Norm auf N(H).
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3.28 Satz. Der nukleare Operator K € N(H) besitze die Darstellung K =
Zk>1 ag{e, vi)wp mit ||vgl| = ||wi|]| = 1 und (ax) € €. Dann gilt fiir jede
Orthonormalbasis (by,) von H

Zak<wk, vg) = Z (Kb, byn)-

k>1 m>=1
3.29 Definition. Die Spur von K € N(H) ist gegeben durch
tr(K) := > (Kb, bm)
m>1
fiir eine beliebige Orthonormalbasis (by,) von H.

3.30 Lemma. Fir K € N(H) gilt:

(o) K* € N(H) und tr(K*) = tr(K);

(b) fiir jedes L € L(H) sind KL, LK € N(H) mit |KL|nus < | K |lnus| LI,
HLKHnuk < HLHHKHnuk und tr(KL) = tr(LK)'

3.31 Satz. K € L(H) sei kompakter Operator auf einem seprablen Hilbertraum
H.

(a) Es gilt | K| < [|K||lgs < || K||nuk und fir jede Orthonormalbasis (by,) von
H gilt HKH%{S = Zm>1HKbm||2'

(b) Die Hilbert-Schmidt-Operatoren in L(H) bilden einen Unterraum HS(H)
und ||e||gs ist eine Norm auf HS(H).

(¢) Fir Ki,Ky € HS(H) ist KiK1 € N(H), und (K1, Ko)fs := tr(K;K)
ist ein Skalarprodukt mit | K |3 ¢ = (K, K)s. Fir jede Orthonormalbasis
(bm) von H gilt (K1, K2)gs = Y51 (K1bm, Kaby,).

3.32 Satz. Sei L?(u) = L*(X,F,u) separabel und p o-endlich. Dann ist L €
L(L*(n)) genau dann Hilbert-Schmidt-Operator, wenn ein k € L*(X x X,F ®
F,u® p) existiert mit

Lf(t) = /X k(t,s)f(s)u(ds) fir u-fast alle t € X.

Dann gilt | L||gs = HkHLz(,@M).
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