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Aufgabe 1 (6 Punkte)

Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten von f(x) = x2 auf [−π, π] bzgl. der Hilbert-Basis:
1√
2π
,

1√
π
cos(nx),

1√
π
sin(nx), n ∈ N.

Aufgabe 2 (4 Punkte)

Berechnen Sie die Fourier-Koeffizienten von

f(x) =

{
0 falls − π ≤ x < 0
1 falls 0 ≤ x < π

und f(x+ 2π) = f(x) bzgl. der Orthonormalfolge von Aufgabe (1).

Aufgabe 3 (6 Punkte)

Man betrachte den Vektorraum C0([−1, 1]) := {f [−1, 1]→ R | f stetig } und die Abbildung
〈·, ·〉 : C0([−1, 1])× C0([−1, 1])→ R definiert durch

〈f, g〉 =
∫ 1

−1
f(x)g(x)dx.

Zeigen Sie, dass 〈·, ·〉 ein Skalarprodukt ist.
Wenden Sie das Schmidt-Orthonormierungsverfahren an, um die (lineare unabhängige) Poly-
nome 1, x, x2, x3, . . . zu orthonormieren (Berechnen Sie die erste 4 Elemente). So erhählt man
den Legendren-Polynomen.

Aufgabe 4 (4 Punkte)

Ein Teilmenge M eines Vektoraums heißt konvex , wenn ∀x, y ∈M und ∀λ ∈ R mit 0 ≤ λ ≤ 1
gilt λx+ (1− λ)y ∈M . Sei H ein Hilbertraum. Zeigen Sie:

(a) Sei M ⊂ H eine konvexe Teilmenge und n ∈ N, n ≥ 2 beliebig. Dann ist jede Linearkom-
bination

∑n
i=1 λimi wieder in M enthalten, wobei mi ∈M und λi ≥ 0 mit

∑n
i=1 λi = 1.

(b) Sei A ⊂ H beliebig. Zeigen Sie, dass die Menge aller endlichen Linearkombinationen der
Form

∑n
i=1 λiai mit n ∈ N, ai ∈ A und λi ≥ 0 mit

∑n
i=1 λi = 1, eine konvexe Menge ist.
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