Musterlosungen zur 10. Serie

1. Aufgabe Berechnen Sie alle lokalen Extrema der Funktionen

(a) f:R2=R: f(zr,y):= 22" +y* — 227 — 2%

(b) [:R2=R: f(z,y) =32y —2® -y

() f:R*—=R: f(z,y,2):=22" —ay+ 21z —y+y°+ 2~
Welche der lokalen Extrema sind lokale Minima, welche lokale Maxima?
Losung fiir (a) Es ist

Vf(z,y) = (82° — 4, 4y° — 4y).
Ein lokales Extremum erfiillt die notwendige Bedingung V f(x,y) = 0, daher kommen nur die
Punkte (0,0), (0,£1), (£4/3,0) und (i\/g, +1) als lokale Extrema in Frage. Die Hesse-Matrix
fiir f ist
2422 — 4 0

Wegen

40 1 8 0
detHf(O,il)—det{ ; 8} <0 und det H; (i\/;,())—det{o _4} <0

sind die Punkte (0, +1) und (j: \/g , O) Sattelpunkte und folglich keine lokalen Extrema. Wegen

_ 92
04 _04} > 0 und —f(0,0):—4<O

det H(0,0) = det l 92

ist der Punkt (0, 0) ein lokales Maximum. Und schliellich ist sind die Punkte (j: 3, :I:l) lokale

Minima wegen
1 8 0 0% f \F

det H; (i\/;,i1> _det[o G| >0 wmd S5 (/o] =80

Vf(z,y) = (6zy — 32%, 32* — 4y*)

Lo6sung fiir (b) Es ist

und

Hy(a,y) = [ 6<y6; ! —f;cyQ } '

Die Losungen der Gleichung V f(z,y) = 0 und damit die potentiallen lokalen Extrema sind
r=y=0und z =6,y = 3. Der Punkt (6, 3) ist ein lokales Maximum wegen
02 f

d —5(6,3) =—-18 <0.
}>O un a:sz(,3) <

—-18 36

det H¢(6,3)) = det { 26 108
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Wegen det H(0,0) = 0 arbeitet das Sylvester-Kriterium fiir den Punkt (0, 0) nicht. Aber z.B.
die Reduktion f(x,0) = —23 von f auf die z-Achse zeigt, dass beliebig nahe an dem Punkt
(0,0) Punkte mit positiven f-Werten und andere mit negativen f-Werten existieren, d.h. dass
(0,0) kein lokales Extremum ist.

Losung fiir (¢) Esist

Vf<.§lf,y72) = (4.T—y—|—22, 3y2—.§lf—1, 2(.’17—'—2))

und
4 -1 2
Hi(z,y)=| -1 6y O
2 0 2

Die Losungen der Gleichung V f(z,y) = 0 und damit die potentiallen lokalen Extrema sind

1 2 1
T = — — — = ——
3 V7% 3
und
I T |
T=- Y= A=
Der erste Punkt ist ein lokales Minimum weil die drei Hauptminore der Matrix
4 -1 2
Hg(1/3,2/3,-1/3))=| -1 4 0
2 0 2
positiv sind:
4 1 4 -1 2
4 >0, det =15>0,det | =1 4 0| =14>0.
- 2 0 2

Der zweite Punkt ist ein kein lokales Extremum weil die Matrix

4 -1 2
He(—1/4,-1/2,1/4))=| -1 =3 0
2 0 2
indefinit ist:
4 1 4 -1 2
4 >0, det =—-13<0,det | =1 =3 0| =-14<0.
-1 =3 2 0 2

2. Aufgabe Untersuchen Sie, ob die Funktion

f:]0,00[ x ]0,00[ = R : }
f(z,y) := 2z + 3y — In(zy)
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einen grofiten oder einen kleinsten Funktionswert besitzt, und berechnen Sie gegebenenfalls
diese extremen Funktionswerte sowie die Punkte, in denen sie angenommen werden.

Losung Offenbar besitzt f keinen grofiten Funktionswert, denn

lim f(z,y) =

(@,y)—0

Wenn f einen kleinsten Funktionswert f(xo,yo) besitzt, so gilt

1 1
vf(:L‘anO) = (2__73__) :07
T Yy

also
1 1
T = — = —
0 27 Yo 37

Dieser Funktionswert ist ein strenges lokales Minimum von f, weil

140
e=1/29=1/3 | 0 9 |~

positiv definit ist. Dieser Funktionswert ist sogar strenges globales Minimum von f, weil nach
der Taylor-Formel gilt

f(.l’(], y()) =2+ In6.

L0
Hy(z,y)|o=1/24=1/3 = [ 36 1 ]

y2

[\DI»—A

f(x,y) = f(zo,y0) + s (Hy(Az + (1 = Nxo, Ay + (1 — Nwo)(z — 20,y — %0), 7 — To, ¥ — Yo) =
B /T 1— A)/2)"2 0 v—1/2] [z—1/27\ _
_2““6+2<{ )\(y+(1—)\)/3)‘2] [y—1/3]’{y—1/3}>_

— 246+ s ;@_E)Z;( _1)2 >
20w+ 22 g\

11
> 2+ In6 fir alle x,y > 0 mit (x,y) # (5,5)

Anderer Beweis, dass f(1/2,1/3) =2 +1n6 der kleinste Funktionswert ist:

Es sei (2, yn) €]0, 00[x]0, 00 eine Folge mit

nlgn f(zn,yn) = lgm 3z, — Inz, + 2y, — Iny, = inf{f(x,y) : (z,y) €]0,00[x]0, 00} =: c.
Wenn die Folge (z,) unbeschrénkt ist, existiert eine Teilfolge (z,, ) mit z,, — oo fir & — oo.
Weil aber 2y, — Iny,, nicht gegen —oo streben kann, folgt dann ¢ = oo, also ein Wider-
spruch, also ist (x,) beschrénkt. Analog zeigt man, dass (y,) beschrankt ist. Nach dem Satz
von Bolzano-Weierstraf§ konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die
Folgen konvergieren:

Tp =& yp = nmit £>0, n>0.

Es gilt £ > 0 und n > 0, weil andernfalls wieder ¢ = co wire. Also ist (£,7) das globale Mini-
mum der Funktion f, also Vf(§,n) =0, also £ =1/2 und n =1/3.



3. Aufgabe Auf der Sphiire S = {z € R3: ||z|| = 1} seien im Punkt z; = (1,0,0) die Masse
myp = 1, im Punkt zo = (0,1,0) die Masse my = 2 und im Punkt z3 = (0,0,1) die Masse
ms = 3 konzentriert. Wie mufl man den Punkt x € S wéhlen, damit das Tragheitsmoment

3
> mille =)
j=1

des Massepunkte-Systems x1, T2, x3 bzgl. £ minimal wird?

Losung Gesucht ist der kleinste Funktionswert der Funktion

fl@y,2)=(@—-1P 4y +224+2(@"+(y—-1)°+2°) +3 (" +y*+ (2 - 1)*) =
:6(x2+y2+z2)+2x+4y+62+6
auf der Menge
M= {(z,y,2) e R®: 2% +¢*+ 2% =1}.

Solche Funktionswerte existieren, weil f stetig und weil M abgeschlossen und beschrankt ist.
Die Methode der Langrange-Multiplikatoren fithrt zu dem Gleichungssystem

122 +242)\x =
12y +4+2)\y =
12z 4+64+2X 2z =

Pyt =

9

— o o O

Das System besitzt genau zwei Losungen, ndmlich

b (1,2,3)
\/ﬁaa

Wegen

f < 1 2 3 ) S f < 1 2 3 )
V14 /14 /14 V14T /14 V14
folgt, dass das Trigheitsmoment in (—1/v/14, —2/4/14, —1/+/14) minimal ist.
4. Aufgabe Finden Sie auf dem Ellipsoid
{(z,y,2) € R®: 2® +2y* +42*> =8}

Punkte, deren Abstédnde von dem Punkt (0,0,3) minimal bzw. maximal sind. Wie grof sind
diese extremalen Abstédnde?

Losung Gesucht ist der kleinste Funktionswert der Funktion
f($7yvz) :$2+y2+ (2_3)2

auf dem Ellipsoid
M = {(z,y,2) € R®: 2°+2y* + 42* = 8}.
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Solche Funktionswerte existieren, weil f stetig und weil M abgeschlossen und beschrankt ist.
Die Methode der Langrange-Multiplikatoren fithrt zu dem Gleichungssystem

20+ 2 r = 0,
2u+4\y = 0,
2(z=3)+8 2z = 0,
x? + 2y + 427 8.

Das System besitzt genau vier Losungen, ndmlich
(0,0,+v/2) und (2,0, —1).
Wegen
£(0,0,v2) = (V2 =3)* < £(0,0,=V2) = (V2 = 3)* < f(#2,0,-1) = 20f

folgt, dass (v/2 — 3)? der minimale Abstand ist und 20 der maximale.

* Aufgabe Besitzt die Funktion f: R® — R,
flz,y,2) = 2y + 2z +yz,

bzgl. der Nebenbedingung
22%y% 2 + 42 + 5y* + 62% = 17 (1)
im Punkt (1,1, 1) ein lokales Maximum oder ein lokales Minimum oder keines von beiden?

Losung Es sei
g(z,y, 2) == 22%y%2 + 42” + 5y® + 622 — 17.

Dann gilt
Y4z 622y*z + Sz
Vf(z,y,2)=| z+2 |, Vg(z,y,2) = | 4x3yz + 10y
r+y 223y 4+ 122

Also miissen alle lokalen Extrema von f bzgl. (1) das Gleichungssystem

y+z = M62%y*z + 8x)
r+2z = Mdxdyz+ 10y)
r+y = A22%% +122)
17 = 223%y%z +42® + 5y + 622

Offenbar ist

1
rT=Yy==z ) 7
eine Losung diesen Gleichungssystems. Die Hesse-Matrizen sind
011 20 12 6
He(1,1,1)= {1 0 1 |, H(1,1,1)=| 12 14 4
110 6 4 12
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Daraus folgt

1 =20 -5 1
Hi(L1,1) = cH(1L,1L 1) =2 | =5 —14 3 | (2)
1 3 —12
Ferner gilt
(Span{v.g(lv ]-7 1)})l = Span{(lv _17 0)7 (17 07 _1)} (3)

Wir zeigen nun, dass die Matrix (2) negativ definit auf dem Unterraum (3) ist (und damit, dass
(1,1,1) ein lokales Minimum von f bzgl. (1) ist): Es gilt

-20 -5 1 1 —15 -20 -5 1 1 —21
-5 =14 3 -1 | = 9 , -5 =14 3 0 = -8 |,
1 3 =12 0 -2 1 3 =12 -1 13
also
-20 =5 1 1 1 1 1
< -5 14 3 al 0 | +8] O al O [ +8] 0O > =
1 3 =12 —1 -1 -1 -1

vt~ - ([ 24 9] [0] ]

weil die Matrix

—24 —13 ]
13 =34 |

nach dem Sylvester-Kriterium negativ definit ist.



