Musterlosungen zur 9. Serie

1. Aufgabe (i) Es sei f:]0,00[x]0, 00[— R definiert durch

[a,y) = .

Berechnen Sie f”(e,3)((2,3), (2, 3), (2, 3)).
(ii) Es sei f: R x (R\ {0}) — R? definiert durch

)= (o.2)

Berechnen Sie f”(1,1)((1,2), (3,4)).
Losung fiir (i) Es gilt

Opf(x,y) = y2'™", 9, f (x,y) = 2 Inx,
O f(w,y) = y(y — 1)a¥ 2, 0y0, f(z,y) = yr? tlnz, 6§f(x, y) = 2¥(Inx)?

und

05 f (x,y) = yly — Dy — 2)2¥~>,0,0 f(z,y) = y(y — Da¥ " Inz,
8;833]”(3:, y) =yz¥ (lnxz)? 8§’f(:c, y) = 2Y(Inx)>.

Daraus folgt

3
£(e,3)((1,2),(1,2),(1,2)) = Y C’) QRO fle,3) 17 2% =8e® 4 36¢* + 36¢ + 6.

Losung fir (ii) Es gilt

amfl(xvy) = y,ayfl(x,y) =,
0§f1(:c,y) = 8§f1($,y) = O7ayamf1<x7y) =1,

Xz

1
aaﬁfQ(xvy) = gaany(xvy) = _Ea

1 2
8§f2(9€,y) = Oaayaxfl(xay) = _Eaasz(xay) Y

y*
Daraus folgt
Y(1L,1)((1,2),(3,4) =02 A1(1,1) - 1-3+ 92 f1(1,1) - 2- 44 0,0, f1(1,1)(1- 4 +2-3) = 10

und analog
2 (1,1)((1,2),(3,4)=—1(1-4+2-3)+2-2-4=6,
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also

f(1L1)((1,2),(3,4)) = (10,6).

2. Aufgabe Besitzt das Vektorfeld v : R? — R3, das definiert ist durch
v(x,y, z) = (e’sinz, xe? sin z + z, xe? cos z + y + 22),

ein Potential? Wenn ja, so berechnen Sie ein solches Potential.

Losung Es gilt

Jy(e’sin z) = O, (ze’sinz + z) = e’ sin z,
0,(e?sin z) = 0,(e’ cos z + y + 2z) = €Y cos 2,
0,(xe¥sinz + z) = 0y(e? cosz +y + 2z) = e’ cosz + 1.

Also besitzt v ein Potential ¢. Wir berechnen ein solches durch
Opp(x,y,2z) = e’sin z, also p(z,y,2) = ze¥sinz + Y(y, 2).
Daraus folgt
ze¥sinz + z = Oyp(x,y, 2) = 0y(ze’ sinz + Y(y, z)) = xe? sin z + Oy (y, 2),

also
U(y, 2) = yz+0(2).
Daraus folgt schlielich

zeVcosz+y+ 22 =0,0(x,y,2) = 0, (xeYsinz + yz + 0(2)) = xe¥ cosz + y + 0'(2)

also z.B.
0(z) = 22,

also
o(z,y,2) = ve¥ sin z + yz + 2°.

3. Aufgabe Es sei f:R3 — R definiert durch
f(z,y,2) = €"sinycos z.

Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0, 0).
Losung Es gilt

O.f(z,y,2) =e"sinycosz,0,f(z,y,2) =e" cosycos 2,0, f(x,y,z) = —e"sinysin z,
O2f(z,y,2) = e"sinycos 2, 0,0, f(x,y, 2) = €” cosy cos z,0,0, f(r,y, 2) = —e” siny sin z,

63]“(:5, y,z) = —e" sinycos 2, 0.0, f(v,y, z) = —e" cosysin 2,02 f(r,y, z) = —e* siny cos 2.
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Folglich ist das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0, 0) gleich
2
> (20, + yd, + 20.) £(0,0,0) = y + 2ay.
=0
* Aufgabe Essei f:R3 — R definiert durch

f(x,y,z) :=€"sinycos z,

und P, sei das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0, 0). Geben Sie ein (moglichst
grofles) r > 0 an mit der Eigenschaft, dass

\f(z,y,2) — Py(z,y,2)| <1077 fiir alle (z,y, z) € R® mit 2 +y* + 2% <72, (1)

Losung Es gilt

1 1 —3 2
f(.T,y,Z) - P2<.§L’,y72) = / ( 9| ) f/”(S.T, Sy,SZ)((.T,y,Z), (l‘,y,Z), (I‘,y,Z)),
O .
also
1 1
102) = P )| < 5 a1 s 52) (@020, (2,0 2), (9.2)
Ferner ist
sz, sy, 52) (2,9, 2), (2,9, 2), (., 2)) = Y ROsof(sz, sy, s2)aly™s, (2)

jk+1=3

und 83{8582 f(sz, sy, sz)xiykzt ist entweder gleich %z sin sy cos sz oder gleich ez cos sy cos sz
oder gleich e*x sin sy sin sz, also

|02050L f (s, sy, sz)aly* 2! < 1 fir 0 < s < 1.
Weil die Summe in (2) 27 Summanden enthélt, folgt

also

[\.’)I@

|f(z,y,2) — Pa(z,y,2)] <

Eine hinreichende Bedingung an r fiir (1) ist also

9
< 4/=1075.
"=V3



