Ubungsaufgaben Analysis IT*

Serie 1: Metriken, Normen und Konvergenz
Abgabetermin: 27.4.

1. Aufgabe (4 Punkte) Die Menge X bestehe aus allen nichtnegativen reellen Zahlen
und dem Symbol co. Beweisen Sie, dass die Abbildung p: X x X — [0, 00|, die definiert
ist durch

rto_ Y
1+ 14y

p(ZE,y) = ' fiir T,y € [0,00[,

p(x,00) = p(co,x) :=1— fir x € [0, 00f,

1+
p(00,00) := 0,

eine Metrik auf X ist. Konvergiert die Folge 1,2, 3, ... bzgl. dieser Metrik?

2. Aufgabe (6 Punkte) Uberpriifen Sie, ob die folgenden Abbildungen ||-|| : X — [0, oo
Normen sind:

(@) X =R, on,2)] = (VET+ Vol )

(b) X =R, ||(z1,22,73) || = /[z1]* + 2[2]* + 352,
(c) X ={z € C([0,1]) : z ist stetig differenzierbar und z(0) = 0}, ||z|| = maxo<i<1 |2/(t)].

3. Aufgabe (10 Punkte) (i) Uberpriifen Sie, ob die unten definierten Funktionenfolgen
x1,Za, ... € C([0,1]) punktweise konvergieren und/oder bzgl. ||-||; konvergieren und/oder
bzgl. || - || konvergieren:

(a) x,(t) = /nsinnt,
(b) () = Vsin %
() xn(t) = t"sin %
(d) n(t) =" — 1.

(ii) Konstruieren Sie eine solche Funktionenfolge, die punktweise, aber nicht bzgl. || - |1
konvergiert.

*Aufgabe (10 Punkte) Essei (X, | -]|) ein normierter Vektorraum iiber R. Beweisen
Sie die folgenden beiden Behauptungen:

(i) Wenn ein Skalarprodukt (-, -) in X existiert mit

|z = v/ (z, x) fiir alle z € X, (1)

so gilt
lz+yl1* + llz =yl =2 (Jl[* + ly|*) fiir alle 2,y € X. (2)
(ii) Wenn (2) gilt, so existiert ein Skalarprodukt (-,-) in X mit (1), ndmlich

1
(w.y) = 7 (le+yl* = llz = yl°) -



