Analysis II fiir Physikstudienginge

Ein Kompendium zur Vorlesung im Sommersemester 2015 von L. Recke
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1 Einleitung

In mathematischen Vorlesungen, die “Analysis I” heiflen, wird iiblicherweise die sogenannte
Differential- und Integralrechnung fiir Funktionen, die Zahlen auf Zahlen abbilden, behandelt.
Analog wird dann in “Analysis II” die sogenannte Differential- und Integralrechnung fiir Funk-
tionen, die Vektoren auf Vektoren abbilden, behandelt. So wird es auch in unserer Vorlesung
sein.

Funktionen, die Zahlen auf Zahlen abbilden, sind ein Spezialfall von Funktionen, die Vekto-
ren auf Vektoren abbilden. Folglich kénnte man fragen, warum diesem Spezialfall in Analysis I
ebenso viel Raum und Zeit eingerdumt wird wie dem allgemeinen Fall in Analysis II, und ob
Analysis IT mehr oder weniger nur eine Wiederholung von Analysis I ist. Dazu gibt es verschie-
dene Antworten:

FErstens haben Funktionen f : R — R eine sehr anschauliche Interpretation, denn ihr Graph ist
eine Teilmenge der Ebene R2. Deshalb kann man z.B. die Ableitung

f/(x) — lim flz+y) — flz)

y—0 Yy

(1.1)

als Anstieg des Graphen im Punkt (z, f(z)) interpretieren. Dagegen ist die Ableitung einer
Funktion f : R™ — R™ in einem Punkt x € R" eine m x n—Matrix, und deren Interpretation ist
erheblich schwieriger. Das hat auch Konsequenzen fiir hohere Ableitungen: Weil die Ableitung
einer Funktion von R in R wieder eine Funktion von R in R ist, kann man die zweite Ableitung
als erste Ableitung der ersten Ableitung betrachten, also

=1 (1.2)
Dagegen ist die Ableitung einer Funktion von R™ in R™ eine Funktion, die R™ in die Menge
der m x n—Matrizen abbildet, folglich ist zun#chst nicht klar, ob (1.2) gilt und wenn, dann in
welchem Sinn.
Zweitens stehen beim Rechnen mit Funktionen f : R — R mehr “Operationen” und mehr
“Struktur” zur Verfiigung als beim Rechnen mit Funktionen f : R" — R™. Z.B. wird in (1.1)
benutzt, dass Zahlen durch Zahlen dividiert werden diirfen, das ist bei Vektoren nicht der Fall.
Beim Rechnen mit Funktionen f : R — R kann man auch die Ordnung in R benutzen, so
entstehen z.B. der Mittelwertsatz
f(0) — f(a)
b—a
oder der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

b
/ f(x)de = F(b) — f(a). (1.4)

= f'(x) fiir mindestens ein x € (a, b) (1.3)
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Eine Aufgabe der Vorlesung Analysis II besteht nun darin, eine Verallgemeinerung der Differen-
tial- und Integralrechnung fiir Funktionen f : R — R auf den Fall von Funktionen f : R" — R™
zu présentieren so dass Analoga zu (1.1), (1.3) und (1.4) entstehen, obwohl Vektoren nicht
durch Vektoren dividiert werden diirfen und obwohl zwischen Vektoren keine gréfier-oder-gleich-
Ordung existiert.

Drittens #dndern sich viele wichtige und niitzliche Formeln aus Analysis I beim Ubergang “vom
Eindimensionalen zum Mehrdimensionalen” iiberhaupt nicht, z.B. die Formel der Kettenregel

(fog)(z)=f(g(x))d (x)

oder die Formel der geometrischen Reihe

© .
Z A )
=0

oder die Taylor-Formel

1

mﬂkﬂ)(ﬂ: + 0y)y**! fiir mindestens ein 6 € (0,1),

1
1
_ = r(k) k
fla+y) =3 W@yt +
k=0
sie miissen im Mehrdimensionalen nur anders verstanden werden als in Eindimensionalen.

In dieser Vorlesung betrachten wir der Einfachheit halber nur Vektorrdume iiber dem Koérper R.
Fast alle Aussagen kénnen auf naheliegende Art auf Vektorrdume iiber dem Korper C iibertragen
werden. Fiir viele Ergebnisse werden wir voraussetzen, dass die Vektorrdume endlichdimensional
sind, und eine Ubertragung dieser Ergebnisse auf unendlichdimensionale Vektorriume ist dann
kompliziert (manchmal sogar unméglich) und nicht Gegenstand dieser Vorlesung.

2 Mehrdimensionale Konvergenz und Stetigkeit

In diesem Kapitel behandeln wir Konvergenz von Folgen, Reihen und Abbildungen sowie Ste-
tigkeit von Abbildungen in normierten Vektorrdumen.

2.1 Normen

In diesem Unterkapitel ist X ein Vektorraum iiber R.

Der Begriff “Norm in einem Vektorraum” ist eine Verallgemeinerung der Begriffe “Betrag” in R
oder C bzw. “Buklidischer Abstand” in R3.

Eine Abbildung z € X — ||z|| € [0, 00) heiit Norm in X, wenn fiir alle z,y € X und A € R gilt

Definitheit: ||z|]| =0 < x =0,
Homogenitdt: ||Az|| = |[A|||z]], (2.1)
Dreiecksungleichung: ||z 4+ y|| < ||z| + [|y]l-

Wenn in X eine Norm fixiert ist, so heiffit X, mit dieser Norm versehen, normierter Vektorraum.



Weitere Ungleichungen: Es sei || - || eine Norm in X, dann gilt fiir alle a,b,c,d € X

Dreiecksungleichung nach unten: ||al| — ||b]| < ||a + b||,
Vierecksungleichung: |la — b|| — |[c — d|| < |la —¢|| +||b — d]|.

Beispiele fiir Normen in R"™:
N
l@ma)ly = (Spoleyl?) © firp 1,
TlyeeesTpn)lloc = maXlSan CC]' .
I )l |51

Im Spezialfall p = 2 wird die Norm || - || Euklidische Norm in R" genannt.

Eine Norm in M(m X n):

ail cee Qlp
aAml .- Qmn

Diese Norm wird auch Frobenius-Norm oder Hilbert-Schmidt-Norm genannt, und sie erfiillt
neben (2.1) auch die sogenannten Sub-Multiplikativitéits-Eigenschaften

|Az||2 < ||A]|||x||2 fiir alle A € M(m x n),z € R" || - ||z die Euklidische Norm (2.2)

und

IAB| < ||A[l||B]| fiir alle A € M(I x m), B € M(m x n). (2.3)

Aus (2.3) folgt

1
A7 > T4l fiir alle A € M(n x n) mit det A # 0.

Alle Normen in endlichdimensionalen Vektorrdumen sind dquivalent: Es seien || - ||
und ||| - ||| zwei Normen in X, und es gelte dim X < oo. Dann existieren ¢,d > 0 so dass gilt

cllz|] < |||lz]|| < d|z|| fir alle x € R™.

Durch Skalarprodukte erzeugte Normen: Eine Abbildung (z,y) € X x X — (z,y) € R
heiflit Skalarprodukt in X, wenn fiir alle z,y € X und X € R gilt

Definitheit: (x,z) > 0 fiir = # 0,
Symmetrie: (x,y) = (y, ),
Bilinearitéat: (Az + uy, z) = Mz, 2) + u(y, 2).

Dann ist durch
2| == /(= z)

eine Norm in X gegeben, und es gilt fiir alle x,y € X

{(z,y)| < |lz||lly]  Cauchy-Schwarz-Ungleichung,
|z +y|? = ||lz||* + 2(x,y) + ||ly||*  binomische Formel.



Euklidisches Skalarprodukt in R™: Das Skalarprodukt
(@1, 2n), (Y1, yn)) == ijyj-
j=1

in R™ heifit Euklidisches Skalarprodukt, die entsprechende Norm

ist die Euklidische Norm.

In dieser Vorlesung behandeln wir die Begriffe Konvergenz, Stetigkeit, Differen-
zierbarkeit und Integrierbarkeit in endlichdimensionalen Vektorriumen. Alle diese
Begriffe werden mit Hilfe von Normen definiert, aber wegen der Aquivalenz aller
Normen in endlichdimensionalen Vektorrdumen hingen alle diese Begriffe (und fast
alle sie betreffenden Aussagen) nicht von der Wahl der Norm ab. Deshalb werden
wir im weiteren mit || - || stets irgendeine Norm bezeichnen (in welchem Vektorraum
diese eine Norm ist, ist dann jeweils aus dem Kontext zu entnehmen).

2.2 Konvergenz von Folgen und Reihen

In diesem Unterkapitel ist X ein normierter Vektorraum.

Konvergenz von Folgen: FEine Folge x1,x2,... € X heiflit konvergent, wenn ein z € X
existiert mit
Ve>0 Jjoe N Vji>jo: [Jaj —z| <e. (2.4)

Der Vektor = heiit dann Grenzwert der Folge, und man schreibt

. Jj—00 .
x = lim z; oder x; — x oder x; — x fiir j — oo.
J—00

Konvergenz von Reihen: Zu jeder Folge x1,x9,... € X kann man die Folge

81 :=T1,82 :=T1 + T2,...

betrachten. Diese nennt man dann wie im skalaren Fall Reihe mit den Summanden z1, xo, ...
und den Partialsummen sq, ss,..., und die Reihe heifit konvergent, wenn die Folge ihrer Parti-
alsummen konvergent ist. Man schreibt dann wie im skalaren Fall

und dieser Vektor heifit dann Grenzwert der Reihe.

Konvergenz ist koordinatenweise Konvergenz: FEs sei by,...,b, eine Basis in X,

n
€Tj = ijkbk, j = 1,2,...
k=1



eine Folge von Vektoren aus X und y = Y, yxby ein Vektor aus X. Dann gilt:
(i) Die Vektorfolge x1,x9,... konvergiert gegen den Vektor y genau dann, wenn fiir jedes
k=1,...,n die Zahlenfolge (Cﬂkj)?i1 gegen die Zahl y; konvergiert. In diesem Sinne gilt

n n
li : = ]
o (o) -2 (o)

(ii) Die Vektorreihe ) z; konvergiert gegen den Vektor y genau dann, wenn fiir jedes k =
1,...,n die Zahlenreihe ) x5, gegen die Zahl y;, konvergiert. In diesem Sinne gilt

Z(Zxﬂkbk):Z Z.%’jk bk.
k=1 k=1 \j=1

Konvergenz in R™: Es sei (z11,...,%n1), (T12,...,Zn2), ..., (Z1j,...,Zn;j),... eine Folge von
Vektoren aus R™, dann gilt

lim (xlj,.. ,Tpj) = (hm Z1j,..., lim xnj) .

und
o) e8]
E xlj,.. I'n] E Tlgy-ens E Tnj | »
J=1 J=1

wobei die Vektorgrenzwerte auf den linken Seiten der Gleichungen genau dann existieren, wenn
die Zahlengrenzwerte auf den rechten Seiten der Gleichungen existieren.

Beispiele:
1, /1 1
(5 7) =00 2 (37) =
j:
Konvergenz und Linearkombinationen: Es seien z1,z2,...,v1,%2,... € X konvergente

Vektorfolgen und Ay, Ao, ..., 11, t2,... € R konvergente Zahlenfolgen. Dann konvergiert auch
die Folge A\1x1 + p1y1, Aexs + poyo, . . ., und es gilt

li e ) = [ 1 . li . li ) li e
]ggo (Ajzs + wyy5) (jggo AJ) <Jg§o$]> + <Jg§o :U'J> (J.ggo%)

Konvergenz und Produkte: Es seien z1,29,...,91,¥%2,... € R™ konvergente Vektorfolgen
und Ay, As, ..., By, Ba,... € M(n x n) konvergente Matrizenfolgen. Dann gilt

lim (Ajz;) = (hm Aj > (hm x]>
j—00 j—00 j—00

lim (A;B;) = (hm A, ) (hm B, >
li = 1 1
Jgﬂ (@5, y5) <]£{.10xj7jlfgoyj>



Dabei existieren die Grenzwerte auf der linken Seite, wenn alle Grenzwerte auf der jeweiligen
rechten Seite existieren.

Cauchy-Kriterium: (i) Eine Vektorfolge x1,z9,... € X konvergiert genau dann gilt:
Ve >0djo e NVE >35> 7p: H.%'j—.%'kHSE. (2.5)

Mit anderen Worten: Es existiert ein 2 € X mit (2.4) genau dann, wenn (2.5) gilt. Der Vorteil
der Bedingung (2.5) ist allerdings, dass man man (2.5) verifizieren kann ohne z zu kennen (was
bei (2.4) nicht moglich ist).

(ii) Eine Vektorreihe mit den Summanden xg, 1, x2,... € R™ konvergiert genau dann, wenn
gilt:

k
Ve>03jo e NVE>j>jo: |Y o <e.
I=j

Neumann-Reihe: Es sei A € M(n X n) gegeben mit ||A|| < 1. Dann ist die Matrix I — A
umkehrbar, und es gilt

(I—ArlzfiA? (2.6)
7=0

Mit anderen Worten: Die Gleichung = — Ax = y besitzt fiir jedes y € R™ eine eindeutige Losung
r=(I—A)"ly € R" und die Folge y,y + Ay,y + Ay + A%y, ... approximiert diese Losung. Im
Fall n =1 ist (2.6) die geometrische Reihe

1 o0
= ij fir |z| < 1.
1—=x =

Exponentialfunktion fiir Matrizen: Es sei A € M(n x n) gegeben. Dann konvergiert die
Reihe o s
Al
exp A := Z ST
=0
und die Abbildung A — exp A wird Exponentialfunktion fiir Matrizen genannt. Dabei gilt fiir
alle A, B € M(n x n)

exp(A+ B) =exp A exp B, falls AB = BA,
exp(BAB™') = B expA B!, falls det B # 0,

1/j
exp A= lim <I+ é) ,

Jj—o0 ]
det e # 0 und (6‘4)71 =e A

Beispiele:

exp[0 a] = [é (f] fiir alle a € R,



a 0] e* 0 .
exp[o b = o eb} fiir alle a,b € R,
0 o] _ [coshy sinhe ..
exp [ o 0] = | sinhg coshe fir alle ¢ € R,
0 —p|  [cosp —sing .
exp [ e 0 ] = |sing cosp } fiir alle ¢ € R.

Das letzte Beispiel kann man folgendermaflen auf den Fall beliebiger Dimension n verallgemei-
nern: e ist eine orthogonale Matrix, (d.h. (eA)T = (eA)_l) mit det e = 1, also eine Drehung
des Raumes R™ um den Nullpunkt, wenn A eine antisymmetrische Matrix (d.h. AT = —A) ist.

Beschrinkte Folgen und der Satz von Bolzano-Weierstraf3: (i) Es sei z1,z9,... € X
eine Vektorfolge, und es existiere ein ¢ > 0 so dass ||z;|| < c fiir alle j gilt. Dann heifit die Folge
beschrénkt.

(ii) Jede konvergente Folge ist beschrinkt.

(iii) Wenn X endlichdimensional ist, so besitzt jede beschrénkte Folge eine konvergente Teil-
folge.

2.3 Konvergenz von Abbildungen

In Anwendungen treten Abbildungen, deren Urbilder und/oder deren Bilder mehrdimensionale
Objekte sind, in verschiedenen Zusammenhingen und unter verschiedenen Bezeichnungen auf,
z.B.:

Skalare Felder: Eine Abbildung R™ — R nennt man auch skalares Feld, z.B. bei n = 3
kann P(z1,x2,x3) der Druck am Ort (z1,x2,x3) sein, oder bei n = 4 kann T'(z1,x2,x3,t) die
Temperatur am Ort (x1,x2,x3) zum Zeitpunkt ¢ sein.

Vektorfelder: Eine Abbildung R” — R"™ nennt man auch Vektorfeld, z.B. bei n = 3 kann
v(x1, 2, x3) die Geschwindigkeit einer Fliissigkeit am Ort (x1, 22, x3) sein. Wenn die Geschwin-
digkeit auch noch von der Zeit abhiingt, so bildet v von R* nach R3 ab, dann spricht man von
einem zeitabhingigen Vektorfeld. Wenn die Geschwindigkeit an allen Orten zeitunabhéngig ist,
so spricht man von einem stationéren Fluf.

Tensorfelder: Eine Abbildung R™ — M(k x [) nennt man auch Tensorfeld. Z.B. werden die
infinitesimalen Deformationen und die Spannungen in einem elastischen Kérper M C R? durch
Abbildungen M — M(3 x 3) beschrieben, das sogenannte Deformationstensorfeld und das soge-
nannte Spannungstensorfeld.

Rotationen starrer Koérper: Der zeitliche Ablauf der Bewegung eines starren Korpers (z.B.
eines Kreisels), der in einem Punkt fixiert ist, wird durch eine Abbildung @ : R — M(3 x 3)
beschrieben, wobei zu jedem Zeitpunkt ¢ gilt Q(¢)T = Q(t)~! und det Q(t) = 1.

Wege von Teilchen: Der zeitliche Ablauf der Bewegung eines Teilchens wird durch eine
Abbildung x : R — R3 beschrieben.

In diesem Unterkapitel sind X und Y normierte Vektorrdume, M ist eine Teilmenge von X und
f: M —Y eine Abbildung.

H&iufungspunkte von M: FEin Element xg € X heifit Haufungspunkt von M, wenn fiir alle
d > 0ein € X existiert mit 0 < ||z — z¢|| < J, d.h. wenn eine Folge z1,x9,... € M \ {z¢}
existiert mit x; — xo.



Grenzwerte von f: Es seien xy Haufungspunkt von M, yy € Y, und es gelte
Ve>030>0Ve e M: 0< ||z —xol| <d=|f(x) —yol <e. (2.7)

Dann nennt man f konvergent fiir x gegen xg, yo heift Grenzwert von f fiir z gegen xg, und
man schreibt
T—T0

lim f(z) =yo oder f(x) — yo fiir x — xg oder f(x) — yo.

T—TQ
Bemerkungen zur Terminologie: (i) Weil 2y Haufungspunkt von M ist, ist yo durch die
Bedingung (2.7) eindeutig bestimmt. Wenn z( nicht Hiufungspunkt von M wiire, so wiirde jedes
yo € Y die Bedingung (2.7) erfiillen.

(ii) Die Bedingung (2.7) héngt nicht davon ab, ob f in xo definiert ist oder nicht (d.h. ob
xo € M oder z¢ ¢ M), und sie hingt im Fall zy € M nicht von dem Wert f(xg) ab.

Aquivalenz von e§-Sprache und Folgensprache: Es seien zq Hiufungspunkt von M und
yo € Y. Dann sind folgende Bedingungen #quivalent:

(1) limy sy f(2) = 9o,

(ii) Fiir jede Folge x1,x9,... € M \ {zo} mit lim,, o =, = o gilt lim, e f(2n) = yo-

Konvergenz ist koordinatenweise Konvergenz: Es sei by,...,b, eine Basis in X, und es
gelte
Z fr(2)by, fiir alle z € M. (2.8)
Dann heiflen die Funktionen f; : M — R Koordinatenfunktionen zu f bzgl. der Basis
bi,...,b,. Wenn ferner zg Haufungspunkt von M ist so gilt
n n
Jim f(z) = lim (; fk<:c>bk> = ;; <mlggo fk<:c>) i, (2.9)

wobei der Grenzwert von f auf der linken Seite genau dann existiert, wenn die Grenzwerte aller
fx auf der recheten Seite existieren. Wenn X = R" ist und die Basis gleich der Standardbasis in
R™ ist, so nimmt (2.9) die folgende Form an:

Tim (f1(2), ... fa(a)) = <$1gg fi@)..... im fnm) .
Grenzwerte und algebraische Operationen: Esseien M CR* X\ yu: M =R, f,g: M —
R™ A: X — M(m xn)und B : X — M(n x[) Abbildungen, und z sei ein Hiufungspunkt von
M. Dann gilt

lim (A(z)f(z) + p(x)glz) = (hm A<ﬂs>) (hm ! <$>) + <“m "(x)) (“m 9<x)> |

T—xT0 T—xT0 T—T0 T—xT0 T—xTQ

Jim A ) (Jim 1),

(
lim (A(z)B(z)) = <hm Az ) (hm B(@),
(s,

lim (A(z)f(z)) =

T—T0

T—TQ T—xT0 T—xT0

lim (f(z),9(x))) =

T—T0 T—T0 m—)l‘o

i, 0, )



Dabei existieren die Grenzwerte auf der linken Seite, wenn alle Grenzwerte auf der jeweiligen
rechten Seite existieren.

2.4 Iterierte Grenzwerte und Vertauschung von Grenzwerten

In diesem Unterkapitel betrachten wir der Einfachheit halber nur Abbildungen
f:(0,00) x (0,00) = R.

Fiir solche Abbildungen kann man die folgenden Fragen stellen: Existieren der sogenannte all-
gemeine Grenzwert

lim z,Y), 2.10
(m,y)—)(0,0)f( y) (2.10)

bzw. die sogenannten iterierten Grenzwerte

lim <lim f(x,y)) (2.11)

y—0 \xz—0

und

lim <lim f(:r:,y)) , (2.12)

z—0 \y—0

impliziert die Existenz eines von ihnen die Existenz eines anderen und sind die entsprechenden
Grenzwerte dann gleich? Nach Definition existiert der iterierte Grenzwert (2.11) und ist gleich
z € R, wenn ein r > 0 und eine Abbildung ¢ : (0,r) — R existieren, so dass gilt

flx,y) 29 g(y) fiir alle y € (0,r) (2.13)
und
gly) 29 2. (2.14)

Die Bedingung (2.13) bedeutet
Ve >0Vy € (0,r) 30 >0V €(0,0) : |f(z,y) —g(y)| <e, (2.15)

und man sagt, wenn diese Bedingung erfiillt ist, dass fiir x — 0 die Funktionen f(x,-) auf (0,r)
punktweise gegen die Funktion g streben. Eine Verstiarkung von (2.15) ist

Ve > 030 >0Vy € (0,r) Vz € (0,9) : |f(z,y) —g(y)| <e. (2.16)

Wenn (2.16) erfiillt ist, so sagt man, dass fiir x — 0 die Funktionen f(z,-) gleichméfig auf (0, )
gegen die Funktion g streben.

Hinreichende Bedingungen, dass (2.10) nicht existiert: Der allgemeine Grenzwert (2.10)
existiert nicht, wenn mindestens eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

(i) Die beiden iterierten Grenzwerte (2.11) und (2.12) existieren, sind aber ungleich.

(ii) Es existieren Folgen x; — x¢ und y; — yo so dass die Folge f(x1,y1), f(22,%2),. .. nicht
konvergiert.

(ili) Es existieren Folgen x; — x¢, Z; — 0, y; — Yo und §; — yo so dass die Folgen
flx1,y1), f(x2,92),... und f(Z1,51), f(Z2,92), ... konvergieren, aber ungleiche Grenzwerte be-
sitzen.

10



Eine hinreichende Bedingung, dass (2.10) existiert: Wenn (2.14) und (2.16) gilt, so
existiert (2.10) und ist gleich 2.

Beispiele: (i) (2.11) und (2.12) existieren und sind ungleich (und folglich existiert (2.10) nicht):

.%'2

f(l“,y):m-

(ii) (2.11) und (2.12) existieren und sind gleich, trotzdem existiert (2.10) nicht:

_ v
f(x,y) - x2+y2'

(iii) (2.10) und (2.11) existieren und sind gleich, trotzdem existiert (2.12) nicht:

1
f(z,y) = zsin—.
Y

(iv) Wir verifizieren die obige hinreichende Bedingung, dass der allgemeine Grenzwert (2.10)
existiert und welchen Wert er annimmt, im Beispiel

1
f(xz,y) = —sin <f siny> :
& Yy
Nach der I’'Hospital-Regel gilt

1 (m . > : (m . >1 . L.
lim —sin ( —siny | = lim cos | —siny | —siny = —siny.
z—=0 T Y z—0 Y Y Y

Also strebt %Sin <§ sin y> fir x — 0 punktweise gegen isin y. Diese Konvergenz ist sogar

gleichméfig weil nach der Taylor-Formel gilt

sin | —siny | = —siny — =sinf | —siny
Yy 2 Yy

)
und folglich
<z(m) oz
-2 Y -2

‘1 ) (w ) ) 1.
—sin [ —siny | — —siny
x Y Y

Wegen % siny — 1 fiir y — 0 folgt also

) 1. (= .
lim —sin (— sin y) =1.
(z,y)—(0,0) T Y

Andere Erscheinungsformen des Grenzwertvertauschungsproblems: Die Frage, ob
man zwei Grenzwerte vertauschen darf, tritt an verschiedenen Stellen auf, und eine positive
Antwort auf diese Frage kann komplizierte Rechnungen wesentlich vereinfachen. Z.B. ist das
Diffenrenzieren und (eigentliche oder uneigentliche) Integrieren einer Funktionenreihe oft schwie-
riger als das Differenzieren und Integrieren der einzelnen Summenanden der Funktionenreihe,
d.h. wenn

s ) =X s (217)
j=0 j=0
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oder
/ab jiofj(:ﬂ) de = i </ab fj(gg)d:c) (2.18)

richtig ist, so ist die rechte Seite oft leichter zu berechnen als die linke. Es existieren hinreichende
Bedingungen dafiir, dass (2.17) oder (2.18) richtig ist, und diese Bedingungen beinhalten gewisse
gleichméBige Konvergenzen von Typ (2.16).

Ein Rechentrick (Feynman-Parameter): Manchmal kann man uneigentliche Integrale ana-
lytisch ausrechnen indem man kiinstlich einen zusétzlichen Parameter einfiihrt. Weil dieser
Trick bisweilen dem Physik-Nobelpreistriger Richard Feynman zugeschrieben wird, werden diese
zusétzlichen Parameter bisweilen Feynman-Parameter genannt. Zum Beispiel, um das Integral

fooo Si%dw zu berechnen betrachtet man die Familie

von uneigentlichen Integralen, die durch den zusétzlichen Parameter A > 0 parametrisiert ist.
WEeil die Operationen “Uneigentliches Integrieren nach x” und “Differenzieren nach A\” vertauscht
werden diirfen, ergibt sich

I'(\) = —/ sin ze~ M dz fiir A > 0.
0

Dieses Integral kann man durch zweifaches partielles Integrieren berechnen, und man erhélt

I'(\) = —1_:—)\2, d.h. I(\) = —arctan A + const fiir A > 0.
Wegen
(N[ = /OOO Sizxe_)‘xdx‘ < /000 e My = e;r — 0 for A = o0
ist die Konstante gleich /2, also I(\) = —arctan A + 7/2 fiir A > 0. Weil die Operationen

“Uneigentliches Integrieren nach z” und “Grenzwert A\ | 0”7 vertauscht werden diirfen, ergibt

sich - .
sinz s
dr =1(0) = —-.
/0 T v 0) 2

2.5 Stetige Abbildungen

In diesem Unterkapitel sind X und Y normierte Vektorrdume, M ist eine Teilmenge von X und
f: M —Y eine Abbildung.

Stetigkeit: Die Abbildung f heifit stetig in einem Punkt zg € M, wenn gilt
Ve>030>0Ve e M : |z —ao| <= |f(z)— flzo)| < e

Die Funktion f heifit stetig, wenn sie stetig in jedem xy € M ist.

Stetigkeit in isolierten Punkten bzw. in Hiaufungspunkten des Definitionsbereiches:
Wenn z¢p € M nicht Haufungspunkt von M ist (man nennt dann xq isolierter Punkt in M),

12



dann ist jede Abbildung f : M — R"™ stetig in x¢g. Wenn aber xg € M Haufungspunkt von X
ist, dann ist eine Abbildung f : M — R" stetig in 2y genau dann, wenn

lim f(z) = f(zo).

T—x0

Insbesondere, wenn zg € M Haufungspunkt von X ist, so ist ist eine Abbildung f : M — R"
stetig in g genau dann, wenn fiir jede Folge =1, x9,... € M gilt:

Wenn lim z; = x9, dann lim f(z;) = f(xo).
j—00 j—00

Beispiel Polynome: Eine Abbildung f : R" — R™ heifit Polynom (oder Vektor-Polynom) mit

n Variablen, wenn Koeffizienten 0;1 in € R existieren so dass fiir alle j = 1,...,m und z € R"
gilt
m . .
— J1 in
fi(z) = Z C;’l...,jnxl ST
Jisejn=1

Solche Polynome sind stetig. Z.B. ist die Determinantenabbildung A € M(n x n) — det A € R
ein Polynom mit n? Variablen, denn nach der Leibnitz-Formel gilt

n

det [aij] = Z €j1...5n,A151 " Angy, -
jl,---,jnil
Dabei ist
1 falls (j1...Jjn) eine gerade Permutation von (1,...,n) ist,
€15, =& —1 falls (ji...jn) eine ungerade Permutation von (1,...,n) ist,
0 sonst

der sogenannte Permutationstensor, und eine Permutation (j ... J,) ist gerade bzw. ungerade,
wenn die Anzahl der Zahlenpaare i < k mit j; > ji gerade bzw. ungerade ist.

Beispiel rationale Abbildungen: Es seien P : R™” — R™ und @ : R" — R zwei Polynome.
Dann heifit die Abbildung

P(x)
Q(x)

rationale Abbildung mit n Variablen. Solche rationalen Abbildungen sind stetig. Z.B. ist die
sogenannte Inversions-Abbildung fiir Matrizen A — A~!, die die Menge aller A € M(n x n) mit
det A # 0 in die Menge M(n x n) abbildet, eine rationale Abbildung mit n? Variablen, denn es
gilt

fi{zeR": Q(z)#0} - R"™: f(z):=

det AY, — det A}, oo (=D tldet A7
L1 —det A, det AL, oo (D)2 det A,
~ det A : : :
(—1)Hndet A}, (—=1)2t"det 4, ... det A},

Dabei ist Al ; die (n —1) x (n — 1)-Matrix, die man erhélt, wenn man aus der Ausgangsmatrix
A die ite Zeile und die jte Spalte entfernt.
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Beispiel: Stetigkeit der Exponentialabbildung fiir Matrizen: Die Abbildung A — e”,
die M(n x n) in M(n x n) abbildet, ist stetig, weil gilt

A+ B)l — AJ A+ B)) — AJ A Bl|)? + || A’
Al = (A+B) < Z( +B) +Z(H [+ B + [l

HeAJrB _ j! j! ]'

e

j=0 Jj=0 j=k+1
Hier haben wir die Frobenius-Norm und ihre spezielle Eigenschaft (2.2) benutzt. Wenn ¢ > 0
beliebig gegeben ist, so wihlt man zunichst k so grof}, dass der zweite Summand der rechten
Seite kleiner als €/2 ist gleichzeitig fiir alle B mit ||B|| < 1. Dann hélt man dieses k fest und

wéhlt || B]| so klein, dass der erste Summand der rechten Seite kleiner als £/2 ist.

Stetigkeit ist koordinatenweise Stetigkeit: Es sei by,...,b, eine Basis in X, und es gelte
(2.8), dann folgt: Die Abbildung f ist stetig in zy genau dann, wenn alle ihre Komponenten-
funktionen fj, stetig in xg sind.

Stetigkeit und Superposition: Es seien f stetig in einem Punkt g € M, und g : f(X) — Z
eine Abbildung, die stetig in f(xq) ist, wobei Z ein weitere normierter Vektorraum ist. Dann ist
die Superposition g o f ebenfalls stetig in xg.

Bogenzusammenhiingende und einfach zusammenhingende Mengen: (i) Eine Menge
X C X heifit bogenzusammenhéngend, wenn fiir beliebige x,y € M eine stetige Funktion
¢ :[0,1] = M existiert mit ¢(0) = y und ¢(1) = y.

(ii) Eine bogenzusammenhéngende Menge M C X heifit einfach zusammenhéngend, wenn fiir
jede stetige Funktion ¢ : {z € C: |z| = 1} — M eine stetige Funktion ¢ : {z € C: |2| <1} - M
existiert so dass i eine Fortsetzung von ¢ ist.

Beispiele: (i) Intervalle sind einfach zusammenhingend, und jede bogenzusammenh#ngende
Menge M C R ist ein Intervall.

(ii) Die Menge {z € R? : |z|| < 1} ist einfach zusammenhéngend.

(iii) Die Menge {x € R? : 1 < ||z|| < 2} ist bogenzusammenhiingend, aber nicht einfach
zusammenhéngend.

(iv) Die Menge {z € R3: 1 < ||z|| < 2} ist einfach zusammenhiingend.

Stetige Abbildungen kénnen ihren Definitionsbereich nicht zerrreifien: Wenn M C X
bogenzusammenhéngend (bzw. einfach zusammenhéngend) ist und f : M — Y stetig, so ist auch
die Bildmenge

fM):={f(z): v e M}

bogenzusammenhéngend (bzw. einfach zusammenhéngend). Insbesondere, wenn M C X bogen-
zusammenhéngend und Y = R ist, so ist f(M) ein Intervall.

Zwischenwertsatz: Wenn M C X bogenzusammenhingend ist und f : M — R stetig, und
wenn dann Punkte x,y € M existieren mit f(z) < 0 < f(y), so existiert auch ein z € M mit

f(z)=0.

2.6 Offene Mengen, abgeschlossene Mengen und Rand

In diesem Unterkapitel sind X ein normierter Vektorraum und M C X eine Teilmenge von X.
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Kugeln: Es seien z € X und r > 0. Dann heiflen die Mengen
Ko(z):={yeX:|z—y| <r}bzw. K,(z) ={ye X : ||z —y|| <r}

offene bzw. abgeschlossene Kugel um x mit dem Radius r.

Innere Punkte, innerer Kern und Offenheit: Ein Punkt € M heifit innerer Punkt von
M, wenn ein r > 0 existiert mit K,(x) C M. Die Menge aller inneren Punkte von M heifit

e]
innerer Kern von M und wird mit int M oder M bezeichnet. Man sagt, dass M offen ist, wenn
M = intM ist.

Randpunkte, Rand, abgeschlossene Hiille und Abgeschlossenheit: Ein Punkt r € X
heifft Randpunkt von M, wenn fiir alle » > 0 gilt K,(x) "M # § und K, (z) N (X \ M) # 0. Die
Menge aller Randpunkte von M heifit Rand von M und wird mit M bezeichnet. Die Menge
M U OM heiflt abgeschlossene Hiille von M und wird mit cl M oder M bezeichnet. Man sagt,
dass M abgeschlossen ist, wenn M = cl M ist.

Aquivalente Charakterisierungen: (i) Die Menge intM ist die grofite offene Teilmenge von
M, d.h. fiir jede offene Menge A C M gilt A C intM.

(ii) Die Menge clM ist die kleinste abgeschlossene Menge, die M enthélt, d.h. fiir jede abge-
schlossene Menge A C X mit M C A gilt clM C A.

(iii) Es gilt € M genau dann, wenn Folgen y1,y2,... € M und 21, z2,... € X \ M existieren
mit y, — = und z, — .

(iv) M ist abgeschlossen genau dann, wenn fiir jede konvergente Folge x1,x9,... € M gilt
lim, oo T, € M.

Dualitéit von Offenheit und Abgeschlossenheit: (i) Wenn A abgeschlossen und O offen
ist, so ist A\ O abgeschlossen und O \ A offen.

(i) Der Durchschnitt beliebig vieler und die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener Mengen
ist wieder abgeschlossen.

(iii) Die Vereinigung beliebig vieler und der Durchschnitt endlich vieler offener Mengen ist
wieder offen.

(iv) Eine Menge ist abgeschlossen (bzw. offen) genau dann, wenn sie alle ihre Randpunkte
(bzw. keinen ihrer Randpunkte) enthélt.

Beispiele: (i) Endliche Mengen sind abgeschlossen.
(ii) Die Kugeln K, (z) sind offen, die Kugeln K, (z) sind abgeschlossen, und es gilt

0K (x) = 0K, (z) ={y € X : |lz —y|| =1}

(iii) Der gesamte Vektorraum X und die leere Menge () sind die einzigen Mengen, die gleich-
zeitig offen und abgeschlossen sind.

(iv) Es sei X = R. Dann gilt fiir alle a < b, dass (a,b) offen ist, dass [a,b] abgeschlossen ist,
dass [a,b) weder offen noch abgeschlossen ist und

d(a,b) = 0a,b) = 0la,b] = {a,b}.
Die Intervalle (—1/7,1/j), j = 1,2,... sind offen, aber ihr Durchschnitt
~N( 11
N(-335)-©
AN
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ist nicht offen. Die Intervalle [—1/7,1/4], 7 = 1,2,... sind abgeschlossen, aber ihre Vereinigung

ist nicht abgeschlossen. Ferner gilt
ntQ=0, 0Q=clQ=R.

(v) Es sei X = R?, und M sei eine Gerade in R?. Dann besitzt M keine inneren Punkte.

Stetige Bilder und Urbilder von Mengen: Es sei M C X, Y sei ein weiterer normierter
Vektorraum, und f : M — Y sei stetig, dann gilt:

(i) Wenn M abgeschlossen und beschrénkt ist und wenn dim X < oo gilt, so ist auch die
Bildmenge f(M) abgeschlossen und beschrinkt. Insbesondere, im Fall Y = R besitzt dann f (M)
ein Maximum und ein Minimum.

(ii) Wenn M = X gilt und wenn N C Y offen bzw. abgeschlossen ist, so ist auch die Urbild-
menge

fFYUN):={z e X: f(z) e N}

offen bzw. abgeschlossen.

2.7 Banachscher Fixpunktsatz

Banachscher Fixpunktsatz: Es seien X ein endlichdimensionaler normierter Vektorraum,
M C X eine abgeschlossene Menge, f : M — M eine Abbildung, und es existiere ein ¢ < 1, so
daf gilt

1 (x) = fW)ll < clle —yl| fir alle 2,y € M. (2.19)

Dann existiert genau ein z, € M mit f(z.) = z. (ein sogenannter Fixpunkt von f). Ferner
gilt: Wenn xg € M beliebig gewihlt ist und wenn die Folge x1,x2,... € M induktiv definiert ist
durch

Tjy1 = f(xj) fir 7=0,1,2,...,

dann folgt z, = lim;_, z; und

c ¢
1—_010(351"5'3]'*1) <

plxj,zy) < cp(xg,xl). (2.20)

Beispiel: Es sei X = R mit ||z|| = |z|, M = [1,2] und

f@):%(ﬂ%).

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass f tatsiachlich M in M abbildet und (2.19) mit ¢ = 1/2 erfiillt.
Der Fixpunkt von f ist v/2, und (2.20) liefert

]mj — \/5’ < 2_j+1.
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Beispiel: Es seien A € M(n x n) und m > 0 gegeben mit
(Az,z) > mlz|? fiir alle z € R™. (2.21)
Ferner sei y € R™ gegeben, und wir betrachten die Gleichung
Az =y. (2.22)

Dann erfiillt die affine Abbildung f : R™ — R", die definiert ist durch

f(z) =2 - (Az —y),

_m
| A2

die Bedingung (2.19) mit ¢ = /1 — m?/||A]|?> < 1: Wegen (2.3) und (2.21) gilt nidmlich

_ 2 _ |y — 2 2m. ). 2 — m’ —u)l2 2
17) = F@I = o=yl = (A —y).2 =) + T A =) g( HAHQ)H — gl

Folglich besitzt f genau einen Fixpunkt, d.h. (2.22) besitzt genau eine Losung o = A~y (ins-
besondere ist A invertierbar), und diese Losung wird approximiert durch die Folge

Tj+l = Tj — HAHQ(A@“J y), 7=0,1,2,..., zy € R" beliebig.

Die Konvergenz dieser Folge ist umso schneller, je kleiner ¢ ist, d.h. je kleiner ||A| — m ist.

3 Mehrdimensionale Differentialrechnung

In diesem Kapitel behandeln wir differenzierbare Abbildungen in endlichdimensionalen normier-
ten Vektorrdumen. Dabei benutzen wir folgende Standardbezeichnungen: X und Y sind end-
lichdimensionale normierte Vektorrdume, £(X;Y") ist der Vektorraum der linearen Abbildungen
von X nach Y, M C X ist eine offene Menge, und f: M — Y ist eine Abbildung.

In den meisten Anwendungen ist X = R" und Y = R™. Dann identifizieren wir eine lineare
Abbildung L € £(X;Y) mit ihrer Matrix-Darstellung A7, € M(m x n) bzgl. der Standard-Basen

1 0

0 1
€] = 0 , €9 1= 0 s

_0_ _0_

in R™ und R™, d.h. mit der reellen m x n-Matrix
Ap = [{ej, Ler)]i2 ) oy -
d.h. dann gilt

($ ) -5 (o)

J=1
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Fiir die Abbildung f : M C R™ — R™ schreiben wir

fl(CC) fl(xl,...,a:n)
flx)=f(xy,...,2pn) = : = : ) (3.1)
fm(x) fm(x1, .o my)

Man sagt dann, die Abbildung f besitzt n unabhingige und m abhéingige Variable, und die
Abbildungen f; : M — R heiflen Koordinatenabbildungen der Abbildung f.

3.1 Differenzierbarkeit und Ableitung

In diesem Unterkapitel sind X und Y sind endlichdimensionale normierte Vektorrdume, M C X
ist eine offene Menge, und f : M — Y ist eine Abbildung.

Ableitung: (i) Es sei z € M. Wenn ein L € £(X;Y) existiert, so dass

o f@+y) = f@) — Ly

=0 3.2
o Wl (3.2)

gilt, dann heifit f differenzierbar (oder total differenzierbar oder Frechet-differenzierbar) in x.
Damit in (3.2) die Werte f(z + y) fiir alle y &~ x existieren, haben wir vorausgesetzt, dass M
offen ist. Die lineare Abbildung L ist dann eindeutig bestimmt, sie heifit Ableitung (oder totale
Ableitung oder Frechet-Ableitung) von f in x, und man schreibt fiir sie

f'(z) oder Df(z) oder df ().

Im Fall X = R"™ Y = R™ identifizieren wir die Ableitung L mit ihrer Matrix-Darstellung Af,
bzgl. der Standard-Basen. Diese Matrix e heift dann Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix) von
f in z, und man schreibt fiir sie auch

8(f1a---afm)
Bz )

(ii) Wenn die Ableitungen f’(z) fiir alle x € M existieren, so heifit f differenzierbar, und die
Abbildungen f’: M — L(X;Y) heiit Ableitung von f.

Partielle Ableitungen: (i) Essei x € M, X = R", Y = R™ und (3.1). Wenn fiir ein
je{l,...,m} und ein k € {1,...,n} der Grenzwert

Oufy() 1= lim = (o + tex) — f3(x) (33)

existiert, so sagt man, dass f; in « partiell differenzierbar nach x, ist, und der Grenzwert (3.3)

heilt partielle Ableitung von f; nach xj. Anstelle von 0y fj(x) schreibt man auch ngi oder
Dy, fi(x) oder dy, f;(x). Wenn fiir ein k& € {1,...,n} der Grenzwert

04 (@) = lim — (2 + tex) — £ () (34)
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existiert, so sagt man, dass f in x partiell differenzierbar nach zj, ist, der Grenzwert (3.4) heifit

partielle Ableitung von f nach xj. Dann existieren die Grenzwerte (3.3) fiir alle j = 1,...,m,
und es gilt
I fr(z)
Of(x) = : (3.5)
Ok fm ()

(i) Wenn die partiellen Ableitungen 0y, f;(x) bzw. Ok f () fiir alle x € X existieren, so heilen f;
bzw. f partiell nach z;, differenzierbar, und die Abbildungen ;. f; : X — R bzw. Oy f : X — R™
heiBen partielle Ableitungen von f; bzw. von f.

Verhiltnis von Ableitung und partiellen Ableitungen: Es sei X = R", Y = R™ und
(3.1). Wenn f in z € M differenzierbar ist, so existieren alle partiellen Ableitungen (3.3) und es
gilt

81f1 (.%') 32f1(.%’) N 8nf1 (.%')

Ofo(x) Oafa(x) ... Onfalx)

fla=| . L
N fm(x) Oafm(z) ... Onfm(x)
Insbesondere gilt
22:1 O f1(x)vg n
f(z)v= : = Z Opf(z)vy, fiir alle v € R™. (3.6)
22:1 8kfm(x)vk k=1
In (3.6) haben wir die Bezeichnung (3.5) benutzt.
Richtungsableitung: Wenn f in x € M differenzierbar ist, so gilt fiir alle v € X

(@) =l = (F(z + o) — (). (3.7)

Die rechte Seite von (3.7) nennt man Richtungsableitung von f im Punkt z in die Richtung v.
Differenzierbarkeit impliziert Stetigkeit: Wenn f differenzierbar ist, so ist f auch stetig.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R,

Lyg fir 224 y>>0
fley) =9 a2+45 ’
0 fir x=9y=0.
Wegen
1 ay® 10
= (f(tx,ty) — £(0,0)) = —F—
t (f( z, y) f( ’ )) .%'2 + t4y6

existieren die Richtungsableitungen von f im Nullpunkt in alle Richtungen (und sind Null),
insbesondere existieren beide partielle Ableitungen von f im Nullpunkt (und sind Null), aber f
ist nicht stetig (und folglich nicht differenzierbar) im Nullpunkt:
y—0 3 1
f(0,y) =0, aber f(y”,y) = 3.
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Stetige Differenzierbarkeit: Wenn f differenzierbar ist und die Abbildung x € M — f'(z) €
L(X;Y) stetig (bzgl. irgendeiner Norm in £(X;Y")) ist, so nennt dann f stetig differenzierbar.
Dafiir ist hinreichend, dass alle Richtungsableitungen (3.7) existieren und stetig von = abhéngen.
Im Fall X =R", Y =R"™ und (3.1) ist dafiir hinreichend, dass alle partiellen Ableitungen (3.3)
existieren und stetig von z abhéngen.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R?,

fop) = | Tt ]

7 sin .

Die partiellen Ableitungen 0, fi(r,p) = cosp, O, fi(r,¢) = —rsing, 0, fa(r,¢) = sing und
Oy f2(r, p) = 1 cos ¢ existieren iiberall uns héngen stetig von (7, ) ab, also ist f stetig differen-

zierbar und '
, | cosp —rsing
f(r’gp)_[sinap T COS (. }

Beispiele: Polynome und rationale Abbildungen mit n Variablen sind stetig differenzierbar.
Beispiel: Wir betrachten die Abbildung
f:C—C: f(z) =2~

Wenn man komplexe Zahlen z+iy mit Vektoren (z,y) € R? identifiziert, so geht diese Abbildung
in die Abbildung
9:R* = R?: g(z,y) = (2% +4%,0)

iiber. Die Abbildung g ist iiberall differenzierbar mit
' | 2z 2y
Die Abbildung f allerdings ist in allen z # 0 nicht (komplex) differenzierbar, denn

2 _ .2 y 2 7
‘Z—FC‘C 2| :ZC—FZE-HC‘ :§+§+%konvergiert nicht fiir { — 0, wenn z # 0.

Beispiel: Wir betrachten die Abbildung

2
aj; + ajea21 a11a22 + a12a22

2
a1 a2 a11a21 + ag1a22 a12a21 + a5y

2
f:M(2><2)—>M(2><2):f(A):A2:[a” “12] :[
ail a2

a1 a2
diese Abbildung in die Abbildung

Wenn man Matrizen ] mit Vektoren (ai1,ais,as,asn) € R?* identifiziert, so geht

afl + ajoaoq
a11012 + a12622
a11a21 + a21a22

a12621 + a§2

4 4
g:R* = R*: g(ai1,a12,a21,a22) =
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iiber. Die Abbildung g ist iiberall differenzierbar mit

2&11 a1 ais 0
g/(an a2, a21,a92) = aiz a1l + a2 0 aiy
, ’ , az1 0 ail + as2 as1
0 a21 a2 2a99
Wenn man den Vektor
2a11 a21 a2 0 b1y 241111 + as1bis + a1aba
aiz  ail + ag 0 a2 big | _ | ai2bu + (a11 + az2)biz + a1abn
a1 0 air +az a2 ba1 a1biy + (a1 + aze)bar + azibos
0 a21 a2 2a92 bag a91b1s + a1abar + 2azabay
zuriick als Matrix
2a11b11 + a21b12 + a12b21 a1zbi + (a1 + ag)bra + arabey |
= AB + BA
az1b11 + (@11 + ag2)ba1 + azibao ao1b1o + a19bay + 2a99b90
interpretiert, so erhélt man die Formel
f'(A)B = AB + BA. (3.8)

Diese Formel erhélt man allerdings einfacher, wenn man nicht (3.6), sondern (3.7) anwendet:

t—0 t—0

1 1
lim — (f(A +tB) — f(A)) = lim ((A+1tB)? — A?) =lim (AB + BA +tB*) = AB + BA.
_)

Die Formel (3.8) ist ein Analogon zur Ableitungsformel fiir die Funktion z € R — 22 € R:
(562), = 2.

3.2 Rechenregeln

In diesem Unterkapitel sind wieder X und Y sind endlichdimensionale normierte Vektorrdume,
M C X ist eine offene Menge, und f : M — Y ist eine Abbildung.

Differenzierbarkeit von Linearkombinationen: Es sei M C X offen, und die Abbildungen
f:M —Y und g : M — Y seien differenzierbar in « € M. Dann sind fiir alle A, 4 € R auch die
Abbildungen Af + pg in x differenzierbar, und es gilt

(Af + 1g) (z) = Af'(z) + ng'(2).
Multilineare Abbildungen: Esseien Xi,..., X; und Y Vektorrdume iiber R. Eine Abbildung
M Xy x ... x X; = Y heifit multilinear (im Fall [ = 2 bilinear), wenn fiir alle k = 1,...,1,

v1 € X1,0 0051 € Xg—1, Vg1 € Xgy1, -0 € X gilt

M(v,y .o V1, Va1, ---,01) 2 X — Y ist linear.
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Beispiele bilinearer Abbildungen (I = 2): (i) Produkt Skalar x Vektor: Hier sind X; = R
und Xo =Y =R" und M(\,v) = \v.
(ii) Euklidisches Skalarprodukt: Hier sind X; = Xo = R", Y = R und

n

M(v,w) = (v,w) := kawk.

k=1
(iii) Vektorprodukt: Hier sind X; = Xo = Y = R? und

V2W3 — V3V2
M(v,w) =v x w:= | vsw; — viws
V1W2 — VW1

(iv) Produkt Matrix x Vektor: Hier sind X; = M(m xn), Xo =R™ Y = R"™ und M(A,v) =
Av.

Beispiele multilinearer Abbildungen mit ! > 2: (i) Determinante: Hier sind X; = ... =
X;=R"und Y =R und M(vy,...,v) =det(vy,...,v).

(ii) Produkt von Matrizen: Hier sind X; = ... = X; =Y =M(n x n) und M(A44,...,4;) =
Ao AL

Produktregel: Es seien M : X; x ... x X; — Y multilinear, M C X offen und f; :
M — X, k = 1,...,1, differenzierbar in x € M. Dann ist auch die Abbildung z € M —
M(fi(z),..., filz)) € Y differenzierbar in z, und es gilt fiir alle v € X

MN

(M(f17' .- 7fl))/ (.%')1) = M(fl(x)v s 7fk*1(x)7fl::(x)vafk+l(x)7 s 7fl(x))

B
Il

1

Ableitung von Determinanten: Wenn man die Produktregel auf das obige Determinaten-
beispiel anwendet, so erhilt man fiir alle Abbildungen fi,..., f; : M — R, die differenzierbar
in € M sind, und fiir alle v € R

(det(fl""afl ’U—Zdet fl "'afk—l(x)’f]/c(x)v,fk-l-l(x)"--afl(x))'

Insbesondere, wenn M = R ist und fjx(t) = 0,5 + tbj;, die k-te Komponente von f;(t) ist und

S e 1 falls j =k,
kT 0 falls j#£k

das sogenannte Kronecker-Symbol ist, so folgt

n

hm " (det(I +tB) — det (I Zbﬂ =: spB.

t—0

Folglich ist die Ableitung der Abbildung A € M(n x n) — det(A) € R in einer Matrix A mit
det A # 0, angewendet auf eine Matrix B, gleich

det(A
lim L (det(A + £B) — det(A)) = lim S<UA)

t—0 ¢ t—0

(det(I + tA™'B) — det(I)) = det(A) sp(A'B).
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Kettenregel: FEs seien X,Y und Z normierte Vektorrdume iiber R, M C X und N C Y offen,
f:+ M — N differenzierbar in x € M, und g : N — Z sei differenzierbar in f(z). Dann ist auch
die Superposition g o f differenzierbar in z, und es gilt

(g0 f)(z) =g'(f(x)f (z). (3.9)
Insbesondere, im Fall X =R, Y =R™, Z =Rl gilt fir alle k =1,...,n
m dig1(f ()
O(go f)(x) =Y 0;9(f()0xfi(x) mit 9;g(f(x)) = : €R'.
=1 diqu(f(x))

Substantielle Zeitableitung: In der Kontinuumsmechanik bezeichnet man iiblicherweise mit
#(t,€) € R3 den Ort zum Zeitpunkt ¢ € R des Teilchens, dass zum Zeitpunkt Null am Ort ¢ € R3
war. Folglich ist 0;2(t, £) die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ dieses Teilchens. Es sei ¢ (t,-) die
inverse Funktion zu &(t,-), d.h. (¢, ) ist der Ort zum Zeitpunkt Null des Teilchens, das zum
Zeitpunkt t am Ort x ist. Dann ist

u(t, ) := 0 (t, E(t, )

die Geschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢ am Ort x, und nach der Kettenregel ist
3

. d . . . .
8152.%'@7 §) = @u(tv £(t,€)) = Jult, 2(¢,£)) + Z Bxku(t, E(t, §))u(t, 2(¢,£))
k=1
die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ des Teilchens £. Mit anderen Worten:
3
Oyu(t,x) + Z Opu(x, t)ug(t, x) (3.10)
k=1

ist die Beschleunigung zum Zeitpunkt ¢ am Ort z. Diese vektorwertige Funktion von ¢ und
x (die nichtlinear von u abhingt!) nennt man substantielle (oder materielle oder konvektive)
Zeitableitung von u, und sie geht in die Gleichgeweichtsgleichungen ein, die in der Hydrodynamik
zur Bestimmung der unbekannten Funktion « dienen. Die erstaunlichen Schwierigkeiten, die bei
der analytischen und/oder numerischen Behandlung dieser Gleichungen entstehen, wurzeln fast
alle in der Nichtlinearitdt (3.10).

Ableitung der Inversions-Abbildung fiir Matrizen: Essei M = {A € M(nxn): det A #
0}. Wir betrachten die rationale, also differenzierbare Abbildung

f:M— M(nxn): f(A):A_l,

und die bilineare Abbildung M : M(n x n) x M(n x n) — M(n x n), M(A, B) = AB. Dann
gilt M(f(A),A) = I fiir alle A € M(n x n) (I ist die Einheitsmatrix) und folglich nach der
Kettenregel

0= (M(f(A),A))'B = M(f(A)B,A) + M(f(A),B) = f'(A)B A + A™'B,

also
f'(A)B=-A"1BAL,
Das ist ein Analogon zur Ableitungsformel fiir die Funktion x € (0,00) — 1/z € R:

N 1
x)  x?
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3.3 Interpretationen der Ableitungen

Der Fall n = 1. Tangenten: Es sei f: R — R™ differenzierbar. Dann ist f/(x) eine m x 1-
Matrix, also ein Spaltenvektor aus R™,

fi(x)

, y—0 Yy

S (@)
Mit anderen Worten: Die Ableitung eine Abbildung von R in R™ ist wieder eine Abbildung von
R in R™. Die Ableitung f'(x) ist der Grenzwert der Sekantenvektoren (f(z +y) — f(z))/y fiir
y — 0. Wenn f/(x) # 0, dann heiit die Gerade

{f(z)+ fl(z)y e R™: y € R}

Tangente an die Kurve
{f(x) e R": z € X} (3.11)

in x, und sie ist diejenige Gerade in R™ durch den Punkt f(x), die sich am besten an die Kurve

(3.11) in diesem Punkt anschmiegt. Genauer gesagt gilt folgendes: Wenn fiir ein a € R™ gilt
i L&+ Y) = f@) —ay
y—0 Yy

dann ist die Gerade {f(z) + ay € R™ : y € R} die Tangente an die Kurve (3.11) in z, d.h.

a= f'(z).

Winkelgeschwindigkeit und virtuelle Drehachse: Es sei Q(t) eine 3 x 3-Matrix, die dif-

ferenzierbar von der Zeit t € R abhéngt und die fiir alle Zeiten ¢ orthogonal ist, d.h.

QM =1, (3.12)

die also eine zeitabhiingige starre Drehung des Raumes R3 um den fixierten Nullpunkt be-
schreibt. Weil die unabhéingige Variable ¢ eindimensional ist, ist die Ableitung @’ (ebenso wie
die Abbildung @) eine Abbildung von R in M(3 x 3). Wenn man die Identitét (3.12) mit Hilfe
der Produktregel differenziert und Q'(t)” = (Q(t)T)/ benutzt, so erhilt man

QHRM +QMQ'®" =0, also Q'(HQH)" = - M) = - (X(HIQEX)")
Mit anderen Worten: Q'(¢)Q(t)7 ist eine antisymmetrische 3 x 3-Matrix, d.h. vom Typ

0,

T

0 —(Ug(t) w2(t)
QMW" = | ws(t) 0 —wi(?)
—WQ(t) w1 (t) 0
Es sei nun u € R3 ein beliebiger Vektor und v(t) := Q(t)u, dann folgt
0 —w:),(t) wz(t) V1 (t)
Q(thu=| ws(t) 0 —wi(t) va(t) | =
—u.)Q(t) w1 (t) 0 Ug(t)
w2 (t)?)g (t) - wg(t)vz (t)
— | wst)or (1) — wr(tyos(t) | = w(t) x Qt)u. (3.13)
w1 (t)?)g (t) — W2 (t)?)l (t)



Der Vektor

wi(t)

w(t) := | wa(t)

ws(t)
heifit Winkelgeschwindigkeit zum Zeitpunkt ¢. Er beschreibt die sogenannte virtuelle Drehach-
se durch den Nullpunkt in R® zum Zeitpunkt ¢, die folgende Eigenschaften besitzt: In allen
Punkten auf der Achse ist die Geschwindigkeit Null. In allen anderen Punkten ist die Geschwin-
digkeit orthogonal zur Achse, und die Euklidische Norm der Geschwindigkeit ist proportional
zum Abstand des Punktes von der Achse.

Der Fall m = 1. Gradienten: Es sei f : R™ — R sei differenzierbar in x. Dann ist f'(z)
eine 1 x n-Matrix, also ein Zeilenvektor aus R™. Dieser Vektor wird auch Gradient von f in z
genannt und mit V f(z) bezeichnet, d.h.

Vi) :=(01f(2),. ... 0nf(2)), (3.14)

und es gilt:

(i) (Vf(z),y) = f'(x)y fiir alle z,y € R™.

(ii) Wenn ¢t € (—1,1) — ~(t) € X differenzierbar ist mit v(0) = = und f(v(t)) = f(z) fir
alle t € (—1,1) ist, d.h. wenn die Kurve «(¢) innerhalb der sogenannten Niveaumenge {y € X :
fly) = f(z)} (vom Niveau f(x)) liegt, so gilt

(7(0), Vf(2)) = 0.

(iii) Wenn f stetig differenzierbar ist, dann existiert fiir alle v € R™ mit [jv|| = ||V f(x)|| ein
€ > 0, so daB gilt
flz+tv) < f(x +tV f(x)) fiir alle ¢ € [0, €],

d.h. der Vektor V f(z) zeigt in die Richtung des maximalen Wachsens von f, lokal in x.

3.4 Die zentralen Sitze

Mittelwertsatz: Es seien M C R” offen, f : M — R™ stetig differenzierbar, z,y € M, und
fiir alle s € [0, 1] gelte sz + (1 — s)y € M. Dann folgt

1f(@) = f@)llz < sup [|f'(sz+ (L= s)y)lllz—yl2.
0<s<1

Dabei ist || - |2 die Euklidische Norm in R™ bzw. R™, und || - || ist die Frobenius-Matrix-Norm
(vgl. (2.1)).

Satz iiber implizite Funktionen: Es seien M C R™ x R” offen, f : M — R" stetig
differenzierbar, (Ao, z¢) € U, f(Ao,x0) = 0 und

det [0z, f; (Ao, 20)]} =y # O

Dann existieren offene Mengen A C R und U CR” mit A x U C M, A\g € A und zg € U, und
es existiert eine stetig differenzierbare Funktion ¢ : A — U, so dass fiir alle A € Aund x € U
gilt

f(A, ) =0 genau dann, wenn x = @(A).
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Ferner gilt fiir alle A € A

P'(A) = =0:F (X, 0(A) TN (A (V)

mit

Opf(N, ) := [0, fi(\, )] € M(n x n), O\f(A z) = [05 fj(A x)] € M(n x m).

Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus: Es seien M C R" offen, zg € X, f: M — R"
stetig differenzierbar und

det f'(zg) # 0. (3.15)

Dann existieren offene Mengen U C M und V' C R"™ mit g € U und f(z9) € V, so dass
die Abbildung f die Menge U bijektiv auf die Menge V' abbildet (deshalb sagt man, dass f
lokal in x( invertierbar ist) und dass die entsprechende Umkehrabbildung f~! ebenfalls stetig
differenzierbar ist. Ferner gilt fiir alle x € U

Beispiele: (i) Die Funktion f(z) = 23 ist stetig differenzierbar und bijektiv von R auf R,
aber ihre inverse Funktion ist nicht differenzierbar im Punkt Null. Der Satz iiber den lokalen
Diffeomorphismus arbeitet nicht im Punkt Null, weil f/(0) = 0 ist.

(ii) Die Abbildung f : R? — R?,

faw = | St ],

e*siny
ist stetig differenzierbar, und es gilt

e*cosy —evsiny

!/ —
det f(w,y) = det [ e?siny e*cosy

] =e" #0.

Folglich arbeitet der Satz iiber den lokalen Diffeomorphismus in jedem Punkt des R?, d.h. f ist
in jedem Punkt des R? lokal invertierbar. Aber f ist nicht injektiv, folglich ist f nicht (global)
invertierbar.

Newton-Verfahren: Es seien M C R” offen, f : M — R" differenzierbar, und es existiere ein
L > 0 mit
1/ (z) = f' W)l < Lllz — y|| fiir alle =,y € M.

Ferner gelte fiir ein g € M (3.15) und f(z¢) = 0. Dann existieren 6 > 0 und ¢ > 0, so dass fiir
alle 1 € R™ mit |21 — xo|| < 0 gilt z1 € X und det f'(z1) # 0 und fiir alle k € N

Trp1 o= g — f(wr) T fz) € X, det f'(@p41) £ 0

und

2 k ok+1
k1 — ol < clla, — woll2 und oy gy — o] < HHEEEAL G2 (3.16)

Wegen (3.16) sagt man, dass die Folge der Approximationen x1,xs,... quadratisch gegen die
Losung x¢ konvergiert.
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3.5 Untermannigfaltigkeiten (Flichen im Raum)

Karten, Parametrisierungen und bestimmende Gleichungen: Es seien m < n natiirliche
Zahlen. Eine Menge M C R"™ heifit m-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™, wenn fiir jeden
Punkt x € M eine (und folglich alle) der folgenden drei dquivalenten Bedingungen gilt:

(i) Es existieren eine offene Menge U C R™ mit # € U und eine stetig differenzierbare
Abbildung ® : U — R" mit

det®'(z) #0, MNU ={y €U : ®pi1(y) = ... = &, (y) = 0}. (3.17)

Die Abbildung ® heiit dann (lokale) Karte von M in x.
(ii) Es existieren offene Mengen U C R” mit z € U und V' C R™, eine stetig differenzierbare
Abbildung ¥ : V' — R™ und ein £ € V mit

V() =x, rtangW' (&) =m, MNU ={¥(n):neV} (3.18)

Die Abbildung ¥ heifit dann (lokale) Parametrisierung von M in z, und fiir j = 1,...,m heiflen
die Kurven t =~ 0 — ¥(& + tej) € M Koordinatenlinien auf M durch z (erzeugt durch ).

(iii) Es existieren offene Mengen U C R™ mit € U und eine stetig differenzierbare Abbildung
F:U — R"™™ mit

rang F'(x) =n—m, MNU ={y €U : F(y) =0}. (3.19)
Die Gleichung F(y) = 0 heifit dann (lokal) bestimmende Gleichung von M in z.

Tangentialrdume: Es seien M C R” eine m-dimensionale Untermannigfaltigkeit in R™ und
x € M. Ferner sei v : (—1,1) — R” eine stetig differenzierbare Abbildung mit ~(t) € M fiir alle
t € (=1,1) und v(0) = 2. Dann heifit der Vektor 4/(0) € R™ Tangentialvektor an M in z. Der
affine Teilraum

T,M :={xz +v: v ist Tangentialvektor am M in x}

ist dann m-dimensional und heifit Tangentialraum an M in z, und es gilt:
(i) Aus (3.17) folgt T,M = {x +v: @], (x)v = ... = &} (x)v = 0}.
(ii) Aus (3.18) folgt

T.M={z+ ¥ (w:weR"} =z +span {01 ¥(£),...,0mP(E)}.

Mit anderen Worten: Wenn n € V- C R™ — W(n) € R™ eine Parametrisierung von M nahe x mit
V(&) =z ist, so ist w € R™ +— x4+ U/ (§)w € R™ eine Parametrisierung von 7, M. Insbesondere
bilden die Tangentialvektoren 0¥ (§),. .., 0, ¥ (£) an die Koordinatenlinien auf M durch z eine
Basis in T, M.

(iii) Aus (3.19) folgt T, M = {z + v : F'(x)v = 0}. Mit anderen Worten: Wenn F'(y) = 0 eine
bestimmende Gleichung fiir M nahe z ist, so ist F'(z)(y — x) = 0 eine bestimmende Gleichung
fiir T, M. Insbesondere, im Fall n = m + 1 ist (VF(z),y — z) = 0 eine bestimmende Gleichung
fiir T,M, d.h. T, M ist die Ebene durch x, die zu VF(x) orthogonal ist.

Untermannigfaltigkeiten als Graphen: Es sei f : R? — R stetig differenzierbar. Dann ist
der Graph von f

m
M = 2 € Rg : (771,’!72) S Rz

f(n1,m2)
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eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit in R. Die Abbildung ® : R? — R3:

Y1
D(y1,y2,y3) == Yo
ys — f(y1,2)

ist eine Karte von M in jedem Punkt von M. Die Abbildung ¥ : R? — R3:

m
‘1’(771,772) = 72
f(n1,m2)

ist eine Parametrisierung von M in jedem Punkt von M. Die Abbildung F : R? — R:

F(y1,y2,y3) == y3 — [(y2,92)

erzeugt eine bestimmennde Gleichung von M in jedem Punkt von M. Fiir jeden Punkt

&1
T = & eM
f(§17 62)
sind
§1+t &1
t~0— & und s = 0 — &+t
f&+t,&) [, 6 +1)
die (von W erzeugten) Koordinatenlinien auf M durch z, und
1 0
81\1’(51,52) == 0 und 82\1’(51,52) == 1
o f (&, &) Do f (1, 22)
sind die Tangentialvektoren an die Koordinatenlinien in x, und es gilt
§1+wy
T, M = £y + wo eR?: (wy,ws) € R?

F(&1,&2) + 01 f (&1, &2)wr + D2 f (&1, 62)we

Die zweidimensionale Sphére: Die Menge M := {y € R® : y? + y3 + y2 = 1} heifit zwei-
dimensionale Sphére und ist eine zweidimensionale Untermannigfaltigkeit in R?. Die Abbildung
F:R3 = R:
F(y1,y2,93) =yl +95 + 95— 1

erzeugt eine bestimmende Gleichung von M in jedem Punkt von M. Wegen F’(x)v = 2(z1v1 +
x99 + x3v3) = 2(x,v) gilt

T.M = {z+veR>: (z,v) =0}
Die Abbildung ¥ : R? — R3,

sin v cos
U (1, p) := | sinysing |,
cos Y
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ist eine Parametrisierung von M in jedem Punkt von M aufler im Nordpol (0,0,1) und im
Siidpol (0,0, —1), denn

coswcosp —sinysing
rang¥’ (¢, ) = rang | costsing  sin cos p = 2 genau dann, wenn ¢ ¢ {km : k € Z}.
—siny 0

Ein Kegelschnitt: Die Menge {y € R : yJ + y3 — 243 = y1 + y2 + y3 — 1 = 0} ist der Schnitt
des Kegels {y € R3 : ¢? +y2 = 2y§} mit der Ebene {y € R3 : y; +yo +y3 = 1}, eine Ellipse, eine
eindimensionale Untermannigfaltigkeit in R3. Die Abbildung

2 2 9,2
FiRY R F(y) = | Y11V ~205
y1+y2+ys—1

erzeugt eine bestimmende Gleichung fiir M in allen Punkten von M, denn

2$1 2$2 —4$3

rangF’ (z) = rang [ 1 1 1

]:inirallexEM.

Ferner gilt fiir alle x € M

T.M = {x + v : 2z 0] + 2x9v9 — 4303 = V1 + V3 + v3 = 0}.

Drehungen der Ebene: Die Menge aller orthogonalen 2 x 2-Matrizen mit positiver Determi-
nante, d.h.
M:={Q eM(2x2):QQ" =1I,detQ > 0},

ist eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit im vierdimensionalen Raum M(2 x 2). Die Ab-
bildung F': M(2 x 2) — S(2 x 2) (S(2 x 2) ist der dreidimensionale Raum der symmetrischen
2 x 2-Matrizen),

F(A) := AAT — 1,

erzeugt eine bestimmende Gleichung fiir M in jedem Punkt von M wie die folgende Uberlegung
zeigt:

Nach der Produktregel gilt F'(Q)A = AQT + QAT . Nach dem Satz iiber Kern und Bild linearer
Abbildungen besitzt die linearen Abbildung

AeM(2x2)— F'(Q)A=AQT + QAT € S(2 x 2)

maximalen Rang (also drei) genau dann, wenn die Dimension des Kerns dieser linearen Abbil-
dung gleich eins ist, d.h. wenn fiir beliebiges Q € M die Gleichung

AQT + QAT =0 (3.20)

genau eine linear unabhéngige Losung besitzt. A € M(2 x 2) ist Losung von (3.20) genau dann,
wenn AQT € A(2 x 2) ist (A(2 x 2) ist der eindimensionale Vektorraum der antisymmetrischen
2 x 2-Matrizen), d.h. wenn A = BQ mit einem B € A(2 x 2). Weil aber B € M(2 x 2)
B@ € M(2 x 2) linear und bijektiv und folglich dimensionserhaltend ist, folgt dim{BQ : B €
A(2 x 2)} = 1. Also gilt auch

ToM ={Q+BQeM(2x2): B = -B}.
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Eine Parametrisierung fiir M in jedem Punkt von M ist ¥ : R — M(2 x 2),

W) = [ cosé —siné } .

siné  cosé

Drehungen des Raumes und Eulersche Winkel: Die Menge aller orthogonalen 3 x 3-
Matrizen mit positiver Determinate, d.h.

M:={Q eM(3 x3):QQ" =1I,detQ > 0}

ist eine dreidimensionale differenzierbare Untermannigfaltigkeit im 9-dimensionalen Vektorraum
M(3 x 3). Die Abbildung F : M(3 x 3) — S(3 x 3) (S(3 x 3) ist der 6-dimensionale Vektorraum
der symmetrischen 3 x 3-Matrizen), F(A) := AAT — I, erzeugt eine bestimmende Gleichung fiir
M in jedem Punkt von M, wie die folgende Uberlegung zeigt:
Nach dem Satz iiber Kern und Bild linearer Abbildungen besitzt die linearen Abbildung A €
M(3 x 3) = F'(Q)A = AQT + QAT € S(3 x 3) maximalen Rang (also sechs) genau dann,
wenn die Dimension des Kerns dieser linearen Abbildung gleich drei ist, d.h. wenn fiir beliebiges
Q € M die Gleichung

AQT + QAT =0 (3.21)

genau drei linear unabhéngige Losungen besitzt. A € M(3x 3) ist Losung von (3.21) genau dann,
wenn AQT € A(3 x 3) ist (A(3 x 3) ist der 3-dimensionale Vektorraum der antisymmetrischen
3 x 3-Matrizen), d.h. wenn A = BQ mit einem B € A(3 x 3). Weil aber B € M(3 x 3)
BQ € M(3 x 3) linear und bijektiv und folglich dimensionserhaltend ist, folgt dim{BQ : B €
A(3 x 3)} = 3.}. Also gilt auch

ToM ={Q+BQ eM(3 x3): B = -B}.

Eine Parametrisierung fiir M in jedem Punkt von M ist ¥ : R — M(3 x 3):

cosécos( —sinécosnsin¢ —cosésin( —sinfcosncos(  sinésiny
U(E,n,¢):= | sinfcos( +cos€cosnsin( —sin&sin + cosypcosfcosp —cospsinf
sinnsin sinn cos cosm

Wenn eg, ey, ez die kanonische Basis in R? ist, e;» = U(&,n,()e; die neue Orthonormalbasis
nach der Drehung ¥(£,7,¢) und v € R3 ein Vektor in der Schnittgeraden von span{ey,es} und
span{e}, €5} mit detles, (£, n,()es, v] > 0, so gilt:

(i) Der sogenannte Préazessionswinkel ¢ ist der Winkel von e; nach v (Drehung um die es-
Achse gegen den Uhrzeigersinn der eq, es-Ebene).

(i) Der sogenannte Nutationswinkel 1 ist der Winkel zwischen e3 und €4 (Drehung um die
v-Achse).

(iii) Der Winkel ¢ ist der Winkel von v nach €} (Drehung um die e4-Achse gegen den Uhr-
zeigersinn der €], e5-Ebene).

(iv) ¥(&,n, () ist die Nacheinanderausfiihrung der obigen drei “einfachen” Drehungen, d.h.

cos( —sin¢ 0 1 0 0 cosé —siné 0
U, n,¢)=| sin¢ cos¢ 0 0 cosn —sinn —siné cosé O
0 0 1 0 sinp cosnm 0 0 1

Die Winkel £, 7 und ¢ heiflen Eulersche Winkel der Drehung ¥ (&, n, ().
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3.6 Hohere Ableitungen

Wenn X und Y normierte Vektorrdume sind, M C X eine offene Menge und f : M — Y eine
differenzierbare Abbildung, so ist die Ableitung f’ eine Abbildung von M in £(X;Y). Wenn
nun diese Abbildung ihrerseits differenzierbar ist, so ist ihre Ableitung eine Abbildung von M
in £(X;L£(X;Y)). Mit anderen Worten, wenn man wie iiblich die zweite Ableitung von f als die
erste Ableitung der ersten Ableitung von f definiert und mit f” bezeichnet (vgl. (1.2)), so ist

f(x) € LIX;L(X3Y)).
Die dritte Ableitung ist dann noch schlimmer,
f"(@) € LIX; L(X; L(X;Y)),

usw. Man kann die Sache aber gliicklicherweise vereinfachen, weil der Vektorraum £(X; £L(X;Y"))
linear und bijektiv auf den Vektorraum der bilinearen Abbildungen X x X — Y abgebildet
werden kann. Mit anderen Worten: Die zweite Ableitung f”(x) kann als bilineare Abbildung
X xX — Y aufgefait werden. Analog kann die dritte Ableitung f”/(x) als multilineare Abbildung
X x X x X — Y aufgefafit werden. Um diesen begrifflichen Schwierigkeiten aus dem Weg zu
gehen betrachten wir in diesem Unterkapitel nur den Fall X = R", Y = R™.

In diesem Unterkapitel sind also M C R"™ eine offene Menge und f : M — R™ eine Abbildung.

Hohere Differenzierbarkeit und héhere partielle Ableitungen: (i) Die Abbildung f heifit
zweifach differenzierbar, wenn f differenzierbar ist und wenn alle partiellen Ableitungen von
f differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen der partiellen Ableitungen von f werden zweite

partielle Ableitungen von f genannt und mit 9;0 f(x) oder aggxk () bezeichnet, d.h.

0,04 (x) = lim & (9 f (x + teg) — 04/ (x)).

Ferner schreibt man zur Vereinfachung

0? 0?
(9]2f(:v) := 0;0; f(x) oder a—é(m) = axj(;;j ().

(ii) Fir [ € N heifit f I-fach differenzierbar, wenn f (I — 1)-fach differenzierbar ist und
wenn alle (I—1)-ten partiellen Ableitungen von f differenzierbar sind. Die partiellen Ableitungen
dieser (I — 1)-ten partiellen Ableitungen werden [-te partielle Ableitungen von f genannt und
mit

akl‘f'---k'r
o™ ... 0k f(x) oder 7'}0(3:)
e axkr .. dahr
J1 Ir
bezeichnet. Analoge Schreibweisen werden fiir die Komponenten f;, i =1,...,n, von f benutzt.

(iii) Fiir [ € N heiit f I-fach stetig differenzierbar, wenn f I-fach differenzierbar ist und
wenn alle [-ten partiellen Ableitungen von f stetig sind. Das ist genau dann der Fall, wenn alle
[-ten partiellen Ableitungen von f existieren und stetig sind.

Satz von Schwarz: Wenn f zweifach differenzierbar ist, so gilt

0;0kf(x) = 0,0 f(x) furalle 1<j#k<nundzec X.
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Beispiel: Wir betrachten die Abbildung f : R? — R,

vy =y .. 5
LA VA 0
flay) =4 “atyge T h
0 fir x=y=0.

Die Abbildung f ist einfach differenzierbar, weil die partiellen Ableitungen

y(a* + 4a?y® — )
Ouf(z,y) = (22 4+ y2)?
0 fir r=y=0

fir 224+ y? >0,

und
z(z* — 5y*)

2 fiir a2+ 42 >0,
By f(z,y) = (22 + y2)2 4
0

fr z=y=0
stetig sind. Auch alle zweiten partiellen Ableitungen existieren, insbesondere ist
92£(0,0) = 95£(0,0) = 0,0,0,£(0,0) = 1,0,0,£(0,0) = —1.

Aber wegen 0,0, f(0,0) # 0,0, f(0,0) ist f nicht zweifach differenzierbar. Zum Beispiel 0, f ist
nicht differenzierbar im Nullpunkt, weil

Oy fayy) — 20,0, f(z,y) —yd, f(x,y) 1 (x(m4 ~5y%) >
- - (22 + 42)2 x

nicht gegen Null strebt bei (z,y) — 0, denn g(z, ) = —v/2 fiir = # 0.

g(z,y)

Hohere (totale) Ableitungen: Wenn f [-fach differenzierbar ist und z € X, so heifit die
multilineare Abbildung

FO@) R .. . xR* 5 R™: fO(z)(vy,...,v) = Z Oky - O, (@) 01k, - v, (3.22)
1<ky,....,k;<n
I-te Ableitung von f in z. In (3.22) sind vj;, die Komponenten des Vektors v; € R", d.h.
Vj1
vj = firj=1,...,1
an
Dabei gilt: Fiir alle z € X und vy, ..., € R"ist fO(z)(vy,...,v;) die Ableitung der Abbildung
ye X () (vy,...,u_1) € R™ im Punkt z, angewendet auf v;, insbesondere

f(l)(CC)(’Ul, cee avl) = }E;I(l)% <f(l71)(x +tvl)(1}1, s ’vl—l) - f(lil)(x)(vl’ s ,Ul_1)> :

Andere Schreibweisen: Wegen dem Satz von Schwarz sind in der Summe (3.22) viele der
Faktoren O, ... 0k, f(z) gleich. Diese kann man zusammenfassen, z.B. im Fall [ = 2 folgt

1"

f (z)(v,w) = Z 8,%f(x)vkwk + Z OO, f () (vpw; + vewg). (3.23)
k=1

1<k<i<n
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Im Fall v; = ... = v; = w kann man noch mehr zusammenfassen, dann gilt

I
fO@)w, ... w)y = Y Wa{ﬂ L OF @)t whn (3.24)
kit n =L 1:-.-Rn-

Haufig schreibt man fiir (3.24) auch formal
FO@) (w, ..., w) = (w1dr + ... +wpd,)" f(x)

oder sogar

@) (w,... w) = (w, V) f(x)
wegen der Analogie zur verallgemeinerten binomischen Formel

!
@+ota) = Y el ad

Im Fall n = 2 nimmt (3.24) die folgende Form an:

l

FO@) (w, ... ow) =Y (D INOLR f(x)wiwl . (3.25)

k=0

Hesse-Matrix: Im Fall m = 1 sind die n? zweiten partiellen Ableitungen von f Zahlen. Diese
schreibt man auch als symmetrische n x n-Matrix

Hy(z) = [0;0f ()]} 4oy

und nennt diese Matrix Hesse-Matrix von f in z. Dann nimmt (3.23) die folgende Form an:

"

/ (1‘)(1),?1}) = <Hf(1‘)?},w>.

Coriolis-Kraft: Eine Punktmasse befinde sich zum Zeitpunkt ¢ am Ort

coswt —sinwt 0
p(t) = Q(t)x(t) mit Q(t) = | sinwt coswt 0 | € M(3x 3) und z(t) € R?
0 0 1

(z.B. Bewegung auf der Erdoberfliche, iiberlagert mit der Rotation der Erde). Dann gilt nach
der Produktregel

p'(t) = Q)" (t) +2Q' (1)’ (t) + Q" (t)x(t).
Die Gesamtbeschleunigung p”(t) ist also die Summe aus der sogenannten relativen Beschleu-
nigung Q(t)x”(t) (die Beschleunigung, die ein Beobachter, der sich mit der Masse bewegt und
nichts von der Uberlagerung mit der Rotation Q(t) weif, erwarten wiirde), der Zentrifugalbe-
schleunigung Q" (¢)z(t) und der sogenannten Coriolis-Beschleunigung (vgl. (3.13))

2Q' ()2 (t) = 2wesz x Q(t)x'(t).

Die durch die Coriolis-Beschleunigung erzeugte Coriolis-Kraft —2mweg x Q(¢)x'(t) (m > 0 ist die
Masse) ist orthogonal zu der Ebene, die durch ez und die Relativgeschwindigkeit Q(t)z’(t) auf-
gespannt ist, und sie verschwindet genau dann, wenn die Relativgeschwindigkeit und ez parallel
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sind. Wenn die Relativgeschwindigkeit und es nicht parallel sind, so bilden ez, Coriolis-Kraft
und Relativgeschwindigkeit ein positiv orientiertes Dreibein.

Im Fall der Bewegung auf der Erdoberfliche bedeutet das folgendes: Wenn die Relativgeschwin-
digkeit z.B. zum Erdmittelpunkt zeigt (freier Fall), so wirkt die Coriolis-Kraft als nach Osten
ablenkende Kraft (maximal am Aquator und verschwindend an den Polen). Wenn die Relativ-
geschwindigkeit dagegen tangential zur Erdoberflache ist, so bewirkt die Coriolis-Kraft auf der
nordlichen (bzw. siidlichen) Halbkugel eine nach rechts (bzw. links) ablenkende Kraft (maximal
an den Polen und verschwindend am Aquator).

3.7 Taylor-Formel

Satz iiber die Taylor-Formel: Es seien M C R" eine offene Menge, f : M — R™ [ + 1-fach
stetig differenzierbar, z € M und v € R™ so dass x + tv € M fiir alle ¢ € [0,1]. Dann existiert
firalle j =1,...,mein §; € (0,1), so dafl gilt

l
file+v) = Z %f;k)(x)(v, ce,U) + (l_:l)!f;lﬂ)(x +0;v)(v,...,v).

Wegen (3.22) ist das dquivalent zu

1 k ke k kn
,I""U Z Z mﬁllﬁn fj(iﬁ)’l)ll...’l)n

k=0k1+.. +kn—k‘
kl k k1 k
ki+...+kn=l+1

Das sogenannte Restglied kann man auch in Integralform schreiben:

L o0 = [T, ods
I ; yeens ; I ; e .
Das Polynom
1

k=0ki+...+kn=Fk

heifit Taylor-Polynom der Ordnung ! von f im Punkt z.
Spezialfille: (i) | = 2: Wegen (3.23) gilt

Pf’ = + Z 8kf Uk + — Z akf vk + Z 0 8kf )vjvk.

1<j<k<n
(i) I =2, m=1
PI*(0) = f(x) + (Vf(),0) + 3 (Hy(@)v,v).
(iii) m = 2: Wegen (3.25) gilt

l i . '
Pf’ Z%Z< > (9] k flx )v]fvéfk.

7=0 J k=0
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3.8 Lokale Extrema mit und ohne Nebenbedingungen

In diesem Unterkapitel sind M C R" offen, f : M — R und g : M — R™ mit m € {0,1,...,n},
f ist die Funktion, deren lokale Extrema gesucht werden, g beschreibt die Nebenbedingungen
dabei, und m ist die Anzahl der Nebenbedingungen. Insbesondere ist der Fall m = 0 (dann ist
g(x) =0 fiir alle x € M) der Fall ohne Nebenbedingungen.

Ein Punkt zy € M mit g(z¢) = 0 heifit lokales Minimum (bzw. strenges lokales Minimum)
von f unter der Nebenbedingung
g(x) =0, (3.26)

wenn ein € > 0 existiert, so dass fiir alle z € M mit (3.26) und 0 < ||z — zo|| < € gilt f(x) >
f(zo) (bzw. f(x) > f(zg)). Analog sind lokale bzw. strenge lokale Maxima von f unter der
Nebenbedingung (3.26) definiert. Im Fall m = 0 spricht man nur von lokalen Extrema von f.

Ein Punkt xg € M mit g(zp) = 0 heiit globales Minimum (bzw. strenges globales Mi-
nimum) von f unter der Nebenbedingung (3.26) wenn fiir alle € M \ {zp} mit (3.26) gilt
f(z) > f(xo) (bzw. f(x) > f(zo)). Analog sind globale bzw. strenge globale Maxima von f
unter der Nebenbedingung (3.26) definiert.

Notwendige Bedingung fiir lokale Extrema. Lagrange-Multiplikatoren: Wenn f und
g stetig differenzierbar sind, zg € M ein lokales Extremum von f unter der Nebenbedingung
(3.26) ist und wenn

rang ¢ (zo) = m (3.27)
ist, so existieren sogenannte Lagrange-Multiplikatoren A1,..., A, € R mit
m
Vf(m'o) = Z )\ngj(mo). (3.28)
j=1

Definitheit von Matrizen: Es seien A € M(n x n) eine symmetrische Matrix und V' C R"
ein Unterraum.

(i) A heiit positiv (bzw. negativ) definit auf V, wenn fiir alle v € V' \ {0} gilt (Av,v) > 0
(bzw. (Av,v) < 0). A ist positiv (bzw. negativ) definit genau dann, wenn alle Eigenwerte von A
positiv (bzw. negativ) sind.

(ii) A heilt indefinit auf V, wenn v4,v_ € V existieren mit (Avy,vy) > 0 und (Av_,v_) < 0.
A ist indefinit genau dann, wenn A mindestens einen positiven und einen negativen Eigenwert
besitzt.

Regeln von Sylvester: Es seien A = [a;;] € M(n x n) eine symmetrische Matrix und
M = [ajk];.kzl eM(xl) fuirl=1,...,n

die sogenannten Hauptminore von A. Dann gilt:

(i) A ist positiv definit genau dann, wenn fiir alle [ = 1,...,n gilt det M; > 0.

(ii) A ist negativ definit genau dann, wenn — A positiv definit ist, d.h. genau dann, wenn gilt
det My < 0, det My > 0, det M3 < 0,... .

(iii) Wenn gilt det My < 0, so ist A indefinit auf R™.
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(iv) Wenn gilt det My > 0, det My > 0, det M3 < 0, so ist A indefinit auf R”.
(v) Wenn gilt det M < 0, det My > 0, det M3 > 0, so ist A indefinit auf R".

Hinreichende Bedingung fiir strenge lokale Extrema: Wenn f und g zweifach stetig
differenzierbar sind, z9 € M und (A1,...,Ap) € R™ (3.27) und (3.28) erfiillen und wenn

Vi={veR": ¢ (zg)v=0}und A := Hy(zg) — Z)\ngj(xo)
j=1

ist, so gilt:

(i) Wenn A positiv (bzw. negativ) definit auf V' ist, so ist zg ein strenges lokales Minimum
(bzw. Maximum) von f unter der Nebenbedingung (3.26).

(ii) Wenn A indefinit auf V' ist, so ist z¢ kein lokales Extremum von f unter der Nebenbe-
dingung (3.26).

Der Fall m = 0, n = 2: (i) Wenn f stetig differenzierbar ist und zp € M ein lokales
Extremum von f ist, so gilt

O f(wo) = 02 f(w0) = 0. (3.29)
(ii) Wenn f zweifach stetig differenzierbar ist und wenn z¢ € M

0% f (20)05 f (x0) < (8182 (w0))*

erfiillt, so ist xg kein lokales Extremum von f.
(iii) Wenn f zweifach stetig differenzierbar ist und wenn zo € M (3.29) und

2 f(20)03 f(x0) > (810af (20))*, 02 f(x0) < O

erfiillt, so ist xg ein strenges lokales Maximum von f.
(iv) Wenn f zweifach stetig differenzierbar ist und wenn xg € M (3.29) und

O f(20)02 f(x0) > (810af (20))*, D f(x0) > 0

erfiillt, so ist xg ein strenges lokales Minimum von f.

4 Mehrdimensionale Integralrechnung

In diesem Kapitel ist, mit Ausnahme der Unterkapitel 4.7 bis 4.10 ist || - || eine beliebige Norm
in R™, und alle Begriffe und Aussagen, die mit Hilfe der Norm || - || formuliert werden, héngen
nicht von der Wahl von || -|| ab. In den Unterkapiteln 4.7 bis 4.10 arbeiten wir ausschlieflich mit
der Euklidischen Norm.

4.1 Integrierbarkeit und Integral

Quader, Zerlegungen, Zwischenwertevektoren, Riemannsche Summen, Integrierbar-
keit und Integral: (i) Fiir j = 1,...,n seien reelle Zahlen a; < b; gegeben. Dann heifit die
Menge

Q={z=(z1,...,2p) €R": q; <z; <bjfiralle j=1,...,n}
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(beschréinkter, abgeschlossener, achsenparalleler, n-dimensionaler ) Quader, und
mes @ :=(by —ay) ... (bp —ay)

heifit (n-dimensionales ) Mafl oder Volumen von Q.

(ii) Es seien Qq,...,Qm C Q Quader mit

m
Q=Ja.
j=1
und fiir alle j # k gelte entweder Q; N Qr = () oder mes Q; N Q) = 0. Dann heifit die Menge
Z ={Q1,...,Qmn} Zerlegung von Q. Das Maximum aller Seitenléngen aller Quader in Z heif}t
Feinheit von Z.
(ili) Fiir j = 1,...,m seien Vektoren &; € Q; gegeben. Dann heifit der Vektor

5: (517"' 7§m) € (Rn)m

Zwischenwertevektor zu der Zerlegung Z.

(iv) Eine Funktion f : @ — R heif}t integrierbar, wenn ein Z € R existiert, so daf folgendes
gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein 6 > 0, so daf} fiir alle Zerlegungen Z von @, deren Feinheit
kleiner als ¢ ist, sowie fiir alle Zwischenwertevektoren £ zu Z gilt

Z (&) mes Q; —I| < e.

Die Zahl Z (die dann durch die obige Bedingung eindeutig bestimmt ist) heifit Integral von f
iiber ), und man schreibt

/th”, )dar . . mm_/f

Die Summe Y ;" | f(&;) mes Q; heiBit Riemannsche Summe der Funktion f zur Zerlegung Z und
zu dem Zwischenwertevektor &.

(v) Es sei M eine beschriinkte Teilmenge in R™. Eine Funktion f : M — R heifit integrierbar,
wenn ein Quader Q in R™ mit M C Q existiert, so daf die Nullfortsetzung f : Q — R von f auf
Q, d.h.

:on | flx) fur ze M,
fm”_{ 0 fir z€Q\M,

Aﬂ@m:éﬂ@m

heifit dann Integral von f iiber M (und ist, ebenso wie die Integrierbarkeitseigenschaft von f,
nicht von der Wahl von @) abhingig).

integrierbar ist. Die Zahl
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4.2 Integrierbarkeits-Kriterien

Nullmengen: Eine Menge M C R"™ heifit Nullmenge in R" (oder Menge mit n-dimensionalem
Mafl Null), wenn fiir alle ¢ > 0 eine Folge von Quadern @1, @2, ... in R" existiert mit

M C GQJ und imes Qj <e.
n=1

j=1

Beispiele: (i) Eine abzéhlbare Vereinigung von Nullmengen ist wieder eine Nullmenge. Insbe-
sondere ist jede abzéhlbare Menge eine Nullmenge.

(i) Wenn M C R” ein affiner Teilraum ist mit dim M < n, so ist M eine Menge mit n-
dimensionalem Mafl Null.

(iii) Es seien M C R"~! abgeschlossen und beschrinkt und f : M — R stetig. Dann ist der
Graph von f

{(z1,. . xp_1, f(x1,. .. ;2n1)) ER™ ¢ (21,...,2p-1) € X}

eine Nullmenge in R".

(vi) Wenn M C R” einen inneren Punkt enthélt, so ist M keine Nullmenge.

Mef3bare Mengen und Maf3: Essei M eine beschrinkte Teilmenge des R”, dann sind folgende
Bedingungen &quivalent:

(i) OM ist eine Nullmenge in R"™.

(ii) Die konstante Funktion x € M — 1 € R ist integrierbar.
Wenn (i) und (ii) erfiillt sind, so nennt man A mefbar (in R™), man definiert

mesM ::/ dzx
M

und nennt diese Zahl MaB (oder n-dimensionales Volumen) von X, und es gilt

[e.e] [e.e]
mesM = inf Zmest : @ C R" Quader, M C U Qj, mes@Q; NQy =0 fiir alle j # k
=1 j=1

= sup Zmest : Qj € M Quader, mesQ; N Q=0 fiir alle j # &
j=1

Beispiele: (i) Essein =1 und M = [0,1] N Q. Dann ist M = [0, 1], also keine Nullmenge in
R, also ist M nicht mefibar.
(ii) Es sei M eine beschrinkte Teilmenge des R™ mit folgender Eigenschaft: Es existieren

Quader Q1,...Qm C R” mit

m
oM C | JQ;
j=1
so dass fiir jedes j € {1,...,m} ein k € {1,...,n} existiert so dss die Mengen M N Q; Graphen
von stetigen Abbildungen (z1,...,Z5_1,Zks1,s---+%n) — @k(T1, .., Th—1,Tha1,---,Tn) € R

sind. Dann ist M mef3bar.

Satz von Lebesgue: Es sei M C R™ meflbar, dann gilt: Eine Funktion f : M — R ist
integrierbar genau dann, wenn f beschrédnkt ist und wenn die Menge ihrer Unstetigkeitspunkte
{r € M : f ist in x unstetig} eine Nullmenge ist.
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4.3 Rechenregeln
Linearitét bzgl. des Integranden: Es seien M eine beschrinkte Teilmenge des R™, A\, u € R,

und die Funktionen f,g : M — R seien integrierbar. Dann ist auch die Funktion Af + ug
integrierbar, und es gilt

/M (Mf(z) + pg(z)) do = X /M f(z)dx + p /M g(z)dz.

Additivitdt bzgl. des Integrationsgebiets: Es seien M, N C R" zwei meBbare Mengen.
Dann sind auch die Mengen M U N und M N N mefibar. Wenn ferner f: M UN — R eine inte-
grierbare Funktion ist, so sind auch ihre Einschréinkungen f|ys, f|x und f|M N N integrierbar,

und es gilt
| t@ae= [ g@aes [ = [ g

Integration von Ungleichungen: Es sei M C R" beschrinkt. Wenn zwei Funktionen f, g :
M — R integrierbar sind und wenn fiir alle x € M gilt f(z) < g(x), so gilt auch

/Mf(:v)dx < /N g(x)da.

Integralabschitzungen: Wenn M C R™ mefbar ist und wenn f : M — R integrierbar ist, so
gilt
inf{f(z) :x € M} mes M < / f(z)dr < sup{f(x):x € M} mes M.
M

Ferner ist dann auch die Funktion |f| integrierbar, und es gilt

'/M F)dz| < /M \()|da.

4.4 Mehrfachintegrale und der Satz von Fubini

Satz von Fubini: Es seien M C R x R" eine beschrinkte Menge und f : M — R eine
integrierbare Funktion. Ferner sei

X = {z € R™ : Es existiert ein y € R" mit (z,y) € M.},

und fiir alle € X sei die Funktion f(z,-) : Y, := {y € R" : (z,y) € M} integrierbar. Dann ist
auch die Funktion

reXw— [ flz,y)dy
Ya

Aﬁmwmwzﬁ(nﬂmwﬁm.
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Beispiel: Es seien a < b zwei reelle Zahlen, ¢, p_ : [a,b] — R zwei stetige Funktionen mit
o_(z) < gy () fir alle z € [a,b] und

G-t My = {(z,y) eR*:a<z<b, ¢ (2) <y <pi(z)} >R

zwei stetige Funktionen mit ¢_(z,y) < ¥y (x,y) fir alle (z,y) € My. Dann ist jede stetige
Funktion

fiM={(z,y,2) ER*:a<a<b o_(2) <y<oi(r), v_(z,9) <2 <Yip(z,y)} =R

integrierbar (insbesondere ist M meBbar), und es gilt

b e (z) Yy (z,y)
/f(a:,y,z)dxdydz:/ / / flx,y,z)dz | dy | dx.
M a p—(z) P (z,y)

Prinzip von Cavalieri: Es seien a < b zwei reelle Zahlen, und fiir jedes x € [a, b] seien mefibare
Mengen Y, C R” gegeben so dass die Funktion

x € [a,b] — mes Y, € R

integrierbar ist. Dann ist auch die Menge M := {(z,y) € R""! : x € [a,b], y € Y.} mefBbar,
und es gilt

b
mes M :/ mes Y dx.
a

4.5 Transformationsformel
Satz: Es seien U eine offene Teilmenge des R™, M eine meBbare Teilmenge von U, g : U — R"

eine injektive, stetig differenzierbare Abbildung mit det ¢’(x) # 0 fiir alle z € U und f : g(U) —
R eine beschrinkte stetige Funktion. Dann ist auch die Menge g(M) mefbar, und es gilt

[ swa= [ sto@ldet gl
9(M) M

Beispiele: (i) Polarkoordinaten: Wenn f : R2 — R stetig ist, so gilt fiir alle R > 0

R 2
/ flz,y)dxdy = / T ( f(rcosp,rsin go)dgp) dr.
z24+y2<R2 0 0

Insbesondere, wenn f invariant ist bzgl. Drehungen um den Nullpunkt, d.h. wenn fiir alle (z,y) €
R? und alle orthogonalen 2 x 2-Matrizen @ gilt f(Q(z,y)) = f(z,y), d.h. wenn eine stetige
Funktion ¢ : [0,00) — R existiert mit

fy) =6 (Vo> +47),
so gilt

R
/ fa.dedy =2 [ o)
z24+y2<R? 0
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(ii) Kugelkoordinaten: Wenn f : R? — R stetig ist, so gilt fiir alle R > 0

/ f(z,y, z)dzdydz
22 4y?+22<R?
R ™ 27
= / r? (/ sin 1) ( f(rcos psiny, rsin@sin i, r cos ¢)dg0> d¢> dr.
0 0 0

Insbesondere, wenn f invariant ist bzgl. Drehungen um den Nullpunkt, d.h. wenn fiir alle
(z,1,z) € R? und alle orthogonalen 3 x 3-Matrizen Q gilt f(Q(z,y,2)) = f(z,y,2), d.h. wenn
eine stetige Funktion ¢ : [0,00) — R existiert mit

tﬂ%y&):¢(vx2+y2+2ﬂ7
so gilt

R
/ flx,y, z)dxdydz = 477/ r2¢(r)dr.
22442422 <R? 0

(iii) Zylinderkoordinaten: Wenn f : R? — R stetig ist, so gilt fiir alle R > 0

R 2w H
/ flx,y, z)dxdydz = / r </ </ f(rcosp,rsinp, z)dz> dap) dr.
22 +y2<R?, 0<z<H 0 0 0

Insbesondere, wenn f invariant ist bzgl. Drehungen um die z-Achse, d.h. wenn fiir alle (z,y, z) €
R? und alle orthogonalen 2 x 2-Matrizen Q gilt f(Q(z,y),2) = f(z,y, z), d.h. wenn eine stetige
Funktion ¢ : [0,00) — R existiert mit

fay,2) = (Va2 +i22),

R H
flx,y, z)dxdydz = 277/ T </ o(r, z)dz> dr.
0 0

Guldinsche Regel: Essei M C R? eine meBbare Menge, und es gelte = > 0 fiir alle (z,2) € M.
Dann ist auch die entsprechende Rotationsmenge (Rotation um die z-Achse)

so gilt

/12+y2§R2, 0<z<H

X :={(rcosp,rsing,z) e R®: (r,2) € M, 0 < ¢ < 27}

mefbar, und es gilt

mesX = 271/ zdrdz.
M

4.6 Uneigentliche mehrdimensionale Integrale

Ausschopfende Folgen: Es sei M C R”. Eine Folge Ny C Ny C ... € M von meBbaren
Mengen N; heifit ausschépfende Folge fiir M, wenn fiir jedes r > 0 gilt

oo
M=JN;.
j=1
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Uneigentliche Integrierbarkeit: Es seien M C R” eine (mdoglicherweise unbeschrinkte)
Menge und f : M — R eine (moglicherweise unbeschrinkte) stetige Funktion. Wenn fiir jede
ausschopfende Folge N1 C No C ... C M fiir M der Grenzwert lim;_, fNj f(x)dx existiert, so
nennt man f uneigentlich integrierbar auf M. Der Grenzwert héngt dann nicht von der Wahl
der ausschopfenden Folge ab, deshalb kann man das Integral von f iiber M definieren als

/ f(z)dx := lim f(z)dz.
M

j*)OO Nj

Eine hinreichende Bedingung fiir uneigentliche Integrierbarkeit: Es seien M C R"
und f : X — R stetig und f(z) > 0 fiir alle z € M, und es existiere eine eine ausschépfende
Folge Ny C Ny C ... C M fiir M und ein ¢ > 0 mit

/ |f(x)|dx < e fiir alle 7 € N.
N.

i
Dann ist f uneigentlich integrierbar auf M.
Beispiele: (i) Esseien M = {z € R®: 2 +23+2% > 1} und f(z) = (2] + 23 + 23) ~*2 Dann

ist f uneigentlich integrierbar auf M genau dann, wenn « > 3: Wir nehmen als ausschopfende
Folge N; = {zx € R3: 1 < 2% + 23 + 23 < j}, dann konvergiert

3—a
J m -1
/ f(x)dx = 277/ r2°‘dr/ sinydy = 47T3_7a fiir o # 3,
i ! 0 Inj sonst
flir j — oo genau dann, wenn « > 3, und dann ist
- 47
/ (:c%%—:c%%—x%) /2 _ ]
o2 4z2+a2>1 a—3

(ii) Es seien M = {z € R? : 2} + 23 + 2} <1} und f(z) = (2% + 23 —i—:r:%)_a/Z. Dann ist f
uneigentlich integrierbar auf M genau dann, wenn « < 3: Wir nehmen als ausschépfende Folge
Nj={zeR3: 0<a}+a23+23<1-1/j}, dann konvergiert

1 ™ 4 1—1/3 i 3
/ f(x)dx = 27?/ TZ_O‘dr/ sin di) = T3, r o # 3,
N;j 1/3 0 —1Inj sonst
fiir j — oo genau dann, wenn « < 3, und dann ist
—a/2 dr
/ (23 + 25 + 23) /2 _ .
J:%—i—x%-l—a:ggl 3-a

4.7 Kurvenintegrale. Gradientenfelder und ihre Potentiale

In diesem und in den néchsten Unterkapiteln ist (-, -) : R” x R™ — R das Euklidische Skalarpro-
dukt, und || - || : R® — [0, oo] ist die Euklidische Norm, d.h. ||z||?> = (z,z) fiir alle z € R™.
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Kurven: Eine Menge K C R™ heifit (kompakte, stetige) Kurve (ohne Selbstschneidung), wenn
eine stetige Abbildung 7 : [a,b] — R™ existieren so dass gilt:

() K = {3(s) : 5 € [a,b]}

(i) Fiir alle a < s # ¢t < b mit y(s) = ~(t) gilt s,t € {a,b}.
Die Abbildung 7 heift dann Parametrisierung der Kurve . Wenn ~y(a) = 7(b) gilt fiir eine (und
dann fiir jede) Parametrisierung v von K, so heifit K geschlossen.

Stiickweise glatte Kurven: Es sei K eine Kurve, fiir die eine Parametrisierung v : [a,b] — K
und eine Zerlegung a < sg < s1,... < Sy, < b des Intervals [a,b] und Konstanten ¢y > c— > 0
existieren so dass gilt

~y ist differenzierbar in [a,b] \ {so,s1,...,Sm} (4.1)
und
cr > |17 (s)]| > c fiir alle s € [a,b] \ {s0,51,---,8m}- (4.2)

Dann heifit I stiickweise glatte Kurve, und « heifit stiickweise glatte Parametrisierung von /.
Die Ableitung +/ ist in [a,b] \ {s0, $1,---,Sm} stetig und beschriinkt, also kann man sie so auf
[a,b] fortsetzen, dass ihre Komponentenfunktionen integrierbar sind. Das wird in (4.3), (4.4)
und (4.5) benutzt, dort ist 4" eine solche Fortsetzung.

Lange von Kurven: Eine Kurve K heifit rektifizierbar, wenn fiir eine (und dann fiir jede)
Parametrisierung v von K gilt

m
Li:=sup{ > v(t;) —y(tjim1)ll s a=to<t1 <...<tpm=bp < oo. (4.3)
j=1

Die Zahl Lx hédngt dann nicht von der Parametrisierung + ab und heifit Linge der Kurve K.
Wenn K stiickweise glatt ist und + eine Parametrisierung von K mit (4.1) und (4.2), so gilt

b
LKz/HMth

(Nichtorientiertes) Kurvenintegral von Funktionen: Es seien K C R" eine stiickweise
glatte Kurve, v : [a,b] — R" eine Parametrisierung von I mit (4.1) und (4.2) und f : K — R
eine stetige Funktion. Dann heif3t

b
/ﬁhz/fMWW@Ms (4.4)
K a

Integral von f iiber K (und ist nur von f und K, nicht aber von ~ abhéingig). Ferner gilt: Fiir
alle £ > 0 existiert ein § > 0, so daf} fiir alle Zerlegungen a =ty < t; < ... < t; = b von |[a, 1],
deren Feinheit kleiner als ¢ ist, sowie fiir alle Zwischenwerte &; € [t;_1, ;] gilt

l

Zf(fj)Lfy([tjl,tm—/dev <e.

J=1

Dabei ist L(,_,,,)) die Linge des Kurvenstiicks v([tj_1,;]).
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Interpretation: Wenn K C R? einen diinnen Draht im Raum beschreibt und f : K — [0, 00)
die Massedichte des Drahtes (Masse pro Lénge), so ist f,c fd~ die Gesamtmasse des Drahtes,

und
(fic fndy, Jic fredy, [ic frsdy)

3
Jic fdv <K

ist der Schwerpunkt des Drahtes.

Orientierte Kurven: Zwei Parametrisierungen 7; und 5 einer Kurve IC heiflen gleichorientiert,
Wenn 71 07y, ! monoton wachsend ist. Das ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Parame-
trisierungen von K, und es existieren genau zwei verschiedene Aquivalenzklassen. Die Kurve K
gemeinsam mit einer der beiden Aquivalenzklassen heit orientierte Kurve oder Kurve mit vor-
gegebener Durchlaufrichtung. Die Parametrisierungen aus dieser ausgewéhlten Aquivalenzklasse
heiflen positiv orientiert. Wenn K nicht geschlossen ist und wenn + : [a,b] — R™ eine positiv
orientierte Parametrisierung von K ist, so heiflen die Punkte v(a) bzw. (b) Anfangs- bzw. End-
punkt von K (und sie hdngen nicht von der Wahl von v ab). Wenn K stiickweise glatt ist und
71 und 72 zwei Parametrisierungen von X sind mit (4.1) und (4.2), so sind sie gleich orientiert
genau dann, wenn

(v1 (), (t)) > 0 fiir alle ¢ € [a,b] \ {s0,51,---,5m}

(Orientiertes) Kurvenintegral von Vektorfeldern: Es seien K C R” eine stiickweise glatte
orientierte Kurve, v : [a,b] — K eine positiv orientierte Parametrisierung von K mit (4.1) und
(4.2) und v : K — R™ ein stetiges Vektorfeld. Dann heifit

b
/,< vdy = / (0(y(8)), 7' (5))ds (4.5)

Integral von v iiber K und ist nur von v und K, nicht aber von « abhéngig. Ferner gilt: Fiir alle
e > 0 existiert ein 6 > 0, so daB fiir alle Zerlegungen a =ty < t; < ... < t; = b von [a, ], deren
Feinheit kleiner als § ist, sowie fiir alle Zwischenwerte &; € [t;_1,t;] gilt

l

S (w(E),(ty) = tj-1)) - / vedo| <c.

j=1 k

Anstelle von fK v - dvy schreibt man auch
/ (v,d~y) oder / vidzy + ... + vpda,. (4.6)
K K
Wenn K geschlossen ist, so nennt man f,c v - dy Zirkulation von v entlang K.

Einheitstangentenfeld: Es seien K C R" eine orientierte stiickweise glatte Kurve und = :
[a,b] — K eine positiv orientierte Parametrisierung mit (4.1) und (4.2). Dann heifit die Abbildung
7: K\ {7(s0),7(s1),---,7(sm)} — R", die (unabhiéngig von der Wahl von ) definiert ist durch

o e 7@
@)=
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positiv orientiertes Einheitstangentenfeld an I, und es gilt fiir jedes stetige Vektorfeld v : K —

Rn
/v-d’y :/<U,T>d’y.
K K

Dabei ist das rechte Integral das (nichtorientierte) Kurvenintegral von der Funktion z € K
(v(z),7(z)) € R.

Interpretation: (i) Wenn v : K — R3 ein Kraftfeld ist, so ist fK v-dry die Arbeit, die notwendig
ist, um eine Punktmasse vom Anfangs- zum Endpunkt von K unter dem Einflul von v zu
bewegen.

(i) Wenn v : K — R? ein Geschwindigkeitsfeld einer Strémung ist, so ist der Quotient von
f V- dy und der Lénge von K die mittlere tangentiale (bzgl. K) Geschwindigkeit von v.

Bogenzusammenhingende Mengen: Eine Menge X C R"™ heif3t bogenzusammenhéngend,
wenn fiir alle z,y € X eine stetige Abbildung ~ : [0, 1] — X existiert mit v(0) = z und (1) = y.

Einfach zusammenhingende Mengen: Eine Menge X C R” heifit einfach zusammenhéngend,
wenn sie bogenzusammenhéngend ist und wenn fiir alle stetigen Abbildungen + : [0,1] — X mit
7(0) = ~(1) eine stetige Abbildung § : [0,1] x [0,1] — X existiert mit

5(0,t) = v(t) und (1, s) = §(1,¢) fiir alle s,t € [0,1].

Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Existenz eines Potentials: Es
seien M C R" offen und v : M — R” ein differenzierbares Vektorfeld auf X. Dann gilt:
(i) Wenn eine differenzierbare Abbildung ® : M — R existiert mit

V&(z) =v(z) fir alle x € M,

so heiffit v Gradientenfeld, und ® heifit Potential von v.
(ii) Das Vektorfeld v ist Gradientenfeld genau dann, wenn fiir alle orientierten geschlossenen

Kurven K C M gilt
/ v-dy=0.
K

(iii) Wenn v Gradientenfeld ist, so gilt
Opvj(x) = Ojui(x) fiir alle 1 < j # k <nund x € M. (4.7)

(iv) Wenn X einfach zusammenhéngend ist und wenn (4.7) gilt, so ist v ein Gradientenfeld,
und ein Potential von v kann folgendermaflen berechnet werden: Fixiere ein xy € X. Fiir gege-
benes z € X wihle eine orientierte Kurve I, C X, die eine positiv orientierte Parametrisierung
Yo [a,b] = Ky mit v;(a) = zo und ~,(b) = = besitzt. Dann ist

O(x) = / v-dy
ein Potential von v.

(v) Es v ein Gradientenfeld, ® ein Potential von v, und K C X sei eine orientierte Kurve.
Dann gilt fiir jede positiv orientierte Parametrisierung + : [a,b] — R™ von K

/K v+ dy = D(4(b)) — D((a).

45



Beispiele: (i) X C R ist genau dann bogenzusammenhéingend, wenn M ein Intervall ist.

(i) Die Menge {(z,y) € R?: 2y = 0,22 + y? > 0} ist nicht bogenzusammenhingend.

(iii) Die Menge R2\{(0, 0)} ist bogenzusammenhingend, aber nicht einfach zusammenhingend.
Die Menge R3\ {(0,0,0)} ist einfach zusammenhiingend.

(iv) Das Vektorfeld v : R?\ {(0,0)} — R?

(z,y) =
vy 22 +y? 22+ y?
erfiillt (4.7), ist aber kein Gradientenfeld.

Rotation von Vektorfeldern: Wenn M C R? offen ist und v : M — R3 ein differenzierbares
Vektorfeld auf M, so nennt man das Vektorfeld rotv : M — R3, das definiert ist durch

321)3(.%') — 83?}2 (1‘)
rotv(x) := | Osvi(x) — drvs(x) |, (4.8)
311)2(.%') — 82?}1 (1‘)

Rotation (oder flichenhafte Wirbeldichte oder Wirbelstirke) von v, und die Bedingung (4.7)
kann man dann schreiben als rot v = 0. Anstelle von rot v schreibt man auch V x wv.

Wirbelfreie Vektorfelder: Es seien M C R? eine offene Menge, v : M — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, und es gelte rot v(xz) = 0 fiir alle 2 € M. Dann heifit v wirbelfrei.
Insbesondere ist jedes Gradientenfeld wirbelfrei. Wenn M zusétzlich einfach zusammenhéngend
ist, so ist jedes wirbelfreie Vektorfeld ein Gradientenfeld, und seine Zirkulation entlang jeder
geschlossenen Kurve ist Null.

4.8 Flachenintegrale

Jordanscher Kurvensatz: Es sei X C R? eine geschlossene Kurve. Dann existieren zwei
offene, bogenzusammenhéngende Mengen G, G C R? mit folgenden Eigenschaften:

(i) GUGUK =R2

(i) GNG =0, 9G = G = K.

(iif) G ist beschrinkt, und G ist unbeschrinkt.

Flichenstiicke: Eine Menge F C R3 heifit (stetig differenzierbares) Flichenstiick (mit stiickweise
stetig differenzierbarem Rand), wenn offene Mengen G,U C R? mit G C U und eine stetig dif-
ferenzierbare Abbildung ® : U — R3 existieren mit folgenden Eigenschaften:

(i) F = o(G).

(i) Fiir alle x € G gilt rang ®'(x) = 2 (d.h. 91 P(z) x P () # 0).

(iii) Fiir alle ,y € G mit  # y und ®(x) = ®(y) gilt =,y € IG.

(iv) G ist beschriankt und bogenzusammenh#ngend, und OG ist eine geschlossene Kurve.
Die Abbildung ® heifit dann Parametrisierung von F, und die Menge G heifit Parameterbereich

der Parametrisierung ®.

(Geometrischer) Rand eines Flichenstiicks: Es sei F ein Flachenstiick. Ein Punkt y € F
heifit Randpunkt von F wenn folgendes gilt:

Irg > 0Vr € (0,79) : K,(y)\ F ist bogenzusammenhéngend.
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Dabei ist K, (y) := {z € R3: ||y — z|| < r} die offene Kugel (bzgl. der Euklidischen Norm) um y
mit dem Radius r. Die Menge aller Randpunkte von F heifit (geometrischer) Rand von F und

wird mit 0F bezeichnet, und es gilt
OF C ®(0G).

Bemerkung zur Terminologie: (i) Ein Flichenstiick F besitzt keine inneren Punkte (d.h.
keine Punkte y € F mit K, (y) C F fiir ein r > 0), folglich ist der topologische Rand von F (d.h.
die Menge aller y € R3 so dass Folgen y1,92,... € F und z1,29,... € R®\ F mit y; — y und
zj — y existieren) die Menge F selbst, also nicht sehr interessant. Deshalb ist, wenn vom Rand
eines Flichenstiicks F gesprochen wird oder wenn die Bezeichnung 0F benutzt wird, stets der
geometrische Rand gemeint.

(ii) Es seien F ein Flichenstiick und ® eine Parametrisierung von F mit dem Parameterbe-
reich G. Dann kann man G ebenfalls als Flichenstiick in R? (das zufillig in der z;, z9-Ebene
liegt) auffassen, und dessen geometrischer Rand ist dann gleich dem topologischen Rand von G
(wenn man den topologischen Rand von G als Teilmenge der x1,z9-Ebene, nicht als Teilmen-
ge des R? nimmt). Deshalb kann bei der Benutzung der Bezeichnung OG keine Verwechslung
entstehen.

Tangentialebene, Normalenvektor und Gramsche Determinante: Es seien F ein Fla-
chenstiick und ® eine Parametrisierung von F mit dem Parameterbereich G. Dann ist ®(G) eine
zweidimensionale Untermannigfaltigkeit in R, und die Vektoren 9;®(x) und do®(x) bilden eine
Basis in der Tangentialebene an ®(G) im Punkt ®(x). Folglich ist der Vektor 0, ®(x) x 02P(x)
orthogonal zu diesem Tangentialraum (ein sogenannter Normalenvektor zu ®(G) in ®(z)), und
es gilt

101 () x D2 ()| = det [(9;®(x), h®(@))]5 ,_y = ga (). (4.9)

Die Determinante in (4.9) heifft Gramsche Determinante der Parametrisierung ® im Punkt x
und ist gleich dem Quadrat der Fliche des Parallelogramms, das durch die Vektoren 0 ®(z) und
02® () aufgespannt wird.

Beispiele: (i) Graphen: Es seien G C R? beschriinkt und bogenzusammenhiingend, 0G sei
eine geschlossene Kurve, U C R? sei offen mit G C U, und ¢ : U — R sei stetig differenzierbar.
Dann ist der Graph F := {(x1, 29, ¢(21,22)) € R® : (x1,72) € G} von ¢ ein Flichenstiick,

D (1, 22) = (21,22, (21, 72)) (4.10)
ist eine Parametrisierung von F mit dem Parameterbereich G, mit 0F = ®(0G) und mit
go(x1,m0) =1+ 31¢(x1,x2)2 + 82¢(x1,x2)2.
(ii) Sphire: Es seien U = R?, G = (0,27) x (0,7),
D(p,1) = (Rcos psin, Rsin psini, Rcosy) mit R > 0

und F = {(z,y,2) € R?: 2% +y? + 22 = R?}. Dann ist F ein Flichenstiick mit der Parametri-
sierung ®, mit OF = () und mit
go(p.¥) = Rsin 4.
(iii) Kegelmantel: Es seien U = R% G = (0,27) x (0,1),

D(p,z) = ((1 —2z)cosp, (1 —z)sinp, 2)
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und F = {(z,y,2) € R®: 22 +y? = (1 — 2)%,0 < 2z < 1}. Dann ist F ein Flichenstiick mit der
Parametrisierung ®, mit 0F = {(x,y,0) € R®: 22 + y? = 1} und mit

ga(p,2) = V2z.
(iv) Zylindermantel: Es seien U = R?, G = (0, 27) x (0, 1),
®(p,2z) = (Rcosp, Rsing, z) mit R > 0
und F = {(z,y,2) € R®: 22 +9? = R2,0 < 2z < 1}. Dann ist F ein Flichenstiick mit der
Parametrisierung ®, mit OF = {(z,y,2) € R®: 22 +y? = R? 2z = +1} und
go(p,2) = R.
(v) Torus: Es seien U = R?, G = (0,27) x (0,27),
D(p,1) = ((R+1costp) cos g, (R+rcos)sing, rsinyg) mit R >r >0

und F = ®(G). Dann ist F ein Flichenstiick mit der Parametrisierung ® mit 0F = () und mit

9o (@, 1) = r*(R +rcos ).

(Nichtorientiertes) Flichenintegral von Funktionen: Es seien F C R” ein Flichenstiick,
® eine Parametrisierung von F mit dem Parameterbereich G und f : F — R eine stetige
Funktion. Dann heifit

/ fdF = / F@())]|01 @ (x) x 9o ()| da = / F(®(2)) /g0 (@) de
F G G

Integral von f iiber F (und ist nur von f und F, nicht aber von ® abhingig). Die Zahl

mesF ::/FdF:/GHalfb(x)xagq)(m)de:/G\/gq>(x)dx

heifit Flacheninhalt von F. Leider gibt es fiir den Flidcheninhalt eines Fliachenstiicks keine einfa-
che Definition, die vergleichbar wire mit der Definition (4.3) der Lénge einer Kurve als Supre-
mum der Lingen aller eingeschriebenen Polygonenziige.

Interpretation: Wenn F C R? eine diinne Schale im Raum beschreibt und f : K — [0, 00) die
Massedichte der Schale (Masse pro Fliche), so ist [ 7 fdF die Gesamtmasse der Schale.

Beispiel: Es sei G = (a,b) x (¢,d) ein Rechteck. Dann ist
[ 101(e.0) x 520, oy
G

0P (a—l—jb_a,c—l—kd_c> X 0o ® (a—kjb_a,c—l—kd_c)H.
m m m

m

_ m Z (b—a)(d—rc)

m—o0 m2
Ji.k=1

m

Die Summanden in der rechten Seite sind die Flichen der Parallelogramme, die durch die Vek-
toren

b— b— d— d— b— d—
¢o.® (a—i—j ¢ etk c) und £=C5,8 <a+j ¢ etk c)
m m m m m m
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aufgespannt sind.

Orientierbare und orientierte Flichenstiicke: Zwei Parametrisierungen ® und ¥ eines
Fléchenstiicks F mit Paremeterbereichen G und H heiflen gleichorientiert, wenn gilt

(01 () x 0@ (2),01¥(y) x 2¥(y)) > 0 fiir alle x € G,y € H mit ®(x) = ¥(y).

Das ist eine Aquivalenzrelation in der Menge aller Parametrisierungen von F, und es existie-
ren mindestens zwei verschiedene Aquivalenzklassen. F heifit orientierbar, wenn genau zwei
verschiedene Aquivalenzklassen existieren. Wenn F orientierbar ist, so heifit F gemeinsam mit
einer der beiden Aquivalenzklassen orientiertes Flichenstiick oder Flichenstiick mit vorgege-
bener Drehrichtung. Die Parametrisierungen aus dieser ausgewiihlten Aquivalenzklasse heifien
positiv orientiert.

(Orientiertes) Flichenintegral von Vektorfeldern: Es seien F ein orientiertes Flidchen-
stiick, ® eine positiv orientierte Parametrisierung von F mit dem Parameterbereich G und
v: F — R3 ein stetiges Vektorfeld. Dann heiBt

vi(®(2))  va(®(x)) va(P(x))
/ v-dF = / (v(®(x)),01P(x) X O2P(x))dx = / det | 01®1(z) O1P2(x) W P3(x) | dx
F G G 82‘131 1‘) 82(132(.%') ({92(1)3(.%')

o~ o~

Integral von v iiber F (oder Flufl von v durch F), und diese Zahl ist nur von v und F, nicht
aber von ® abhingig.

Einheitsnormalenfelder: Es sei F ein Flidchenstiick, dann gilt:

(i) F ist orientierbar genau dann, wenn eine stetige Abbildung n : F — R? existiert so dass
fiir alle y € F gilt ||n(y)|| = 1 und (n(y),u) = 0 fiir alle Tangentialvektoren v an F in y. Die
Abbildung n heifit dann Einheitsnormalenfeld auf F, und es gilt fiir jede Parametrisierung ®

von F
NP (z) X r®(x)

(@) = 5 @) < B @] (4.11)
In Fall (4.10) gilt
1 —gl¢(33)
n(®(e)) =+ V1+016(x)? 4 0r¢(x)? - 2{25(33)

(ii) Wenn F orientiert ist, so heifit das Einheitsnormalenfeld auf F, das durch (4.11) mit
dem Vorzeichen Plus und beliebiger positiv orientierter Parametrisierung ® definiert ist, positiv
orientiert.

(iii) Wenn n das positiv orientierte Einheitsnormalenfeld auf F ist, so gilt

/fv dF = /f(v,n)dF.

Dabei ist das rechte Integral das (nichtorientierte) Fléchenintegral von der Funktion y € F —
{v(y),n(y)) € R.

Beispiele: (i) Graphen, Sphéren, Kegel- und Zylinderméntel und Tori sind orientierbar.
(ii) M&biussches Band: Es seien U = R?, G = (0,7) x (—1,1),

D(p,s) = ((1 — ssinp) cos 2¢p, (1 — ssin ) sin 2¢, s cos )
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und F = ®(G). Dann ist F ein Flichenstiick mit der Parametrisierung ®, und
OF = {((1 —sin¢p)cos2¢, (1 —sinp)sin2p,cos ) : 0 < ¢ < 27}

Das Flachenstiick F ist nicht orientierbar weil

0 0
0,8(0,0) = 9,®(r,0) = | 1 |, 8,8(0,0) = —0,®(x,0) = | 0 |,
0 1
also
1
lim 0, ®(,0) X 0sP(p,0) = | 0 | = —1lim I, P(p,0) x 0sP(,0).
»l0 0 Pt

Interpretation: Wenn der Vektor v(z) € R? die Geschwindigkeit einer inkompressiblen
Fliissigkeit am Ort z € R? beschreibt, so ist | £ - dF das Volumen, das in einer Zeiteinheit
durch das orientierte Fliachenstiick F in die Richtung des positiv orientierten Einheitsnormalen-
feldes fliefit, der sogenannte Durchsatz von v durch F in die Richtung des positiv orientierten
Einheitsnormalenfeldes. Insbesondere, weil auf dem Mobiusschen Band kein stetiges Einheits-
normalenfeld existiert, so existiert fiir das Mobiussche Band kein sinnvoller Durchsatz-Begriff.

4.9 Satz von Stokes

Induzierte Orientierung: Es sei F C R? ein orientiertes Flichenstiick, und 0F bestehe aus
endlich vielen disjunkten geschlossenen C!'-Kurven Ky, ..., K,,, d.h.

OF =K1U...UKy, K;NKy =0 fir j # k. (4.12)

Dann ist die sogenannte induzierte Orientierung von K; folgendermaflen definiert: Wéhle eine
(beliebige) positiv orientierte Parametrisierung ® mit Parameterbereich G von F und einen
(beliebigen) Punkt y = ®(x) € K; (dann gilt x € 9G) so dass K; in y differenzierbar ist. Wahle
eine stetig differenzierbare Abbildung & : [0,1] — R? mit §(0) = y so dass d(s) € G fiir alle
s € (0,1] und dass ®'(x)d’(0) nicht tangential zu K; ist. Definiere 7(y) als den Tangentialvektor
an IC; in y mit der Lange Eins, fiir den gilt, dass die drei Vektoren 0;®(x) x 02®(x), 7(P(z))
und ®'(2)d'(0) ein positiv orientiertes Dreibein bilden. Mit anderen Worten: Wenn man von
"oben” (d.h. in Richtung von —0y ®(z) x do®(x)) auf F schaut und sich in der Durchlaufrichtung
von KC; bewegt, so soll F links liegen. Das so (von der Wahl von ¢ unabhéngig) definierte
Einheitstangentenfeld 7 an K; definiert nun die induzierte Durchlaufrichtung von ;.

Satz von Stokes: Es seien M C R? eine offene Menge, F C R? ein orientiertes Flichenstiick
mit (4.12) und v : M — R? ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

rotv-dF = /v-dfy::/ v - dry.

Dabei sind auf der rechten Seite die orientierten Kurvenintegrale bzgl. der induzierten Orientie-
rungen der geschlossenen Kurven KC; zu verstehen.
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Koordinatenunabhiingige Definition und Interpretation der Rotation: Es seien M C
R3 eine offene Menge, v : M — R3 ein stetig differenzierbares Geschwindigkeitsfeld, zo € M
und n € R3 sei ein Einheitsvektor, d.h. ||n|| = 1. Ferner sei 7, C M eine ebene Kreisscheibe mit
Mittelpunkt in x¢p und Radius » > 0, auf der n orthogonal ist, und F, sei durch n orientiert,
und der Rand 0F; sei mit der induzierten Orientierung versehen. Dann ist
1
vr(r) == - . v-dy

die mittlere tangentiale Geschwindigkeit von v bzgl. F.., also die Zirkulation von v bzgl. F,., divi-
diert durch die Lénge von F,.. Es sei z.B. v; > 0. Wir betrachten die gleichférmige Rotation um
die Achse n in Richtung der induzierten Orientierung von 9.F,., deren Geschwindigkeitsvektoren
in 0F, alle die Norm v, (r) besitzen. Die Winkelgeschwindigkeit dieser gleichférmigen Rotation
ist v-(r)/r, und es folgt

v-dy = lim

1
= tv-dF = = t .
r—0 7 r—0 271'7"2 /a_;:T r—0 271'7“2 /;—T rovv 2 <(1“O ?})(1'0), n(x0)>

Rotation des Kreuzproduktes zweier Vektorfelder: Wenn v, w : R? — R? zwei differen-
zierbare Vektorfelder sind, so gilt

3 3 3
rot (v X w) = Z (w;05v; — v;0jw;) + v Z Ojwj —w Z 0;v;. (4.13)

j=1 j=1 j=1
Dafiir schreibt man auch formal
V x (vxw) = (w,V)v— (v, Viw+ (V,w)v — (V,v)w.
Bei solchen formalen Schreibweisen ist aber Vorsicht geboten: Es gilt im allgemeinen
(v, V) # (V,v).
Deshalb entsteht ein wesentlicher Unterschied zur Grafimann-Identitét
ux (v xXw)= (u,w)v— (u,v)w.
die gilt, wenn u ein weiteres Vektorfeld ist.

Beispiel: Es sei w € R? (w # 0) die Winkelgeschwindigkeit einer gleichformigen Drehung des
Raumes R? um die durch w aufgespannte Achse. Dann ist die Geschwindigkeit am Ort y € R3
zeitlich konstant gleich w x y, und die Rotation dieses Geschwindigkeitsfeldes ist wegen (4.13)

rot (w x y) = 2w.

Es sei 7, C R? die Kreisscheibe mit Mittelpunkt im Nullpunkt und Radius » > 0, die orthogonal
zur Winkelgeschwindigkeit w ist. Sie sei orientiert durch den Einheitsnormalenvektor w/|w]|,
und der Rand OF, sei mit der induzierten Orientierung versehen. Dann ist die Zirkulation
des Geschwindigkeitsfeldes entlang des Kreises 0F,. und damit der Flul der Rotation dieses
Geschwindigkeitsfeldes durch die Kreisscheibe F,. gleich

/ (wxy)-dwz/ rot(wxy)-dF:2/ w - dF = 2||w||7r?.
OFr

FT' T
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Mit anderen Worten: In diesem Beispiel kann die Zirkulation |, oF. (w x y) - dy berechnet werden
ohne dass eine Parametrisierung von 0F, eingefiihrt werden muf.

Satz von Stokes fiir ebene Gebiete: Es seien X C R? eine offene Menge K C X eine
geschlossene Kurve, und G C X sei das von K C R? umschlossene beschrinkte ebene Gebiet
(nach dem Jordanschen Kurvensatz). Die Orientierung von K sei als Durchlaufrichtung gegen
den Uhrzeigersinn gewiihlt. Dann gilt fiir alle stetig differenzierbaren Vektorfelder v : X — R?

/ (61’02 — 62’01) dridzy = / v1dx1 + vodzs.
G K

Dabei ist das Integral auf der linken Seite ein zweidimensionales Integral im Sinne von Kapitel
3.1, und das Integral auf der rechten Seite ist ein Kurvenintegral (in der Schreibweise (4.6)).

4.10 Satz von Gaufl

Gebiete mit stiickweise glattem Rand: Es sei Q C R3 beschriinkt, offen und bogenzusam-
menhéngend, und es gelte

o0 = Fi, (4.14)
k=1

wobei Fi, ..., Fn, Flichenstiicke (im Sinne von Kapitel 3.6) sind mit
F; N Fi, € OF; NOFy, fiir j # k.
Jedes Flichenstiick Fj, sei orientiert durch ein Einheitsnormalenfeld ny, : F;, — R3, und es gelte
Vk=1,...,m 3, >0Ve € (0,e) Vo € F,: ©+eng(x) ¢ Q, x —eng(z) € Q. (4.15)

Dann heifit 2 (beschrinktes) Gebiet mit stiickweise glattem Rand, und ng(z) heifit duflere
Einheitsnormale an €2 in x € Fj. Die dufieren Einheitsnormalen sind iiberall im (topologischen)
Rand 012, evtl. mit AuBnahme der (geometrischen) Rénder 0Fj, definiert. Dieses Vektorfeld,
dass “fast iiberall” in 092 (mit Aufinahme von “Ecken und Kanten”) definiert ist, heifit dufieres
Einheitsnormalenfeld an 2. Die Bedingung (4.15) bedeutet, dass jede hinreichend kleine Kugel
um jeden Punkt z € 9 durch 09 in einen bogenzusammenhingenden “inneren” Teil (der
Teilmege von 2 ist) und einen bogenzusammenhéngenden “Gufieren” Teil (der Teilmege von
R3\ Q ist) zerschnitten wird.

Beispiele: (i) Polyeder, Zylinder, Kegel, Kugeln, Ellipsoide und Tori sind Gebiete mit stiickweise
glattem Rand.

(ii) Wenn man z.B. aus einer Kugel einen inneren Punkt (z.B. den Mittelpunkt) oder eine
Strecke (z.B. eine Achse durch den Mittelpunkt) entfernt, so ist die so entstandene Menge kein
Gebiet mit stiickweise glattem Rand, weil (4.14) nicht erfiillt ist.

(iii) Die “geschlitzte” Kugel

{(z,y,2) e R®: 2% 492 + 22 < 1}\ {(z,9,0) : = >0}

ist kein Gebiet mit stiickweise glattem Rand, weil (4.15) nicht erfiillt ist (entlang des Schlitzes
gibt es kein “auflen”).
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Satz von Gauf: Es seien  C R? ein Gebiet mit stiickweise glattem Rand mit (4.14), U C R?
offen mit Q@ C U und v : U — R sei ein stetig differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

m 3
/ divvde = Z/ v-dF =: v - dF mit dive := Zajvj, (4.16)
Q — R 0

j=1

und die Funktion div v heifit Divergenz der Quellendichte des Vektorfeldes v. Anstelle von div v
schreibt man auch V - v.

Koordinatenunabhiingige Definition und Interpretation der Divergenz: Es seien M C
R3 eine offene Menge, v : M — R3 ein stetig differenzierbares Vektorfeld, o € M fixiert,
K, C M die Kugel mit Mittelpunkt in zq und Radius » > 0, und n : 0K, — R? sei sei das
duflere Einheitsnormalenvektorfeld. Dann gilt

fK div vdz 3
divo(zg) = lim —* = lim (v,n)dF.
r—0  mesK, r—0 4713 Jog,

Zum Beispiel, wenn v das Geschwindigkeitsfeld einer Stomung ist, so ist divwv die Dichte (pro
Volumen) der Quelleistung (Volumen pro Zeit) von der Strémung.

Quellenfreie Vektorfelder: Es seien M C R? eine offene Menge, v : M — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, und es gelte divu(z) = 0 fiir alle x € M. Dann heifit v quellenfrei

oder solenoidal, und es gilt
/ (v,n)dF =0
[2}9]

fiir jedes Gebiet  mit stiickweise glattem Rand und Q C M.

Wirbelfreie Vektorfelder: Es seien M C R? eine offene Menge, v : M — R3 ein stetig
differenzierbares Vektorfeld, und es gelte rot v(z) = 0 fiir alle 2 € M. Dann heifit v wirbelfrei.
Insbesondere ist jedes Gradientenfeld wirbelfrei. Wenn M zusétzlich einfach zusammenhéngend
ist, so ist jedes wirbelfreie Vektorfeld ein Gradientenfeld, und seine Zirkulation entlang jeder
geschlossenen Kurve ist Null.

Spezialfille des Satzes von Gaufl: (i) Wenn v nur eine nicht verschwindende Komponente
hat, z.B. die j-te Komponente im Punkt x € Q sei f(z), alle anderen seien Null, dann folgt

Q o0

Dabei ist n; die j-te Komponente des &ufleres Einheitsnormalenfeld an 0f2. Das kann man auch
schreiben als

/ Vfdr = fndF, (4.18)
Q i9)
wenn man die Integrale tiber die Vektorfelder V f und fn in (4.18) als Vektoren versteht, deren

Komponenten die Zahlen in (4.17) sind. Wenn man ebenso komponentenweise das Integral iiber
die Vektorfelder rot v und v x n interpretiert und (4.17) anwendet, so folgt

/rotvdx:/ v X ndF.
Q 9
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(i) Wenn f das Produkt zweier Funktionen g,h : £ — R ist, so folgt die Formel der

partiellen Integration
/ 6jghdaz = —/ gajhd:v —|-/ ghnj dF.
Q Q o0N

(iii) Wenn v ein Gradientenfeld mit einem Potential ® ist, so folgt

/A@d:c: Vo-dF = [ (V®,n)dF.
Q o0 o0

Dabei ist die Funktion \
AD = divVd =) 7P

das Bild der Funktion ® nach Anwendung des sogenannten Laplace-Operators A, und

(Vd(z),n(z)) = lim ®(z +en(z)) — ()

e—0 IS

ist die Richtungsableitung von ® im Punkt z € JQ in Richtung der &ufleren Normalen n(x).
Anstelle von A® schreibt man auch V2®
(iv) Greensche Formeln: Wenn ¢ das Produkt zweier Funktionen g, h : Q@ — R ist, so folgt

/ (fAg + (Vf,Vg))da = / fOugdF
Q o0

und deshalb
/ (fAg — gAf) de = / (fOng — gnf) dF
Q o0

Produktregeln fiir den Nabla-Operator: Es seien f,g : R® — R differenzierbare skalare
Funktionen und u,v : R® — R3 differenzierbare Vektorfelder. Wenn man, wie in der Physik
iiblich, den Gradienten von f mit Vf (vgl. (3.14), die Rotation von u mit V x u (vgl. (4.8), die
Divergenz von u mit V- u (vgl. (4.16)) und das Euklidische Slalarprodukt von v und v mit u - v
bezeichnet, so ergeben sich u.a. folgende Produktregeln:

V(fg) = [Vg+gVi,

V-(fu) = Vf-ut f(V-u),

Vx(fu) = Vxu+f(Vxu)

V(u-v) = (V-uwo+(Vxv)ut+ux(Vxo)+ovx(Vxu),
Vi(uxv) = (Vxu)-v—(Vxv)-u

Um analog eine Formel fiir V X (u x v) aufzuschreiben, braucht man neben den Differentialope-
ratoren Gradient, Rotation und Divergenz weitere, z.B.

w-V i=u101 + ua0s + u30s3

(vgl. (4.13)).
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