Musterlosungen zur 2. Serie: Konvergenz von

Funktionen zweier Variabler

1. Aufgabe Uberpriifen Sie, ob fiir die folgenden Funktionen f : |0, 00[x]0, co[— R die

Grenzwerte

und /oder

und/oder

o f@y) (1)
lim limy f(z, y) (2)
lim lim f(z, y) (3)

existieren, und berechnen Sie diese gegebenenfalls:

a
b

C

(
(
(
(d

)
)
)
)

Losung fiir (a) Es gilt

f(z,y) = 2"
flz,y) = SL’SlIle
flzy) =2
fla,y) = 5 iny,
flz,y) = 5 sin -

_ sin(wy)
f<x7 y) - y )
flxy) = (2 +9°)",
flz,y) = L

23
fla.y) = — T
fla,y) = ix”y

limz¥ =0 fiir y > 0 und lim2z¥ =1 fiir x > 0.

z—0

y—0

Folglich existieren die Grenzwerte (2) bzw. (3) und sind gleich Null bzw. Eins, und der

Grenzwert (1) existiert nicht.

Loésung fiir (b) Es gilt

lin(l):psin 2Y = 0 gleichméBig bzgl. y, weil |sin2Y| < 1 fiir alle y.
x>



Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (3) und sind gleich Null. Aulerdem gilt

lim z sin 2Y = xsin 1 fur alle z.
y—0

Folglich existiert auch der Grenzwert (2) und ist gleich Null.
Loésung fiir (c) Es gilt
lim 2 27% = 0 gleichméfig bzgl. y > 0, weil [27Y] <1 fir alle y > 0.

z—0

Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (3) und sind gleich Null. Auflerdem gilt

limz 279 = x fiir alle z.
y—0

Folglich existiert auch der Grenzwert (2) und ist gleich Null.
Losung fiir (d) Es gilt

lim = © siny = 0 gleichméBig bzgl. y,
z—0 Yy

weil )
siny
Y
Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (3) und sind gleich Null. Aulerdem gilt

< 1 fiir alle y > 0. (4)

lim = = siny = x fiir alle z.
y—0 Yy

Folglich existiert auch der Grenzwert (2) und ist gleich Null.
Losung fiir (e) Es gilt

lim = Zsin? = 0 fiir alle y > 0,
z—0 Yy xT

also existiert der Grenzwert (3) und ist Null. Ferner gilt nach der Regel von I’'Hospital

...y . )
lim —sin = = lim cos = = 1,
y—0 Yy €T y—0 X

also existiert der Grenzwert (2) und ist Eins, und der Grenzwert (1) existiert nicht.
Losung fiir (f) Wegen (4) gilt % < z, also

lim sin(xy)

= 0 gleichméBig bzgl. y > 0,
z—0 Yy

Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (3) und sind gleich Null. AuBerdem gilt nach
der Regel von 1’'Hospital

lim sin(xy)

= lim x cos(zy) = z fiir alle z.
y—0 Yy y—0
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Folglich existiert auch der Grenzwert (2) und ist gleich Null.

Losung fiir (g) Wir benutzen den bekannten Grenzwert lim, o 2z In z = 0. Daraus folgt
1
ey In(e® +¢7)| < S|(@° + y*) In(a® + y*)| = 0 bei (z,y) = (0,0).

Also gilt
2 2
lim (z,y) = lim ™8™+ — 0 — 1
(2,y)=+(0,0) (z,y)—0

Die beiden iterierten Grenzwerte (2) und (3) existieren ebenfalls und sind gleich (1):

lim lim (:102 + yQ)my = lim lim (xz + yz)xy = 1.

z—0 y—0 y—0x—0

Losung fiir (h) Die beiden iterierten Grenzwerte (2) und (3) existieren und sind ver-

schieden:
2 2

limlim = ——— = 1 und limlim = ——— = 0.
a—0y—0 12 + 12 y—0z—0 g2 4 92
Folglich existiert der Grenzwert (1) nicht.
Loésung fiir (i) Es gilt

1’3

x? 492

2

= ||

< |z| = 0 fir x — 0 gleichméafig bzgl. y.

2+ y?
Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (3) und sind gleich Null. Ferner gilt

3

limlim = ——— =limx = 0.
z—0y—0 2 —+ y2 x—0

Losung fiir (j) Es gilt

1 1 1
lim — 2% = 0 gleichm#Big bzgl. = € [0,1/2], weil —2/¥ <
y—=0 Yy Yy y21/y

fir alle x € [0,1/2].
Folglich existieren die Grenzwerte (1) und (2) und sind gleich Null. Aulerdem gilt

1
lim = 2% = 0 fiir alle y > 0,
z—=0 Yy

also existiert der Grenzwert (3) und ist Null.

* Aufgabe Uberpriifen Sie, ob der Grenzwert

1
lim —1In <1 + 2 Im(1 + y))
y

(z,y)—(0,0) T

existiert und berechnen Sie ihn gegebenenfalls.
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Losung Nach der ’'Hospital-Regel gilt

1

1 In(1+y

lim—ln<1+zln(1+y)):lim 1 )
Y

1
= —In(1 .
20 =>01+2In(l+y) y n(l+y)

Also strebt < In (1 + %ln(l + y)) fiir z — 0 punktweise gegen éln(l + y). Diese Konver-
genz ist sogar gleichméflig weil nach der Taylor-Formel fiir alle z > 0 gilt

2

In(l+2)==z2— 5 fiir ein 6 € (0, 2), das von z abhéngt,

2(1+0)2

und folglich
2

s- S <hl+2) <z

also )
—In(1+y)— = (—ln(l +y)) <In (1 + Eln(l +y)) < Eln(l +vy),
)
also )
1 z (1 1 x 1
—ln1+y——(—ln1+y> §—ln(1+—ln1+y)§—ln1+y,
St -3 () < (14 5004y) < T4y
also
(1 Em 4y ) = T+ <2 11(1+)2<‘”
—In —In — —1In —(—-1In —.
x Y Y Y Y 2 \y Y -2
Wegeniln(1+y)—>1fﬁry—>0folgt also
. 1 x
lim —In <1 + —In(1+ y)) = 1.
(z,y)—(0,0) T Y



