Musterlosungen zur Serie 5: Hohere Ableitungen
und Taylor-Formel

1. Aufgabe Essei f:R?® — R definiert durch
f(z,y, z) := € sinycos z.

(i) Berechnen Sie das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0,0).

(ii) Es sei P, sei das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0,0). Geben
Sie ein (moglichst grofles) » > 0 an mit der Eigenschaft, dass

|f(z,y,2) — Py(z,y, 2)| <1077 fiir alle (z,y,2) € R® mit 2% + y* + 2* <% (1)
Losung fiir (i) Es gilt
O.f(x,y,2) =€ sinycosz, O,f(x,y,2) =e"cosycosz, 0,f(x,y,z) =—€e"sinysin z.

Daraus folgt

0 010
V£(0,0,00=| 1| und H;0,0,0)=|1 0 0
0 000

Folglich ist das Taylor-Polynom zweiten Grades von f im Punkt (0,0, 0) (die Variablen
des Taylor-Polynoms heiflen u, v und w)

£(0,0,0) 4+ (V£(0,0,0), (u,v,w)) + %(Hf(O, 0,0)(u, v, w), (u,v,w)) = v+ uv.

Losung fiir (ii) Es gilt nach der Taylor-Formel

1

f(.T,y,Z)—PQ(SL’,y,Z) = 5 ”/<¢95L’,9y,92)((1’,y72),(l’,y,Z),(l’,y,Z))

1 . .
= X 0oL (6, 6y. 62)r'y" s (2)
k=37

Ferner ist 0050 f (0, By, 0z) entweder gleich % sin(fy) cos(6z) oder gleich e’ cos(fy) cos(6z)
oder gleich €% sin(fy) sin(fz) oder gleich €% cos(fy) sin(6z), also

|8%6§82f(0:p,Qy,Hz)xjykzl| <erlfir0<f§<lund 2?2 +¢?+ 22 <r?<1.
Weil die Summe in (2) 10 Summanden enthélt, folgt
|f<x7y7 Z) - P2<x7 Y, Z)| < 106T3'

Eine hinreichende Bedingung an r fiir (1) ist also

r<iy 110—2.
e



2. Aufgabe Bestimmen Sie das Taylor-Polynom dritten Grades der Funktion f :

R? — R,

fla,y) = Va2 +y?
im Punkt (1,0).
Losung Es gilt

T Y
am xz, = T = a xz, = T
also
2 y? 2 x? Yy
L f(x.y) = ——=5ur O,/ (2, y) = 0.0, f(x,y) = —

(22 + y2)3/2" 7Y (22 + y2)3/2’ (22 + y2)3/2°

Daraus folgt
02f(1,0) = 070,f(1,0) = 9, f(1,0) =0, 0,0,f(1,0)=—1.

Also ist das Taylor-Polynom dritten Grades von f im Punkt (1,0) (die Variablen des
Taylor-Polynoms heiflen v und v)

f(1,0) + 8, f(1,0)u+ 9, f(1,0)v + % (82f(1,0)u® + 92 f(1,0)0%) + 9,0, f (1, 0)uv+
+% (82 f(1,0)u” + 02 f(1,0)0%) + % (820, f(1,0)u’v 4 0,0, f(1,0)uv*) =

1+ +12 L
= U+ v — —uv”.
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